Michael Buhlmann

Mathematik > Analysis > Differenziation > Ableiten ohne Produktregel

Produktregel

Eine aus zwei Faktoren u(x), v(x) gebildete (Produkt-) Funktion f(x) = u(x)v(x) lasst sich gemanR der Produktregel ableiten vermaoge:
(U)V(x))'= U (X)v(X) + u(x)v'(x)

Wir setzen nun eine Funktion f(x) vom Typ
f(X) = (OX"+an 1 X"+, Fayx+ag)- e

mit vorgegebenen reellen Zahlen ay, as, ... a,, r#0 voraus, die Ableitungsfunktion f*(x) ist vom selben Typ mit:
f(x) = (@anX"+an1 X" +. .. +ax+ag)-e™

mit zu bestimmenden ay, ay, ... a,. Funktion und Ableitungsfunktion enthalten als Faktoren Polynome vom selben Grad n, so dass n+1 a;,
i=0, ...n, zu ermitteln sind. Dazu leiten wir die Funktion f(x) gemalR der Produktregel ab und erhalten nach obiger Produktregel:

‘ — n-1 n-2 X n n-1 X —
n = - s - 'K -
f'(X) = (napX" "+(N-1) an X “+...+a7)-€” + r(0pX +0n X +...+01X+00)- €
(ranX"+ (N0 +r0n1)X"  +((N-1) Ona+r0n2)X"2+.... +(ar+rag)) - e™

und damit eine weitere Darstellung der Funktion f(x).

Beziehungen
Die Polynome in den beiden Funktionstermen von f'(x) mit:

f(x) = (@anX"+an1 X" +. .. +ax+ag)-e™
f(%) = (r0nX"+(N0 100 1)X" 1 +((N-1) .10 o)X 2+ (0 +10lg))- €™

lassen sich vergleichen, der Koeffizientenvergleich fuhrt auf die folgenden Beziehungen:

dn =rdp

an-1 = NOp+rdng

an2 = (N-1)0n1+r0n2
ak = (k+1)cxk+1+rak
ao = d1+rdo,
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also:

an =ran
ax = (k+1)agsitrag, k=0, ... n-1 (*).

Ableitung von Funktionen vom Typ f(x) = x"e™

Die Funktion f(x) = x"e™, neN, soll nun abgeleitet werden. Wegen ap=a; =0 = ... = dn1 = 0, a, = 1 ergibt sich geman (*):
an =r

an_]_ =n

ac  =0,k=0,...n-2 (*).

D.h., es ist:

f(x) = (rx"+nx"1)e™,

Beispiele

a) Zur Funktion f(x) = (x*+5x*6)e™ mit ao = -6, a; = 0, @, = 5, a3 = 1, r = -1 ergeben sich die gesuchten Koeffizienten im Polynomteil der Ableitungs-
funktion:

az=-1.1=-1

a,=31+(1)-5=3-5=-2

a; =2-5+(-1)-0=10

a, =1-0+ (-1)-(-6) = 6,

so dass f(x) = (-x*-2x*+10x+6)e™ als Ableitung gilt. Die Probe mit Hilfe der Produktregel liefert dasselbe Ergebnis:

f(x) = (C+5x%-6)e™ -> f(x) = -(3+5x%-6)e™ + (3x*+10x)e™ = [-(x}+5x3-6)+(3x*+10x)]e™ = (-x*-2x*+10x+6)e™.

b) Die Funktion f(x) = (x*-2)’e*** soll zweimal abgeleitet werden. Zunachst gilt: f(x) = (x*-4x*+4)e®> mit: ap =4, a4, =0,a,=-4,a3=0,0,=1,r=0,5
und fur die 1. Ableitung f'(x) gemaf} dem nachstehenden Schema zur Koeffizientenbestimmung von ay, as, az, a;, ao:

Koeffizienten r= 0 las=1 az=0 a;=-4 a;=0 dp=4
au 0,5 0+0,5-1=[05

as 0,5 4.1+05-0=[4

az 0,5 3.0 +0,5:(-4) =[-4

a1 0,5 2.(-4)+0,5-0=[-4

ao 0,5 | 1-0+0,5-4=[4

und damit; f(x) = (0,5x*+4x3-2x2-8x+2)e®>* (vgl. mit der Probe nach der Produktregel: f(x) = (x*-4x?*+4)e”> -> f'(x) = 0,5(x*-4x?+4)e®>*+(4x3-8x)e®>* =
[0,5(x*-4x%+4)+(4x3-8x)]e>* = (0,5x*+4x3-2x*-8x+2)e”™). Zur Bestimmung der 2. Ableitung und der Koeffizienten a,, as, a,, ai, a, wird das obige
Schema nochmals mit: ap =2, a; =-8, a, =-2, a3 = 4, a4 = 0,5, r = 0,5 angewendet:

Michael Buhlmann, Mathematik > Analysis > Differenziation > Ableiten ohne Produktregel 2




Koeffizienten r= 0 las=0,5 az=4 a;=-2 a; = -8 dg=2

a 0,5 0+0,5-0,5=0,25

as 0,5 4.05+0,5-4=[4

az 0,5 3-4+0,5:(-2) =[11

a1 0,5 2.(-2)+0,5-(-8) =[-4

ao 0,5 | 1-(-8) +0,5-2=[-7

Es ergibt sich damit: f(x) = (0,25x*+4x>*+11x?-8x-7)e>> (vgl. mit der Probe nach der Produktregel: f(x) = (0,5x*+4x3-2x?-8x+2)e®>* ->
f“(x) = 0,5(0,5x*+4x3-2x%-8x+2)e”™ + (2x3+12x%-4x)e*™ = [0,5(0,5x*+4x>-2x*-8x+2)+(2x>+12x*-4x)]e®™ = (0,25x*+4x>+11x*-8x-7)e*™).

Hohere Ableitungen

Beispiel b) fuhrt noch auf die Rekursion fur héhere Ableitungen. Sei dazu wieder die Funktion vom Typ
f(X) = (OpX"+an 1 X"+, Fayx+ag)- e

mit vorgegebenen reellen Zahlen ag, a, ... a,, r#0 gegeben. Dann ergibt sich ein rekursives Verfahren zur Bestimmung der ersten m Ab-
leitungen wie folgt:

Rekursionsanfang:
a® =a,k=0,..n

Rekursion:

an)  =ra, 0P =r"a,® | | | N

al = (k+tDawP+raldt k=0, ... n-1 -> %) = (@, % "+an. %"+ +a, Ox+ap?)-e* j= 1, ... m.
Beispiel

c) Mit der eben dargelegten Rekursion lassen sich nach dem Schema in Beispiel b) die ersten fiinf Ableitungen zu f(x) = (x*+x+8)e? wie folgt bestim-
men:

j=1:

1
o

Koeffizienten [a,"7 =1 at V=1 V=8

a;” 0+2-1=[

al(J)

21+21=[4

N[IN[N]|T

ao(J)

| 1-1+2.8=[17

f(x) = (2x°+4x+17)e™

j=2:

1
o

Koeffizienten [a,"V =2 a’P=4 a’V = 17

a 2(J)

0+2:2=[4
2:2+2:4=13

al(J)

N[IN[N]|T

ao(J)

| 1-4 +2-17 =34

() = (4x"+12x+38)e”
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j=3:

Koeffizienten

=4

"V =12

aotV =38

a2(J)

0+2:4=[g

al(J)

2:4+2:12 =33

a 0(J)

XIN[ININ[T

1-12 +2-38 =[84

f(x) = (8x"+32x+88)e

j=4:

Koeffizienten

PREE

a," =32

ao’V =88

a2(J)

0+2-8=[1§

al(J)

2.8 +2-32=[8d

a 0(J)

r:
2
2
2

1-32 +2-88 =[204

f(x) = (16x°+80x+208)e™

j=5:

Koeffizienten

7= 16

a,"" =80

aot™ = 208

a2(J)

r=
2
2

0+2:16 =[32

al(J)

2-16 + 2-80 =|197

a 0(J)

2

1-80 + 2-208 =[494

(x) = (32x°+192x+496)e™

Berechnungsschema

Auf der Grundlage der Funktion vom Typ f(x) = (X" +0n1X"+...+a1x+0g)-e™ mit vorgegebenen reellen Zahlen oo, ai, ... d,, r#0 und der
Ableitung f(x) = (anx"+an.1x"+...+a1x+ag)- €™ ergibt sich gemaR den oben durchgerechneten Beispielen als Berechnungsschema:

f(X) = (OpX"+anaX" ... +a1x+ag) -7

Koeffizienten r= On Op-1 Ok Olk-1 ay do

an r n=I0n = ap

an-1 r NAK+Idp-1 = An-1

ak (K+1)oks1+rax = ax

a1 r Kak+ra.1 = a1

a1 r 200+r0; = ag

ao r | laa+rop = ag

£(X) = (X +an1X" " +...+aix+ag)- €~
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