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Produktregel

Eine aus zwei Faktoren u(x), v(x) gebildete (Produkt-) Funktion f(x) = u(x)v(x) lasst sich geman der Produktregel ableiten vermébge:
(u(x)v(x))'=u'(x)v(x) +u(x)v'(x)

Wir setzen nun eine Funktion f(x) vom Typ
f(X) = (AnX"+001X" " +.. . +a1X+0p)- €™

mit vorgegebenen reellen Zahlen ay, a4, ... a,, r#0 voraus, die Ableitungsfunktion f'(x) ist vom selben Typ mit:
f(x) = (@anX"+an1X" ' +...+ax+ag)-e™

mit zu bestimmenden ay, as, ... a,. Funktion und Ableitungsfunktion enthalten als Faktoren Polynome vom selben Grad n, so dass n+1 a;,
i=0, ...n, zu ermitteln sind. Dazu leiten wir die Funktion f(x) gemaf der Produktregel ab und erhalten nach obiger Produktregel:

f(x) = (NAX""+(N-1) An1X"24...+01)-€™ + F(AX +0n1 X" +...+a1X+0)-€™ =
n n-1 n-2 rx
n - = - - naa
(rapX +(N0p+ran.1)X" +((N-1) An-1+rdn2)X “+...+(01+r0p))-€

und damit eine weitere Darstellung der Funktion f*(x).

Beziehungen
Die Polynome in den beiden Funktionstermen von f'(x) mit:

f‘(X) (anxn"'an-1)(n-1+...+8.1X+ao)-erX

f(X) = (ranX™+(N0+rtn1)X" +((N-1) Cn1+r0n2)X"2+. . .+(a1+rag))-e™

lassen sich vergleichen, der Koeffizientenvergleich flhrt auf die folgenden Beziehungen:

an = I’Gn

an-1 = nGn+an-1

an2 = (N-1)an1+rdn2
Ak = (k+1 )Gk+1+l’0k
do = d1+rdp,
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also:

dn = I'Qp
ak = (k+1)0ksq+rax, k=0, ... n-1 (*).

Ableitung von Funktionen vom Typ f(x) = x"e"™

Die Funktion f(x) = x"e™, neN, soll nun abgeleitet werden. Wegen ap = a; = a2 = ... = a1 = 0, a, = 1 ergibt sich geman (*):
an =Tr

dn-1 =N

ac  =0,k=0,...n-2 (*).

D.h., es ist:

f(x) = (rx"+nx"")e™.

Beispiele

a) Zur Funktion f(x) = (x*+5x>-6)e™ mit ap = -6, a; = 0, a, = 5, a3 = 1, r = -1 ergeben sich die gesuchten Koeffizienten im Polynomteil der Ableitungs-
funktion:

ag=-1-1=-1
ap=31+(-1)5=3-5=-2
a;=25+(-1)-0=1
ao=1:0 + (-1):(-6) = 6,

(
so dass f(x) = (-x>-2x*+10x+6)e™ als Ableitung gilt. Die Probe mit Hilfe der Produktregel liefert dasselbe Ergebnis:
f(x) = (P+5x2-6)e™ -> f(x) = -(x*+5x%-6)e™ + (3x2+10x)e™ = [-(x*+5x-6)+(3x*+10x)]e™ = (-x*-2x*+10x+6)e™.

b) Die Funktion f(x) = (x?-2)%e%* soll zweimal abgeleitet werden. Zunachst gilt: f(x) = (x*-4x*+4)e®>>* mit: ag =4, a; =0, =4, 03 =0, 0, = 1,r=0,5
und fur die 1. Ableitung f/(x) geman dem nachstehenden Schema zur Koeffizientenbestimmung von ay, as, a,, a;, ap:

Koeffizienten r= 0 lag =1 az=0 ap=-4 ay=0 ap=4
as 0,5 0+0,51=

a 0,5 41+050=H

ar 0,5 3-0 +0,5-(-4) =

a 0,5 2.(-4) +0,5:0 =

ao 0,5 | 1-0+0,5-4 =02

und damit: f(x) = (0,5x*+4x3-2x?-8x+2)e>** (vgl. mit der Probe nach der Produktregel: f(x) = (x*-4x?+4)e®™ -> f'(x) = 0,5(x*-4x?+4)e’**+(4x>-8x)e*** =
[0,5(x*4x2+4)+(4x3-8x)]e%>* = (0,5x*+4x3-2x%-8x+2)e”™). Zur Bestimmung der 2. Ableitung und der Koeffizienten as, as, a,, a;, a, wird das obige
Schema nochmals mit: oy = 2, oy = -8, a, = -2, a3 = 4, a, = 0,5, r = 0,5 angewendet:
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Koeffizienten r= las=0,5 a3 =4 ap = -2 a1 =-8 Og =2
as 0,5 0+0,5-0,5=10,25

as 0,5 4-05+054=H

ar 0,5 3-4+0,5(-2) =

a 0,5 2.(-2) + 0,5-(-8) =

ao 0,5 | 1-(-8) + 0,5-2 =[7]

Es ergibt sich damit: f*(x) = (0,25x*+4x°+11x2-8x-7)e>** (vgl. mit der Probe nach der Produktregel: f(x) = (0,5x*+4x3-2x?-8x+2)e"**
f“(x) = 0,5(0,5x"+4x3-2x2-8x+2)e”™* + (2x3+12x%-4x)e%> = [0,5(0,5x" +4x%-2x%-8x+2)+(2x>+12x2-4x)]e® = (0,25x*+4x°+11x%-8x-7)e"™).

Hohere Ableitungen

Beispiel b) fiihrt noch auf die Rekursion fiir héhere Ableitungen. Sei dazu wieder die Funktion vom Typ
f(X) = (anxn+an-1xn-1+. . .+G1X+G0)-erx

mit vorgegebenen reellen Zahlen ag, ay, ...
leitungen wie folgt:

an, r#0 gegeben. Dann ergibt sich ein rekursives Verfahren zur Bestimmung der ersten m Ab-

Rekursionsanfang:

a® =a,k=0,...n

Rekursion:

ad = (k+D)aw Mol k=0, ... n-1 > 0(x) = (@ 0x"+an "+ 12 Ox+aol) e, j = 1, .o m,
Beispiel

c) Mit der eben dargelegten Rekursion lassen sich nach dem Schema in Beispiel b) die ersten fiinf Ableitungen zu f(x) = (x?+x+8)e® wie folgt bestim-
men:

j=1:

Koeffizienten r= |a2“'” -1 a1 2’ =8

a;” 2 0+21=

ar’ 2 21+21=[

" 2 | 11+28=

f(x) = (2X°+4x+17)e™

j=2:

Koeffizienten r= |32(J'1 —2 a4 =17

a;” 2 0+22-H

ar” 2 22+ 24 =17

ao” 2 | 1.4 +2.17 = |39

f(x) = (4x°+12x+38)e”
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j=3:

Koeffizienten r= [a."7 = 4 a =12 2" =38
a2 2 0+24-=

ar’ 2 24 +212=]32

2 2 | 112 +2:38 =B
f“(x) = (8x°+32x+88)e™

j=4:

Koeffizienten r= [a."7 = 8 a =32 2" =88
2z’ 2 0+28=

ar’ 2 2.8 +2.32 =80

2’ 2 | 1.32 + 2:88 = ]20g)
f9(x) = (16x°+80x+208)e™

j=5:

Koeffizienten r= |a2“'” —16 a " =80 a7 =208
2’ 2 0+216=3

ai’ 2 216 +2-80 =[192)

2’ 2 | 1-80 + 2:208 =

f(x) = (32x°+192x+496)e™

Berechnungsschema

Auf der Grundlage der Funktion vom Typ f(X) = (0nX"+0n.1X" " +...+01X+00)-e™ mit vorgegebenen reellen Zahlen ag, ay, ... 0, r#0 und der
Ableitung f(X) = (@anX"+an.1X""+...+a1x+ao)-e™ ergibt sich geman den oben durchgerechneten Beispielen als Berechnungsschema:

f(X) = (AnX"+0n1X" +...+01X+00)-€"

Koeffizienten r= On Op-1 Ok Q-1 of! o

an r n= I’(In = an

an-1 r NAp+I0p-1 = aAn-1

ak r (k+1 )Gk+1+l‘dk = ak

Ak-1 r KOk+rOk-1 = ak-1

a1 r 200+r0¢ = a4

ao r | 1C(1+I’C(o = ao
f(x) = (@nX"+an1X" ' +...+a1X+a0)-€"
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