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Die Differenzialrechnung innerhalb der Analysis reeller Zahlen kreist um den Grenzwert-
begriff der Ableitung einer differenzierbaren reellwertigen Funktion f: D; -> R der Form y =
f(x) (D als Definitionsbereich), d.h. es gilt: Die Ableitung an einer beliebigen Stelle xeDs
stellt sich als Grenzwert eines Differenzenquotienten von Sekantensteigungen durch den
Punkt P(x|f(x)) gehender Geraden dar:

i F00 =109 _ .

X>x o X* =X

()

und ergibt die Steigung der im Punkt P(x|f(x)) die Funktion f(x) bertihrenden (eindeutig be-
stimmten) Tangente (Ableitung als Tangentensteigung). Zu den allgemeinen Ableitungsre-
geln gehodrt auch die Quotientenregel, wonach flr zwei differenzierbare Funktionen u(x),
v(x) folgt:

(U(X)J _ U (v(x) —u(x)v'(x)
v(x) (V(x))* '

Die Quotientenregel ergibt sich dabei aus den folgenden Uberlegungen (Beweis): Die Dif-
ferenzierbarkeit der Funktionen u(x) und v(x) bedeutet zunachst:

lim M =V'(X)

X=>xo X*¥ —x X=>x o X* =X

fur beliebige Stellen xeD,ND, mit v(x)#0. Dann gilt fir den Differenzenquotienten der Funk-
tion % und den Grenzibergang x*->x:
u(x) _u(x) u(x)v(x) _u(xv(x*)  u(x*)v(x) - u(x)v(x*)
V() V() _VOAV(X) VOOV(X) | v(xIV()  _u(x)v(x) —u(xv(x) _
X* =X X* =X X* =X V(X*)V(X)(X* —X)
(U(x*) —u)V(X) +ux)v(x) ~u(X)(v(x*) = V(X)) ~u(x)v(x) _
V(X*)V(X)(X* —X)

(u(x*) —u(x))

(V) ~v(x))
(UOE) —UEIV() ~UIV() ~V(X)) ey I T
V(x*) V(X)(X* —X) - V(x*) v(X)
e UOIV0 ~UGOV(9 _ U OOV() ~u(9V ()
VOOV(X) (V(x)?

womit die Quotientenregel fir Ableitungen nachgewiesen wurde.

Die Anwendung der Quotientenregel soll nachstehend beispielhaft erfolgen. Dabei ist zu
beachten, dass beim aus der Quotientenregel resultierenden Bruch der Zahler vereinfacht
werden sollte, wahrend das Quadrat im Nenner bestehen bleibt.

2X+5
a) Fur die gebrochen rationale Funktion f(Xx) = ergibt sich mit u(x)=2x+5, u‘(x)=2,
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2[(3x-4) - (2x+5)[3_ -23
(3x - 4)? C (Bx-4)2"

X
> mit Ds = R. Die 1. Ableitung
X“+3

v(X)=3x—4, v'(x)=3 die 1. Ableitung: f'(X) = X#4/3.

b) Ebenfalls gebrochen rational ist die Funktion f(X) =

folgt nach der Quotientenregel mit u(x)=x>, u‘(x)=3x%, v(x)=x*+3, v(x)=2x als:

£1(x) = 3x® [x* +3) — x° [2x _ 3x* +9x? — 2x* _ x* +9x?
(x2 +3)? (X2 +3)? (x2 +3)?

24 +9[P? 52

(22+3)2 49’

. Die Ableitung hat an der

Stelle xo=2 den Wert; f'(2) =

c) Die Ableitung der Tangensfunktion f(x) =tanx erhalt man auf Grund der Definition des

sinx
Tangens als f(X) =tanx =
0 X

~

nach der Quotientenregel mit u(x)=sin(x), u‘(x)=cos(x),

cosx [@osx —sinx[{-sinx) _ (cosx)® + (sinx)?

v(x)=cos(x), V‘(x)=-sin(x): f'(x) = , Woraus

(cosx)® (cosx)®
folgt: f'(x) = (cosx)” + (szinx)z = (COSX)E + (sinx)z =1+ (tanx)* oder:
(cosx) (cosx)“ (cosx)
(cosx)® +(sinx)* _ 1

f(x) =

= auf Grund der trigonometrischen Beziehung:
(cosx)® (cosx)® g g

(sin(x))*+(cos(x))? = 1.

d) Fur f(x)= X 1 ergibt sich mit u(x)=x, u‘(x)=1, v(x)=x*+1, v‘(x)=2x nach der

X? +
10Qx* +1) - x@x _ 1-x%°
(X2 +1)2 (X2 +1)2

Quotientenregel die 1. Ableitung: f'(X) = , woraus auf Grund

von:
fFX)=0® 1-x*=0e1=x* & x==1
die Stellen x;=-1 und x,=1 als Stellen mit waagerechter Tangente folgen.

2X

e) Zur Exponentialfunktion f(X) =

X

5 heif3t die 1. Ableitung mit u(x)=e*, u‘(x)=2e?,

2er (ex + 2) _eZX @x _ 2eSx + 4e2x _e3X B e3x +4eZX

(ex+2)2 (ex+2)2 (ex+2)2 '
Grund der allgemeinen Tangentenformel t: y=f*(Xo)(x—Xo)+f(Xo) flr einen Funktionenpunkt
P (Xolf(xo)) ergibt sich mit xo=0, f(0)=0,5, (0)=5/9:

v(x)=e*+2, v(x)=e*: f'(X) = Auf

t: y = f(0)(x—0)+f(0) = g X+ % .

f) . Zur Bestimmung von Extrem- und Wendepunkten der gebrochen rationalen Funktion
4x° — X

f(x) =
() x2 =4
15(x* — 4) —15x [2x _ N -15x*-60 _ , 15x° +60
(x* = 4)? (x> - 4)? (x> - 4)?

sind die ersten drei Ableitungen zu berechnen:

£1(x) =4+
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_30x(x* —4)® - (15x* + 60) [(B(x* —4) [x _ _30x(x* —4) - (15" +60) [#x _

o0 = (x2 - 4)* (x2 - 4)°
_30x° —120x - 60x° —240x _ —30x° —360x _ 30x° +360x
(x? - 4)° -8 (-

v (90X +360)(x* —4)° — (30x® +360x) [(B(x* —4)* 2x _

f'(x) = > s =
(X" = 4)
(90x* +360)(x* —4) - (30x° +360x) [Bx _ 90x* +360  (30x° +360x) [Bx
(X2 -4)* (X -4)° (X2 - 4)*

Il. Die Hoch- und Tiefpunkte ermitteln sich wie folgt: Notwendige Bedingung:
f'(xX)=0 = 4—15X2—+60— 4:15)(2—+60 o 4(x*-4)* =15x* + 60 =

-4 (-4
4(x* -8x* +16) =15x* + 60 = 4x* —32x* +64=15x">+60 = 4x* —47x*+4=0
Die biquadratische Gleichung ist mit der Substitution z = x* zu l&sen:

_ ATEVAT’ -ATA[A _ 4T£463
8

204

47° 472 +4=0© 2 z=11,66, z=0,09.

Rucksubstitution ergibt:
x> =11,66, x* = 0,09 © x = 3,41, x = £0,3.
Die vier Werte stellen mogliche Hoch- und Tiefpunkt von f(x) dar. Also hinreichende Be-
dingung:
f'(-3,41) < 0 => Hy(-3,41]-20,35) als Hochpunkt
f'(-0,3) > 0 => T,(-0,3|-0,007) als Tiefpunkt
7(0,3) < 0 => H(0,3|0,007) als Hochpunkt
'(3,41) < 0 => T»(3,41|20,35) als Tiefpunkt.
lll. FUr die Wendepunkte gilt: Notwendige Bedingung:
3
£ =0 o % =0 < 30x° +360x =0 < 30x(x? +120 =0
X —
30x = 0, [x* + 120 = 0] < x=0

Hinreichende Bedingung: f”(0) = 0+360_,_ 360 # 0 => W(0|0) als Wendepunkt.
0-4)° 64
IV. Wertetabelle, Graph:
Wertetabelle:
X f(x) f'(x) (x) Besondere Kurvenpunkte
-3.42 -20.3455 0.03 -5.33 || Hochpunkt H(-3.42|-20.35)
-2 -Infinity 75003.53 Infinity || Senkrechte Asymptote/Pol x = -2
-0.5 0 -0.53 3.48 || Nullstelle N(-0.5|0)
-0.3 -0.0491 -0.01 1.82 || Tiefpunkt T(-0.3|-0.05)
0 0 0.25 0 || Nullstelle N(0]0) = Schnittpunkt S,(0]0) = Wendepunkt W(0|0)
0.29 0.0491 0 -1.75 || Hochpunkt H(0.29]|0.05)
0.5 0 -0.53 -3.48 || Nullstelle N(0.5|0)
2 Infinity 75003.53 -Infinity || Senkrechte Asymptote/Pol x = 2
341 20.3455 -0.03 5.45 || Tiefpunkt T(3.41|20.35)
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Zum Gebrauch (oder Nicht-Gebrauch) der Quotientenregel sei noch angemerkt:

a) Statt der Quotientenregel kann auch die Produktregel fur Ableitungen benutzt werden
auf Grund von:

V() v(x)  ((v(x)*

fur zwei differenzierbare Funktionen u(x), v(x). Bei Anwendung der Produktregel wird zu-
satzlich noch die Kettenregel verwendet, zudem besteht der Ableitungsterm aus zwei Bri-
chen, was das Rechnen mit diesem schwieriger macht.

b) Der Gebrauch der Quotientenregel kann bei konstantem Zahler u(x) = a und unter An-
wendung der Kettenregel vermieden werden:

f(x) = %X) = a(v(x) ™ mit: T'(X) = -

(M] = (U000 ) = U (0™ ~uC)v () = L) L)

av'(x)
(v(x)*’

=a(v(x))™" mit: F'(x)= _ A

(W( )) (vO))™

c) Ebenfalls kann die Quotientenregel z.B. bei gebrochen rationalen Funktionen mit Nen-
ner als Potenz x" durch Anwendung von Summen- und Potenzregel ersetzt werden:

a, X" +...+aXx+a _ _
f(x) = a 0 =g x""+..+ax " +a,x"
Xn
d) Bei Nennern vom Typ e* u.a. und Anwendung der Produktregel (mit Ausklammern von
e u.a.) statt der Quotientenregel gilt:

(9 =100 =

f) Nach Anwendung der Quotientenregel ist unter Umstanden ein Kirzen der Ableitung
erforderlich:

F(x) =

=u(x) & mit: f'(x)=u'(x) & —au(x) & = (u'(x) —au(x)) [&™.
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U)o = S AW = UOON(O0) ™V () _ U (V) = nuG)v ()

f =
)= 00y V()™ V)™

Als Beispiele zu dem eben Angemerkten seien genannt:

a) GemafR der Produktregel (u(X)V(X))' = u'(X)V(X) + u(x)v'(x) gilt fur die gebrochen rati-
2

X _
onale Funktion f(X)= TR =x?(x—4)° die 1. Ableitung:
2X 3x?
f'(x) =2x(x-4)° +x* [{-3)(x—-4) ™ = - :
(0= 2= 82 + X UYX=4™ = =5 =
: . 10 4 a4
b) Als 1. Ableitung zur Funktion f(x)= 15 =10(x" +5) " ergibt sich nach der Kettenre-
gel (u(v(x)))' =u'(v(x)) V' (x) (auBere Ableitung mal innere Ableitung):
_ o, —40x®
f'(x) =100-1)(x* +5) ? [@x> = -40x3}(x* +5) * = ————.
(x) =100{-1)( ) ( ) (X" +5)2
c) Die Funktion f(x) wird zunachst zu einer Summe von Potenzen umgeformt:
4 _ 2 4 2
f(x)= 2X ;( *8_ 2X3 —X—3+£3:2x—1+£3: 2X—- X +8x73,
X X XX X X
so dass nach der Potenzregel fur das Ableiten gilt:
fr(x)=2+x72-24x" = 2+i2—2—j1.
X® X
x> +3

d) Die Produktregel wird angewendet bei: f (x) = o5 = (x* +3)e™ % und fiihrt auf:

f'(x) = 2xe ™ +(x* +3)e"* [[-05) = 2xe ™ — 05(x* +3)e > = (-05x* +2x - 15)e >,

5x+1
e) Die Anwendung der Quotientenregel ergibt fir f(X) =ﬁ die 1. Ableitung:
52x-1)% - 6Gx+1) 2(2x-1) 2 5@2x-1)—4(x+1) -10x-9
f'(x):(x )"~ (O )4(X )2 5(xY) (3X ) = XB,WennmanZéh-
(2x-1 (2x-1 (2x-1

ler und Nenner durch den Faktor (2x—1) kirzt.
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