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Einleitung

Eindimensionale reelle Analysis beschreibt das Teilgebiet der Mathematik, das sich mit
reellwertigen Funktionen beschaftigt und dabei als Infinitesimalrechnung, als Differenzial-
und Integralrechnung, den Grenzwertbegriff sowie die Stetigkeit, Differenzierbarkeit und
Integrierbarkeit von Funktionen kreist. Gerade der Grenzwertbegriff der Differenzial- und
Integralrechnung ist eng verbunden mit dem Begriff von Folgen als Abbildungen von den
natdrlichen in die reellen Zahlen.

Grundlage der Differenzial- und Integralrechnung ist der Kérper der reellen Zahlen (R, +, -)
mit der Addition und Multiplikation als Rechenoperationen induzierende Verknipfungen
zwischen den Elementen, der 0 als neutralem Element bzgl. der Addition, der 1 als neutra-
lem Element bzgl. der Multiplikation, der algebraischen kommutativen Gruppen (R, +) und
(R\{0}, ) (Assoziativgesetz, Gesetz der inversen Elemente, Kommutativgesetz) sowie den
die VerknlUpfungen verbindenden Distributivgesetzen. Auf dem Zahlbereich der reellen
Zahlen lasst sich zudem vermittels ,<" eine totale Ordnung definieren, so dass im geordne-
ten Kérper (R, +, -, <) reelle Zahlen miteinander vergleichbar sind (bei -o<x<« fir jede
reelle Zahl x; abgeschlossene, offene, halboffene Intervalle [a; b], (a; b], [a; b), (a; b) fur
reelle Zahlen a, b mit: a<b) und neben Gleichungen auch Ungleichungen algebraisch um-
geformt werden kénnen. Auch definieren der Kérper der reellen Zahlen einen metrischen
Raum, d.h.: der Betrag | | der Differenz zweier reeller Zahlen definiert eine (positiv definite,
symmetrische) Metrik (mit Dreiecksungleichung), die wiederum die fur die reellen Zahlen
typische Topologie (eines Hausdorff-Raums) induziert (Trennungsaxiom T,). Topologie
und Ordnung entsprechen dabei einander. Zudem sind die reellen Zahlen vollstandig, d.h.:
die Grenzwerte von Folgen reeller Zahlen sind wieder reell.

Folgen
Eine Abbildung {a,}: N -> R, die jeder natirlichen Zahl n genau eine reelle Zahl a, zuord-
net, heiBt (unendliche) (Zahlen-) Folge: n -> a, oder {an}nen, an das n-te Folgenglied. Mit
an = f(n)
definiert die Abbildung f eine Funktionsvorschrift der expliziten Folge. Folgen {an}nen, bei

denen sich Folgenglieder auf vorhergehende Folgenglieder beziehen, heien rekursiv und
lassen sich mit Hilfe einer Funktion f darstellen als:

an= f(an-1, an=, ..., anx) Mit vorgegebenem ay, a, ... ak (rekursive Folge k-ter Ordnung)
an= f(an-1) mit vorgegebenem a; (rekursive Folge 1. Ordnung).

In jedem Fall heiB3t {an}nen = {@1, @2, @3,... a@n, an+1, ...} also eine Folge.

Beispiele fur explizite Folgen sind: {1, 2, 3, 4,...n, n+1, ...}; {9, 6, 3, O, -3, -6,..., 6-3n, 3-3n, ...};
{-1,2,-3,4, ... (-1)"n, (-1)™"-(n+1),...}; @, = 4n, b, = 17-2n, ¢, = n°.

Beispiele fiir rekursive Folgen sind: a) a, = 2a,.1, a;=2 besitzt die Folgenglieder: a;=2, a, = 22 = 4,
az =24 = 8, a, = 2[8 = 16 usw., also auch die explizite Darstellung: a, = 2".

b) a, = a,¢ + a,2 Mit a; = a;, = 1 ist die Folge der Fibonacci-Zahlen mit: a; =a, =1,a3=1+1=2, a4
=2+1=3,a5=3+2=5,34=5+3=8,a;,=8+5=13, ag = 13+8 = 21 usw.

c) Die Folge a, = a’, mit a; = 3 |asst sich explizit darstellen als: a, = 3> .

Besondere Typen von (expliziten, rekursiven) Folgen sind: a) {a,} = {x} heiB3t fir reelles x konstante
Folge, z.B. als: a, = 2; b, = m; ¢, = 49/4.
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b) {a,} mit a,-a,.s = -1 heiBt alternierende Folge, z.B. als: a, = (-1)"; b, = (-2)"; ¢, =

c) {as} = {d-n+A heiBt arithmetische Folge mit konstanter Differenz d zwischen zwei aufeinander-
a +

n-1

folgenden Folgengliedern. Es gilt: a,,; —a, = d, a, = a; + d-(n-1), a, = %. Die arithmeti-

schen Folgen lassen sich auch rekursiv darstellen als: a, = a1 + d, a = d+r. Beispiele fur solche
Folgen sind: {a,} = {5n—-4} = {1, 6, 11, 16, 21, ...} mit: a,,; -a,=5und a, =1 + 5:(n-1); {by} =
{83+4n} ={7,11,15,19, ...} mit bp,; -by,=4und b,=1+5(n-1); c,=2n+7; d,=7n- 14 =
-7 + 7-(n-1). Die rekursive Folge a, = a1 + 4, a; = 12 ist wegen a, — a,.1 = 4 = k ebenfalls eine
arithmetische Folge vor, fur die die explizite Darstellung lautet: a, = 4n + 8. Die arithmetische Folge
lautet explizit: a, = 117 — 3n mit: a; = 117-3 = 114, d = -3, so dass eine rekursive Darstellung der
Folge gegeben ist durch: a, — a1 =-3 <& a, = a1 - 3 mit a; = 114.

d) {a,} = {c-q"} heiBt geometrische Folge mit konstantem Quotienten g zwischen zwei aufeinander-

folgenden Folgengliedern. Es gilt: g = m, an = a;-q"'. Geometrische Folgen lassen sich rekursiv
an

darstellen als: a, = gla.1, a; = c/g. Geometrische Folgen sind: a, = 2"; b, = (-4)"; ¢, = 7-8". Bei

a
a, = 4a,4, a1 = 7, liegt wegen —— =4 = q eine geometrische Folge vor mit der Folgenvorschrift:
a

n-1

an = Z mn = 7@'n-1.
4

Eigenschaften von Folgen

Folgen besitzen dann die Eigenschaften:

Sind {an}, {bn} Folgen und c eine reelle Zahl, sind {c-a.}, {a,+b}, {an-br}, {an/bn} usw. eben-
falls Folgen, soweit definiert.
Eine Folge ...

{an} heiBBt nach unten beschrénkt, wenn es eine untere Schranke SyeR gibt mit: a, = S, fur
alle neN.

{an} heiBt nach oben beschrankt, wenn es eine obere Schranke SyeR gibt mit: a, < S, flr
alle neN.

{an} hei3t beschrénkt, wenn {a,} nach oben und nach unten beschrankt ist, d.h.: es gibt
eine untere Schranke S, eR und eine obere Schranke Sq,eR mit: S, <a, < S, fir alle neN.

{an} heilBt monoton fallend, falls: a, = a,, 1 fur alle neN.

{an} heilt streng monoton fallend, falls: a, > an.;fur alle neN.
{an} hei3t monoton steigend, falls: a, < an.; fir alle neN.

{an} heiBt streng monoton steigend, falls: a, < a,. 1 fr alle neN.

Grundlegend fiir das Arbeiten mit Folgen ist:

Eine Folge {an} heiBt konvergent, d.h. besitzt einen Grenzwert (Limes) g, wenn fir jedes
e>0 in jeder noch so kleinen (e-) Umgebung um g (dem offenen Intervall (g-€, g+¢€)) ab ei-
nem gewissen n (= n(g)) alle Folgenglieder liegen, d.h.:

lan—g| <€
Im Fall der Konvergenz gilt:
g = li_man .
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Im Fall der Konvergenz ist der Grenzwert (,Limes*) einer Folge eindeutig bestimmt.
Eine Folge mit Grenzwert g = 0, hei3t Nullfolge. Flr eine Folge {a,} mit Grenzwert g ist

1
{an — g} eine Nullfolge. Flr die Nullfolge a, = — und eine beliebige Zahl a>0 gibt es eine
n

1
nattrliche Zahl n mit: — < a, d.h.: die Menge der rationalen Zahlen Q liegt dicht in den
n

reellen Zahlen R. Mit Hilfe von Folgen lassen sich somit reelle (irrationale, transzendente)
Zahlen konstruieren.

. 1Y
Beispiele: a) Es ist: 11m[1+—) =e (e als Eulersche Zahl).
n

n—>o00

. i} 1
b) Esist: lima, =2 fur: a, = a"zl +t—a =2

n—>00 a

n-1
Falls alle Grenzwerte existieren, gelten die Grenzwertsatze:

)hm(a +b )=lima, +limb, ;

n—>o00 n—>o00

b) 11m(c a,)=cllima,;

n—>00

c) hm(a b, )—hma Uim b ;

n—>00

lima,
lim = 1=
9 hm b,

Es gelten noch die wichtigen Aussagen:

a) Jede beschrankte monotone Folge besitzt einen Grenzwert.

b) Jede konvergente Folge ist beschrankt. Jede unbeschrankte Folge ist divergent.

c) Es gilt das Majorantenkriterium fir Nullfolgen, d.h.: Wenn es zwei Folgen {a;} und {b.}
gibt mit: 0 < a, < b, und {b,} eine Nullfolge ist, dann ist auch {a} eine Nullfolge.

d) Far nichtnegative reelle Zahlen k und q folgt:
k n

hmn——O (g>1), lim qk =0 (g=1).

n—. >00q —>00n

e) Es gilt fir Folgen, die aus Briichen mit ganz rationalem Zahler und Nenner bestehen (k,
| zeigen jeweils die h6chsten Potenzen an):

o 4 too k>]
11mr1—= T k=1
n—>e g[f' + S

0 k<I

f) Ist f: Ds -> R eine reellwertige stetige Funktion, so gilt hinsichtlich der (existierenden)
Grenzwerte der Folgen a, und f(an):

lim f(a,) = f(lima,).

. 1
Beispiele: a) Es gelten die Grenzwertsatze: hm(z —) = hmZ —lim8-lim— =0-8-0=-8;
n—>00 n n—>00 n n—>00 n—>00 n
1 1 1 4, . 4 . . 4 4
lim— =1lim—Oim—=00=0; hm(3+—2) =(hm(3+—2)) =(lim3+ hm—z) =3+0)" =81;
n—>00 n n—>00 n n—>00 n —>00 n n—>00 n n—>00 n—>00 n
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1—z+i lim(l—z+%) liml—limz+limi

llmn2_7n+§:11m 4 n1n2 :’1_>°° 4 nln :n—>o<>4n—>oonln—>o<>n2 :1_0+0:l
dtntns R 40 lim(h4-+2) lim +lim-+lim2 9F0*2 2
n n n—>o00 n n n—>00 n n—>00 n n—>00
a,. . " "y . .
b) Die rekursiv definierte Folge a, = —", a, = 10, ist beschrénkt, da positiv und kleiner gleich 10,
a _ a _ . . .
sowie monoton fallend wegen: a, = - < ’il = an1. Daher konvergiert die Folge, und ihr
n
. a
Grenzwert g = h£nan = 0 errechnet sich vermdége der Grenzwertsitze als: a, = —+- ->
n—=00 n

lima,_, g
limag, ==2—& g== &ng=g®ng—-g=0® (n-1)g=0=g=0.
n

n—>00 n

.1
c) Mit lim—=0 als Nullfolge gilt wegen 0< % < iz < 1 nach dem Majorantenkriterium:
n=>°p n n n
li_mizl=0, li_mLZ:O.
n—>o00 n n—>co n

. . : . . . 4n®* +3n-17
d) Es gilt fir Folgen als Brliche mit ganz rationalem Zahler und Nenner: lim———— =
n=>» p- +28n —128

. 2n-n’ 1 .. 5+6 . L
hm—n2 n === lim 112 =0. Diese Vorgehensweise ist auch auf andere Potenzen
> 6+p° +2n 2 > 543p
) 2n+ n+4 ) +n ) —n+ ) 1000
Ubertragbar, u.a. auf: hm;=—l; lim r; 3 =1; hmu=l; lim = =0;
n=>e0 G 42" =3" n=>w p° 43" n=>0 7" +4p 4 n—>e 1"
fimntn 1
o fp—2n 2

e) Fur stetige Funktion wie z.B. die Wurzelfunktion ergibt sich in der Grenzwertberechnung fur Fol-

4+ n 4 n
gen: lim\/l—l=\/lim(l—l)=\/lim1—liml=x/1—0=1; lim\/n 2 =\/nm” 2 -0

n—>00 n n—>00 n n—>00 n—>00 n n—>00 n — 3 n—>00 n — 3”

=0.

Summenfolgen, Reihen

(Unendliche) Reihen mit einer Folge {an}nen lassen sich aus der Folge der Partialsummen

Sh=ai+a+...+an= Za,- bilden beim Ubergang n -> = als: {Za,} bzw. Zai ge-
i=1 nON

i=1 i=1

rade im Fall der Konvergenz, d.h. der Reihe als reeller Zahl. Die Reihe Zai ist damit der
i=1

(existierende) Grenzwert einer Folge von Partialsummen. Der ,Wert“ s, -> s der unendli-

chen Reihe kann dabei unbestimmt, +c oder - sein, es kann sich aber auch eine reelle

Zahl s ergeben. Im ersten Fall spricht von der Divergenz, im zweiten von der Konvergenz

der unendlichen Reihe.

Es gelten die folgenden Konvergenz-/Divergenzkriterien flir Reihen:

a) Nullfolgenkriterium: Konvergiert die Reihe Za,. , o bilden die {a}in €ine Nullfolge, d.h.

i=1
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es ist: lima, =0. Wenn daher Uber Folgen summiert wird, die keine Nullfolgen sind, so ist

[—>00

die dazugehdrige Reihe divergent.

b) Leibnizkriterium: Eine alternierende Reihe Z(—l)i+l a; ist genau dann konvergent, wenn

i=1

die {a}ien mit 220 eine Nullfolge bilden, d.h.: lima, =0.

1—>00

Gin |

=4, so ist

c) Quotientenkriterium: Gilt bei einer Reihe ) a, fir den Grenzwert lim »
i=1 i

die Reihe konvergent, falls g<1, divergent, falls g>1. Im Fall g=1 greift das Kriterium nicht;
die Reihe kann sowohl konvergent als auch divergent sein.

d) Wurzelkriterium: Gilt bei einer Reihe > a, fiir den Grenzwert 122%/‘%‘ =q, so ist die
i=1

Reihe konvergent, falls g<1, divergent, falls g>1. Im Fall g=1 greift das Kriterium nicht; die

Reihe kann sowohl konvergent als auch divergent sein.

e) Majorantenkriterium: Lasst sich eine Reihe Zai mit a;=0 durch eine andere Reihe Zb,.
i=1 i=1

nach oben abschétzen, gilt also a; < b; fir alle i, so ist die Reihe Z“z‘ konvergent, falls die

i=1

Reihe b, konvergent ist.

i=1

f) Minorantenkriterium: Lasst sich eine Reihe > a, mit a20 durch eine andere Reihe ) b,

i=1 i=1

nach unten abschatzen, gilt also a; = b; = 0 flr alle i, so ist die Reihe Zai divergent, falls

i=1

die Reihe > b, divergent ist.

i=1

g) Integralkriterium: Existiert fir eine Funktion f(x) das uneigentliche Integral _[f(X)dX, SO
1

ist mit a; = f(i), ieN, die Reihe Zai konvergent. Existiert das uneigentliche Integral nicht,
i=1
so divergiert die Reihe.

Eine Reihe Zai heif3t absolut konvergent, wenn die Reihe Z|a,.| konvergiert. Eine abso-
i=1 i=1

lut konvergente Reihe Z“z‘ ist konvergent. Reihen, die nach dem Quotienten- oder Wur-
i=1

zelkriterium konvergieren, sind absolut konvergent. Fir absolut konvergente Reihen gilt

die Dreiecksungleichung:

[ee] [ee]
Sals ol
i=1 i=1

Werden in einer absolut konvergenten Reihe deren Summanden anders angeordnet (um-
geordnet), bleibt die Reihe konvergent.
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Konvergente und divergente Reihen
Es gilt:

[

a) Die harmonische Reihe zl ist divergent.
i=1 !

b) Die geometrische Reihe Zqi konvergiert (absolut) fur |g| < 1 mit Reihenwert:
i=0

:0
FUr alle anderen reellen g divergiert die geometrlsche Reihe.
c¢) Sind zwei Reihen Zai : Zbi absolut konvergent, so ist auch ihr Cauchy-Produkt

i=1 i=1

S(s) 55

i=1

absolut konvergent.

d) Liegt far eine reellwertige Funktion f(x) eine Potenzreihe f(x Za x' (als Taylorreihe)
i=0

vor, so ergibt sich fUr ein beliebiges xo aus dem Konvergenzbereich der Potenzreihe (Kon-

vergenzradius R -> Konvergenzintervall) der Reihenwert: f(xo) = s = Zaixg .
i=0

(=)

Beispiele: a) Die Reihe » — !

- konvergiert. Es lasst sich sogar ihr Reihenwert bestimmen ver-

iz (( —1)i
moge der Betrachtung der Partialsummen: s, :z( o Z( j 1-1 . Dann ist nam-
= U~ = n
lich:s = Y =lims, = lim(1 - ):1—0:1.

S(i-Di e "

und a).

b) Die Reihe ziz ist konvergent auf Grund des Majorantenkriteriums: Ziz z

i=2 1 i=2 1

1
c) Die Reihe Z\/_ ist divergent, da die Reihe Z—, divergent ist und das Minorantenkriterum:

i=1 L

1 1
- <— qilt.

i i

d) Die Reihe Z( ™ 7 ist konvergent auf Grund des Leibnizkriteriums.
i=1
n+l

e) Die geometrische Reihe Zq” ist wegen 1i_I>1”l q

= }}g|q| = |q| konvergent flr |g|<1, also fir -
n=0

1<g<1, (unbestimmt) divergent fur |g|>1.

f) Die Reihe 3!

=3 +i

ist konvergent nach dem Wurzelkriterium wegen der Grenzwertberechnung:
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d=la1.
1 3

[SSHT

/ 1
lim = lim —hm — =
i—>00 31 + i—>00 | i i—>00 . 3 .

l V3 q/1+— hmt‘/1+3—

g) Mit f(x) = 1 gilt: jldx_hm —dx = lim[Inx]f = lim(InR-In1) = lim In R = 0. Daher diver-

X lx R>oolx R—>0 R—>0

00

giert die harmonische Reihe zl
i=1 U

. 1 R K
h) Mit 1) = —-, a>1, gt L av=tim [~ ac= tim|— | =gim[—L L |-
“ (1- a)x"l1 r=>o (1-@)R" 1-a

R—>00 R—>00
x* 1 X 1 X

Daher konvergiert die Reihe 27.
i=1 1
i) FUr die natlrliche Exponentialfunktion f(x) = " gilt die Potenzreihendarstellung: ¢* = Zx—’ mit e
i=0 L

als Eulerscher Zahl. Einsetzen von x = 1 in die Potenzreihe ergibt: e—zl', von x = 0,5:
i=0 L
> 1
\/Z = —_—.
;‘2’1'!

j) Es gqilt die Potenzreihenentwicklung: f(x) = arctanx=z
i=1

(1) x*™1 und damit fir x = 1:
2i—1

Zﬂ =arctan(l) = .
2i—1 4

i=l
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