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Einleitung

: 1Y
Mit der Eulerschen Zahl e= Ilm(1+ ﬁj ergibt sich die auf allen reellen Zahlen x definier-

n—>o0

te, stetige und differenzierbare natirliche Exponentialfunktion y = e*. Die Ableitung der
natlrlichen Exponentialfunktion ist: y* = €*. Mit y = ” lassen sich die sog. Hyperbelfunktio-
nen Sinus, Kosinus und Tangens hyperbolicus wie folgt:

e’ -e ,cosh(x):e +e ,tanh(x):smh(x) _e —e_
cosh(x) e*+e”

definieren. Alle Hyperbelfunktionen sind auf ganz R erklart (tanh(x): €*, e > 0), dort stetig
und differenzierbar.

sinh(x) =

y = sinh(x), y= cosh(x), y = tanh(x)

Eigenschaften

Wegen e* -> +e flir x -> +e und e* -> 0 fir x -> -« und folglich €™ -> 0 fir x -> +« und
e™ -> +e fiir x -> - folgt fur die Hyperbelfunktionen als Verhalten fiir betragsméaRig groRe
X:

X -> +00: sinh(X) -> +%; X -> - sinh(X) -> -«
X -> 4. cOSh(X) -> +; X -> - cosh(X) -> +
X -> +o0: tanh(x) -> 1; X -> -« tanh(x) -> -1,

Letzeres auf Grund von:
ex _e—x B eX(l_e—ZX) B 1_e—2x
ex + e—x ex (1+ e—2><) 1+ e—2x

1-0
tanh(X) = U QJQO — 1TO =1
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e-e* e e™-1) _e*-1 0-1_

= = Lo Tt=,
e +e™ eX(e®+]) e +1 T

tanh(x) =

Es ergeben sich damit die folgenden Definitions- und Wertebereiche der Hyperbelfunktio-
nen:

Dsinh = R, Wsinh = R
Deosh = R, Weosh = [1; +)
Dtanh = R, Wianh = (-1; 1).

Zudem verfugen die Hyperbelfunktion tber Symmetrieeigenschaften. Die Kurve des Sinus
hyperbolicus y = sinh(x) ist punktsymmetrisch zum Ursprung des x-y-Koordinatensystems,
die des Kosinus hyberbolicus y = cosh(x) achsensymmetrisch zur y-Achse des x-y-
Koordinatensystems. Folglich ist der Tangens hyperbolicus y = tanh(x) als Bruch des
punktsymmetrischen sinh(x) und achsensymmetrischen cosh(x) wieder punktsymmetrisch
zum Ursprung des x-y-Koordinatensystems.

Zwischen den Termen der Hyperbelfunktionen bestehen Beziehungen wie etwa:
cosh?(x) — sinh%(x) = 1

wegen:
X 4 a% 2 X _ X 2
cosh?(x) -sinh?(x) =| = | -| =22 =
2 2
X X X X 2 X 2 X —X —X 2
L P e (-l B O A TP AT _
2 2 2 2
e 1 e e 1 e 1 1
+ =+ - += - =—+-—=1
4 2 4 4 2 4 2 2
Ableitungen
Alle Hyberbelfunktionen sind differenzierbar, die Ableitungen bestimmen sich als:
X _ A~X X 4 a X
f(x) = sinh(X) = o =>f(x) = = = cosh(x)
X 4 ax X _ A X
f(x) = cosh(x) = = 2e =>f(x) = = = sinh(x)
X _ A~X ><+—><2_ X _ A~X)\2 ><+—><2 X _ A~X\2
(0 =tanh() = & ° =sppg= & Fe) ) (ere) [(e-e) |
e +e” (e*+e™) (e*+e™)° (e"+e7)

1 — tanh?(x).
Aus den Ableitungen ergibt sich u.a., dass die Funktionen f(x) = sinh(x) und f(x) = tanh(x)
streng monoton steigend sind (f(x) > 0).

Umkehrfunktionen

Wegen der strengen steigenden Monotonie der Funktionen f(x) = sinh(x) und f(x) = tanh(x)
(Injektivitat der Funktionen) existieren hier die Areafunktionen als Umkehrfunktionen der
beiden (bijektiven) Hyperbelfunktionen auf Definitions- und Wertebereich (Surjektivitat der
Funktionen: Dumkenrfunktion = W Funktion, W unkehrfunktion = DFunktion) VErmoge:

f_l(X) = arsinh(x) = In(x+\/ NG +1), Darsinh = R, Warsinn = R
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f(X) = tanh(X) Dtanh = R, Wtanh = ('1, l) =>
4 1 (1+x
f1(x) = artanh(x) = Eln 1= |+ Danann = (-1 1), Warann = R.

Dabei ergibt sich der Areasinus aus dem Sinus hyperbolicus nach Vertauschen der Vari-
ablen x und y und dem Auflésen der Funktionsgleichung nach y:

Yy _ a7y

y = sinh(x) -> x = sinh(y) & X = & 2x=e' -’ & 2xe¥ = -1 &

— 2
0 e -1 ¢ o = 2 J(zx) 4ELE¢ ) 2x+\/4x +4 zxﬂ;/x o
g =x+Xx*+1l=> e’ =x+/x*+1 & y:In(x+\/x2 +1).

Entsprechendes gilt fir den Tangens hyperbolicus und die Umkehrfunktion:

_ _ _e'-e? _ee-e’)_e”-1 ) .
y = tanh(x) -> x = tanh(y) & X= o re) (e +e7) ppeT & xEeV+h)=eV-1&

xe¥ +x=e? -1 x=e” —-xe” -1 @ 1+x=e? -xe® & 1+x=(1-x)e” &

X e In(1 Xj 2y & y——In(lerj

1—x

y = arsinh(x), y= arcc;sh(x), y = artanh(x)

Der Kosinus hyberbolicus f(x) = cosh(x) ist auf dem Intervall (-~; 0) monoton fallend, auf
dem Intervall (0; +«) monoton steigend (und daher insgesamt nicht injektiv). Beschrankt
man sich auf D¢esh = [0; +), S0 liegt eine streng monoton steigende Funktion mit Weesh =
[1; +) vor (Injektivitat, Surjektivitat), folglich (Bijektivitat) l&sst sich der Areacosinus als
Umkehrfunktion wie folgt bestimmen:

y+e_y
& 2x=e'+eV © 2xe¥ =¥ +1 &

y = cosh(x) -> x = cosh(y) & X= ©
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— _ 2 _
0= e? —oxe” 41 @ o = 2% (ZX) 410 2x+«/4x 2x¢2v2x 1.

e =xtx2-1=> e =x+Jx* -1 & y= In(x+\/x2——1).
Zusammenfassend ergibt sich:
f(x) = cosh(x): Dcosh = [0; +%0), Weosh = [1; +=) =>
f1(x) = arcosh(x) = In(x+\/x2——1), Darcosh = [1; %), Warcosh = [0; +).

Potenzreihen

Taylorentwicklungen mit Entwicklungsmittelpunkt xo = O fihren auf die Darstellung der Hy-
perbelfunktionen als (Taylor- und) Potenzreihen. Und zwar gilt:
2|+1

sinh(x) = ZO: @ +l)l
cosh(x) = i i N

= ﬂ: N —1)i1 2% (22| -1 2i-1 . .
tanh(x) = e Z:l:( 1) @y [B, x*'™* (mit B; als Bernoullizahlen).

Literaturhinweise: PAPULA, L., Mathematik firr Ingenieure und Naturwissenschaftler, Bd.1, Wiesbaden 2007,
S.286-293 (Hyperbelfunktionen)
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