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Produktintegration

Far eine Funktion f(x) erlangt man im Allgemeinen durch Integrieren eine Stammfunktion F(x), die abgeleitet wieder f(x) ergibt (F(x) =
f(x)). Es gilt dann mit dem unbestimmten Integral (und der Integrationskonstante C):

F(x) = [ f()dx

Produkte von Funktionen integriert man durch Produktintegration (partielle Integration). vermdge:
[ () By = () B(x) = [u(x) B (x)dx

Damit ist die Produktintegration eine ,unvollstandige” Integrationsregel (partielle Integration), da nach der (ersten) Integration wieder ein
Integral vorhanden ist, das eventuell nochmals mit Hilfe der Produktintegration zu |6sen ist (usw.).

Lineares Gleichungssystem

L&sst sich eine Funktion f(x) darstellen als Produkt aus einem Polynom (ganz rationaler Funktion) und einer nattrlichen Exponentialfunk-
tion, so kann statt mit (mehrfacher) Produktintegration auch mit einem linearen Gleichungssystem die Stammfunktion oder das unbes-
timmte Integral ermittelt werden. Wir setzen dabei eine Funktion f(x) vom Typ

f(X) = (anxn+an-1xn-1+. . .+G1X+GO)-erX

mit vorgegebenen reellen Zahlen ay, ay, ... an, r#0 voraus, die Stammfunktion F(x) ist vom selben Typ mit:
F(X) = (anxn+an-1xn_1+. . .+a1x+a0)-erx

bei zu bestimmenden ag, ai, ... an. Funktion und Stammfunktion enthalten als Faktoren Polynome vom selben Grad n, so dass n+1 a;,
i=0, ...n, zu ermitteln sind.
Dazu leiten wir die Stammfunktion F(x) geman der Produktregel ab und erhalten:

f(x) = F'(x) = (nanx" ' +(n-1)an.1x"?+...+a1)-™ + r(@anx"+an1x" '+...+a1x+ag)-€™ =

(ranX"+(Nan+ran-1)X" ' +((N-1)an1+ran2)X"2+...+(as+rag))-e™

und damit eine weitere Darstellung der Funktion f(x). Die Polynome in den beiden Funktionstermen von f(x) lassen sich vergleichen, der
Koeffizientenvergleich flhrt auf das folgende lineare Gleichungssystem:
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ran = Gn
nan+ran-1 = Gn-1
(n-1)an-1+ran.2 = dn-2

(k+1 )ak+1+rak = Ok

ai+rap = o,

einem (n+1)x(n+1)-Gleichungssystem mit eindeutiger Lésung wegen der Existenz der Stammfunktion F(x). Tabellarisch ergibt sich das
Anfangstableau des linearen Gleichungssystems:

r 00 .. o a
nr 0 .. Ola

000..1+a,

Die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems ist also in der Hauptdiagonale nur mit r besetzt, die untere Nebendiagonale mit
den Zahlen n, n-1, n-2, ... 1. Die Lésungen des Gleichungssystems lassen sich dadurch recht einfach ,von oben nach unten“ bestimmen.
Es ist:

a

n

ran = an => an =
r

a
Nan+fan-1 = Up-1 => radp-1 = Ap-1 — NAp = Up-1 — n_n =>adnp1 =" -n 2
r

ai‘l

a - a ai‘l_ ai‘l_
(N-1)an.1+ran-2 = Gn2 => rAn-2 = Gn2 — (N-1)@n-1 = G2 — (N-1) ( - —n—Sj =>anp = = —(n-D)—"=2-+n(n-1)—
r r r r

a,., a,., n— a,
(k+1 )ak+1+rak =0k =>rakg = 0x — (k+1 )ak+1 =0k — (k+1)(% _(k +2)% +---+(_1) kn(n _1)(k +2) I"n_kﬂj =>

a, a

ak{— k+1) 214 (ke +2)(k +1) L

L2 4 = (=) (=) + 2) (k1) j

—k+2
r r r r"
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a, .a \ a, a, a, .a .. a,
aAi+rdg=0p=>rag=0p— a1 =0dp — (71_2’,-_22++(_1) I’l(l’l _1) D.QF] =>4dg = (70_’,_21+2r_§++(_1) n' rn+2j ,

so dass fir die Losungen ay, a1, ay, ... a, die (implizite, explizite) L6sungsformel

ay= I a2 B *H DAy g n2 0
r r
ko (k+i)! ..

ac= Y, (-1 ék—,)t%,k=o,1,2, .. n(*%)
i=0 . r

gilt.

Beispiele: a) Die Funktion f(x) = (x?+1)-e%* mit ap

1, a; =0, ax =1, r = 2 sowie dem Grad des Polynoms n = 2 hat die Stammfunktion F(x) =
(ax®+asx+ag) - mit:

ag=ﬂ:%=o,5
r
a- D220 05l _ g5
r r 2 2
a, a, a, 1 0 1 1 1 i
= L-2-DE+22-) 2= +20—=—+— = *x
3=~ ( )r2 ( )r3 575 X 0,75 (gemaB (**)),

so dass F(x) = (0,5x?>—0,5x+0,75)-e* gilt. In der Tat ist:
F'(x) = (x-0,5)-€* + 2(0,5x*~0,5x+0,75)-e* = ((x-0,5)+2(0,5x*~0,5x+0,75))-e** = (x—0,5+x°—x+1,5)-® = (x*+1)-e® = f(X).

b) Ist f(x) = x*e™, lautet der Ansatz fiir die Stammfunktion F(x) = (asx*+asx*+a-x?+ax+ag)e™. Die a;, i=0, 1,...4, bestimmen sich auf Grund von qg = a; =
a=03=0,04=1,r=-1zu:

a, _ 1
as= T _ 4
4 r -1
_ 4 ~@B+Dha, _0-40-D) _ ,
r -1
-2+ - -
8.2:0(2 (2 1)613:0 3|] 4)='12
; -1
a = a _(1+1)a2 :0_2m_12) =-24
; -1
ag < J0 ~(0+Da, _ 0—1E1—24) = -24 (gemaR (*)),
r _
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so dass sich F(x) = (-x"—4x’~12x?—24x—24)e™ als Stammfunktion ergibt. Das Ableiten als Probe fiihrt auf:

F'(X) = (-4x°-12x°—24x—24)-e™ + (-1)(-x"—4x°—12x*—24x—24)-e™* = ((-4x°—12x*—24x—24)—(-X"—4x*~12x*—24x—24))-e* =

(-4x°—12x2—24x—24+X"*+4x°+12x2+24x+24)-e™ = x*e™ = {(X).

Integrale von Funktionen vom Typ f(x) = x"e”™

Die Funktion f(x) = x"e™, neN, soll nun integriert werden. Wegen ag = a1 = do = ... = 0.1 = 0, an = 1 ergibt sich nach (**):
= i Lk+D)! .. PR () |

ace S (- D e - g Lo g o e,
i=0 k! r k! r

D.h., esist:
1

an = -
,

" 1
an1= "N—
n-1 I"2

1
an2=n(n— 1)—3
r

ans = —n(n—1)(n- 2>ri4

usw.

Tabellarisch Iasst sich dies wie folgt zusammenfassen:

Tabelle 1:

n dg dg az deg ds dg ds ds a4 dg

0 1/r

1 1/r -1/r

2 1/r -2/ 2/r°

3 1/r -3/r° 6/r° -6/r"

4 1/r -4/ 12/r° -24/r* 24/r°

5 1/r -5/r° 20/r° -60/r* 120/r° -120/r°
6 1/r -6/r° 30/r° -120/r" 360/r° -720/r° 720/r"
7 1/r -7/ 42/r° 210" 840/r° -2520/r° 5040/r" -5040/r°
8 1/r -8/r° 56/r° -336/r" 1680/r° -6720/r° 20160/r -40320/r° 40320/r’
9 1/r -9/r° 72/r° -504/r" 3024/r -15120/r° 60480/’ -181440/° 362880/r° -362880/r"°
n dg dg ay de ds dy ds ds a4 dg
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Die Tabelle bedeutet also hinsichtlich der Stammfunktionen:

Tabelle 2:
Funktion f(x) = Stammfunktion F(x) =
Pl ler’(
r
, l[ IJ
xe™ I
r r
x’e” l(xz —gx + %}e"
r ror
x'e™ l(XB - +%x ——3]6”
r r r r
x'e”™ l[x“ L +%x2 —2—?x+2—fje"‘
r r r r r
r r r r r r
r r r r r r r
S 1(, 7 4,42 5 210 , 840 ; 2520 , 5040 5040) ,.
x'e” I At Ay s A S e XT e
r r r r r r r r
¢ 1( ¢ 8 ;.56 4 336 5 1680 , 6720 ; 20160 , 40320  40320) ,.
x’e™ —| X Tt =Xt Xt —(— X T ——X s le
r r r r r r r r r
o, 1( 6 9 4,72 ; 504 o 3024 5 15120 , 60480 ;, 181440 , 362880  362880) ,,
xe™ —| X =Xt =X T X ——x t—— - X + . 5 e
r r r r r r r r r r

Aus der vorstehenden Tabelle folgen die allgemeinen Formeln fir die Stammfunktionen von Funktionen mit Polynomen n. Grades als
Faktor:

Tabelle 3:
Funktion f(x) = Stammfunktion F(x) =
rx 1 rx
aye” —a,e
r
~ 1 a] rx
(ax+ay)e —|lax+ta,—— e
r r
. 1 2a a,  2a,) .
(@x* +ax+ay)e” 7(0'2/“2 +Ha - +a, -+ =2 je”‘
r r r r
) 1 3a 2a, | 6a. a,  2a, 6a,),
(a'SX3 + azx2 +taxta,)e” 7(0'3)53 +(a, —73)/(2 +(a, - +723)x +a, -+ 22 - 13 Je'x
r r r r r r r
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: 1 4a. 3a,  12a 2a, 6a, 24a a, 2a, 6a, 24a,),
(ax +ax’ +a,x° +ax+a,)e” f(a4x4 Ha, - (@, -2 A (o R R - S g - R R e e
r r r r r r r r r r r
. 1 Sa. 4a,  20a 3a,  12a, 60a. 2a, 6a, 24a, 120a. a, | 2a, 6a, 24a, 120a.
(ax +a,x' +ax +a,x* +ax+a,)e” f[asx“+(a4——5)x“+(a'3——4+725)x3+(a2——3+724—735)x2+(a]—72+723— D A e et
r r r r r r r r r r r r r r r r

auf Grund von:

rx rx 1 rx
J.a’oe dx=a’0_[e dx=—a,e
r

2
r r

1 1 1 1 a, )\ .
_[(alx +a,)e" dx = aljxe’xdx + a’oje”dx =aq, (7)6 —r—)e”‘ +—qe” = ;(alx +a, ——lje

3

1 2 2 1 1 1
J.(a'zx2 +ax+a,)e” dx = a'zj.xze’xdx+al‘[xe”dx+ao_[e’xdx = a'z(—x2 -— x+—j +c}'l(—x——2 je’x +—a,e” =
r r r

_[(0'3)63 +a, x> +ax+a,)e’dx = a3jx3e’xdx + azsze’xdx + a'l_[xe”dx + a'o_[e’xdx =

1 5 3 ,. 6 6 I, 2 2 1 Iy, .1 . _
a;| —x ——x +—3x—r—4 ta, ;x ——x+7 +ta|—x— e t+t—Qye” =

r r r r’ } rooor’ r
1 3 3a, ) , 2a, 64, a, 2a, 6a,) .
—|ax +a, - x“+la - t—pta, - —t+t—F——"le
r\ - r r r r r r

usw.

Produktintegration und lineare Gleichungssysteme

Die recht komplexen Formeln fir die Stammfunktionen in Tabelle 3 geben doch Anlass dazu, die Stammfunktionen unmittelbar Gber ein
lineares Gleichungssystem auszurechnen.

Beispiele: a) Zu f(x) = (x*~4x)e*™ mit: ag = 0z = 0, a; = -4, ag = 1, r = 0,5 erstellen und I6sen wir zur Bestimmung der Koeffizienten ay, a;, a,, as der
Stammfunktion F(x) = (agx®+axx*+a;x+ag)e”> ein lineares Gleichungssystem mit vier Unbekannten und vier Gleichungen nach dem GauBschen Algo-
rithmus wie folgt:
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Lineares Gleichungssystem:

+ 0.563 = 1
+ 333 + 0.532 =0
+ 262 + 0.531 =4

+ 131 + 0.530 =0
Anfangstableau:

05 0 0 0] 1
305 0 0] 0
0 205 0] -4
0 0 1050
1. Schritt: 0.5*(2) - 3*(1) /
05 0 0 0] 1
0025 0 0] -3
0 205 0] -4
0 0 105] 0
2. Schritt: 0.25%(3) - 2*(2) /
05 0 0 0] 1
0025 0 0]-3
0 00125 0] 5
0 0 105] 0
3. Schritt: 0.125*(4) - 1*(3) /
05 0 0 0 1
0025 0 0| -3
0 00.125 0| 5

0 0 0 0.0625 | -5
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:

+ 0.533 = 1
+ 0.25a; = -3
+ 0.125a; =5
+ 0.0625a;, = -5
Lésungen des linearen Gleichungssystems:
ap= -80
ar = 40
a,=-12
asz = 2

Die gesuchte Stammfunktion zu f(x) lautet also: F(x) = (2x°~12x?+40x—80)e"**.
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b) Zu f(x) = 4x3(x+1)e* = (4x*+4x%)e* ergibt sich mit dem Ansatz F(x) = (a;x*+asx*+ax*+ax+ao)e** ein lineares Gleichungssystem mit fiinf Unbekann-
ten und finf Gleichungen:

Lineares Gleichungssystem:

+ 4a, =
+ 4da, + 4a; =
+ 3as + 4a; =

+ 2a; + 4ay =

+ 1a; + 4a

O O O »~ &

Anfangstableau:
0000 ] 4
400014
340010
024010
001410

Schritt: 1%(2) - 1*(1) /
0000 |
4000 |
3400 |
0240 |

0014,
Schritt: 4%(3) - 3*(2) /

* oo o i~

4
0
0
0
0

W oooo s~ M oooo b

O O O O &
o
—
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4. Schritt: 32*(5) - 1*(4) /
40 00 0]4
04 00 0]0
0016 0 00
00 032 00

810

Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
4

+ 434

+ 4as =
+ 16a; =

+ 32ay =

+ 1284y

Lésungen des linearen Gleichungssystems:
ap= 0
ar = 0
as = 0
asz = 0
a4 = 1

o O O O

Stammfunktion ist: F(x) = x*e®.

c) Zu f(x) = (x'—x*+2x+5)e* ergibt sich mit dem Ansatz F(x) = (a,x"+aex®+asx’+asx*+asx’+ax?+a x+ao)e” ein lineares Gleichungssystem mit einer inver-
tierbaren Koeffizientenmatrix A, den Vektor der rechten Seite b> = (1 0-1 0 0 0 2 5)" und den Lésungsvektor a = (a; ag as a4 as a; a; ag)', SO dass
die folgenden Matrizenumformungen greifen:

1.0 0 0 0 0 0 0 ! 1 1 0 0 0 0 0 0 O 1 1
7 1.0 0 0 0 0 0 0 -7 1 0 0 0 0 0 0 0 -7
06 1 0 0 0 0 0 -1 2 6 1 0 0 0 0 0 -1 41

a” = A - 00 5 1 0 0 0 0 . 0 ) 210 3 -5 1 0 0 0 0 . 0 ) -205
00 0 4 1 0 0 0 0 840 -120 20 -4 1 0 0 0 0 820
00 0 0 3 1 0 0 0 2520 360 -60 12 -3 1 0 0 0 -2460
00 0 0 0 2 1 0 2 5040 -720 120 24 6 -2 1 0 2 4922
00 0 0 0 0 1 1 | 5 || 5040 720 120 24 6 2 -4 1 __ || 5 | | -a917 |

Stammfunktion ist: F(x) = (x'=7x%+41x°~205x*+820x°-2460x°+4922x-4917)e*.

—
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