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Fur eine Funktion f(x) erlangt man im Allgemeinen durch Integrieren eine Stammfunktion
F(x), die abgeleitet wieder f(x) ergibt (F(x) = f(x)). Es gilt dann mit dem unbestimmten In-
tegral (und der Integrationskonstante C):

F(X) = j f (x)dx

Produkte von Funktionen integriert man durch Produktintegration (partielle Integration).
Aus Ab- und Aufleiten leitet sich die Produktintegration her, folgt doch aus der Produktre-
gel fur das Ableiten:

(uv)'=u'v+uv'
zunéchst:

u'v = (uv)'-uv'
und weiter durch Aufleiten:

ju'v = j(uv)' —_[uv' ,

so dass sich die Regel der Produktintegration ergibt:

Iu'v: uv—juv'
oder:

Jur () m(x)ax = u(x) W(x) - j u(x) ' (x)dx

Damit ist die Produktintegration eine ,unvollstandige“ Integrationsregel (partielle Integrati-
on), da nach der (ersten) Integration wieder ein Integral vorhanden ist, das eventuell
nochmals mit Hilfe der Produktintegration zu I6sen ist (usw.).

Im Einzelnen geht man nun wie folgt vor:

Produktintegration fir Integrale

Es gilt fir zwei differenzierbare Funktionen u(x) und v(x):

[ ur () (x)dx = u(x) U(x) - j u(x) ' (x)dx .

Es gelten die folgenden Fallunterscheidung bzgl. der Produktintegration:

I. Produkt = Polynom * Exponentialfunktion: Wéhle als u’(x) die Exponentialfunktion, als v(x) das
Polynom n. Grades. Nach n-maliger Anwendung der Produktintegration ist das entsprechende
Integral vollstandig gelost.

Il. Produkt = Polynom * Sinus-/Kosinusfunktion: Wahle als u’(x) die Sinus-/Ko-sinusfunktion, als
v(x) das Polynom n. Grades. Nach n-maliger Anwendung der Produktintegration ist das entspre-
chende Integral vollstandig gelost.

lll. Produkt = Polynom * natirlicher Logarithmus: Wahle als u’'(x) das Polynom n. Grades und
V(X) =In X. Nach einmaliger Anwendung der Produktintegration ist das entsprechende Integral
vollstandig gelost.

IV. Produkt = Sinus-/Kosinusfunktion * Sinus-/Kosinusfunktion: Die Wahl von u’'(x) und v(x) ist be-
liebig. Die Integration fuhrt dadurch, dass sich Sinus- und Kosinusfunktionen beim Ab- und

Aufleiten wiederholen, wieder auf das anféngliche Integral, so dass die Integration als Gleichung
aufgefasst werden kann, die nach dem zu I6senden Integral umgeformt werden kann.
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V. Produkt = Exponentialfunktion * Sinus-/Kosinusfunktion: Die Wahl von u’(x) und v(Xx) ist beliebig.
Die Integration fuhrt dadurch, dass sich Sinus- und Kosinusfunktionen beim Ab- und Aufleiten wie-
derholen, wieder auf das anfangliche Integral, so dass die Integration als Gleichung aufgefasst
werden kann, die nach dem zu l6senden Integral umgeformt werden kann.

Anwendungen und Beispiele (gemal3 der Produktintegration fr Integrale):
a) J'xe‘xdx =x(-e™) - fl[{—e‘x)dx =-xe™” +.|'e‘xdx =—-xe*-e =—(x+De™”

mit: u'(X) =e™, u(x) =-e™*, v(x) = x, vV'(X) =1 (Regel I).

b) _[xzexdx = x%e* —IZX [&*dx = x°e* - 2_[ xe*dx =x’e* - 2[ xe* —jl@xdx] =

x’e* —2[xe* - "] = x’e* —2xe* + 2" = (x* - 2x+1)e*

mit: u'(X) =€*, u(x) =e*, v(x) =x*, V'(X) =2x (1. Produktintegration), u'(x) =e*, u(x) = e,
V(X) = X, V'(X) =1 (2. Produktintegration) (Regel 1)

c) I Xxsinxdx = x[{—cosx) — Il[ﬂ—cosx)dx = —XCOSX + jcosxdx = — XCOSX +SinX

mit: v(x)=x, u’'(x)=sinx, v'(X)=1, u(x)=-cosx (Regel II)

d) Ilnxdx:jltﬂn xdx:xlnx—_[x[-l)lzdx:xln x—jldx:xln X=X

mit: U'(X) =1, u(x) = x, v(x) =Inx, v'(x) :% (Regel 1)
e) j(x3 +2x-4)In xdx:(lx4 +x° —4x)|nx—j(1x4 +x° —4xj[—1ldx:
4 4 X

1x“+x2—4x Inx—j 1x‘°’+x3—4 dx = 1x4+x2—4x In x — ix4+£x‘°’—2x2
4 4 4 16 3
mit: u'(x) = x> +2x -4, u(x) :%x“ +x* —4x, v(x) =Inx, V'(X) :% (Regel 111

) J'sin2 xdx = J'sin X [$inxdx = —cosx [$inX —j(—cosx) [Cosxdx =

—cosx[3inx + J' cos” xdx = - cosx [$inx + J' (1-sin® x)dx = —cosx $in x + jldx — jsinz dx =
—cosx [3inx + x—J'sin2 dx = X — cosx E'Jsinx—J'sin2 dx (%)

mit: u'(X) =sinx, u(x) =-cosx, v(x) =sinx, V'(x) = cosx (Regel IV).

Die Gleichung (*) ist nach ISinz dx umzuformen. Addition mit jsinz dx ergibt:

Zj'sin2 dx = x —cosx $inx,

so dass Division durch 2 zum gewtinschten Resultat fiihrt:

X —cosx[sinXx
2

jsinz dx =

9) jex cosxdx = e* cosx — jex (=sinx)dx =e* cosx + jex sinxdx =
e* cosx+[e*sinx - I e* cosxdx] =e” cosx +e* sinx — I e* cosxdx (*)

(mit zweimaliger Produktintegration, Regel V). Umformen von (*) ergibt:
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e* cosx +e*sinx
2

2 j e* cosxdx = e* cosx+e*sinx < J'ex cosxdx =

h) j (3x—1) [tos@x)dx = (3x —1) Gl—zsin(ZX) - j 391—2sin(2x)dx =
%(3x—1) Sin(2x) —g [sin@xax :%(3x—1) BinEX) —%[ﬁ—%cos@x)} -

% (3x-1) (3in(2x) +% [osex)

1.
mit: v(x)=3x-1, u’(x)=cos(2x), v'(x)=3, u(x) = ESIn(ZX) (Produktintegration nach Regel I, umge-

kehrte Kettenregel)
. 3 — 3 1 —_ 3 1 3 —
) [x®In(a/x)dx = [ x EQIn4+§Inx)dx—jx |n4dx+§jx In xdx =

Ir]—A'x“+1 1x“lnx—jlx“El]idx :m—4x4+lx4lnx—}jx3dx:
2| 4 4 X 4 8 8

4
n4 , 1, 1, x! 1 1) x* 1
—X"+=xX"Inx-—x"=—| Ind+=Inx-= | =—| In(4VX) —=
4 8 32 4 2 8) 4 (4 8

1 1
mit: u'(X) =x3, u(x) = ZX4’ v(X) =Inx, V'(X) == (Logarithmengesetze, Produktintegration
X

nach Regel IlI)
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