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Fir eine Funktion f(x) erlangt man im Allgemeinen durch Integrieren eine Stammfunktion
F(x), die abgeleitet wieder f(x) ergibt (F*(x) = f(x)). Flr das bestimmte Integral, das u.U. mit
dem Flacheninhalt zwischen einer (nichtnegativen) Funktion f(x) und der x-Achse auf ei-
nem x-Achsen-Intervall [a; b] identifiziert werden kann, ergibt sich mit der Stammfunktion
F(x) und den Integrationsgrenzen a,beR:

[ foydx=F®b)-F(a)

Nicht immer existieren allerdings Stammfunktionen F(x) in geschlossener Form, so dass in
solch einem Fall eine naherungsweise Berechnung des bestimmten Integrals (numerische
Integration) angebracht ist. Manchmal ist zudem die ndherungsweise Berechnung schnel-
ler, als das bestimmte Integral Uber analytische Methoden der Integration (Summen-, Pro-
duktregel, Substitution, Partialbruchzerlegung u.a.) zu Iésen.

Fir die ndherungsweise Berechnung eines bestimmten Integrals ist auf die Simpsonregel
und die verkettete Simpsonregel zu verweisen. Ist f(x) eine auf einem Intervall [a; b] defi-
nierte Funktion, so soll diese im Rahmen der Simpsonregel durch eine Parabel (als ganz
rationale Funktion 2. Grades) angenahert werden. Die Parabel p(x) gehe dabei durch die
Punkte P(alf(a)) und Q(b|f(b)) an den Intervallenden sowie durch den Punkt
R((a+b)/2|f((a+b)/2)) in der Intervallmitte. Mit dem Ansatz:

p(x) = rx’ +sx+t
und mit:
pla)=ra’ +sa+t= f(a)

p(a;b):r(a;bj +s[a;bj+t=f(a;b)

p(b) =rb* +sb+t = f(b)

ergibt sich zunachst fir das Integral der Parabelfunktion:
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20 (b* +ab+a?) +3s(b +a) +61] =(b‘%a)[2rb2 +2rab+2ra® +3sb +3sa+ 6] =

_(raz +sa+1)+(ra’ +2rab+rb* +2sa+2sb +4t) + (rb* + sb + t)] =

_(ra2 +sa+1)+(r(a® +2ab+b*)+2s(a+b) +4t) + (rb* +sb+t)] =
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(ra® + sa +1) +(r(a +b)? +25(a+b) +41) + (rb* + sb+1)| =

(ra’* +sa+1)+4(r

2
(azb) +s(a;b)+t)+(rb2 +sb+t)}=

(b-a)
6

(b—a)
6

2
(ra’ +sa+t)+4(r(a;bj +s(a;Lbj+t)+(rb2 +sb+t)} =

f(a) +4f[“ b j + f(b)}

2

Verwendung fand bei der obigen Umformung die Identitat: 6.’ —a’ = (b -a)(b*> +ab+a”).
Es qilt in Naherung: f(x) = g(x) und daher:

[ roode= | oy

Nun ist:

[ o) =%(b-a){f(a) +4f(a = j+f(b)}

Man erhalt damit die Formel fir die naherungsweise Berechnung eines bestimmten Integ-
rals mit der einfachen Simpsonregel:

Simpsonregel fir Integrale

[ =é(b—a){f(a) +4f[“ 2 j+f(b)}

Intervall [a; b], Funktion f(x), N&aherungsparabel p(x) und Flachen sind dann in der nach-
stehenden Abbildung zu sehen:
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Bei der verketteten Simpsonregel wird das Intervall [a; b] wird in 2n gleichbreite Teilinter-
valle eingeteilt und auf je zwei dieser Teilintervalle die einfache Simpsonregel angewandt.
Je zwei Teilintervallen entspricht damit eine Flache, die durch eine quadratische N&he-
rungsfunktion begrenzt wird, die Aufsummierung der Teilflachen ergibt dann eine (besse-
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re) Naherung fir das Integral (die Flache zwischen Funktion und x-Achse, wenn man eine
im Positiven verlaufende Funktion f(x) voraussetzt).

Im Einzelnen haben wir:

das Intervall [a; b],
die Breite der 2n Teilintervalle h = b2—a ,
n

die Anfangs- bzw. Endpunkte der Teilintervalle xo = a, Xy =a + h, xo=a + 2h, ..., Xon =
b,
die zugehdrigen Funktionswerte yo = f(xo) = f(a), y1 = f(x1), y2 = f(x2), ... yn = f(Xn) = f(b),
Yo A *Y,

3 b

die n Teilflachen mit der Breite 2h auf je zwei Teilintervallen A, =

V) +4;’3 ty, hy .oy A = Yon-2 +4§2n—1 *+ Y2, h,
die Summierung der Teilflachen zu A = A1 + A2 + ... + Aq.
Es gilt dann bzgl. der Gesamtsumme der Teilflachen:

A =

A =20 tady +ty, h+ 22 tady; +y, 422 +4§2n—1 * Yon =

h

g[yo Ay +y, Fy, Hhy Fy, Faty, Ay, Y, ] =
h

g[yo +Ay, +2y, +4y, + 2y, +. 2y, L, +hy, L+, ]=

h
g[)’O Ay, tystoty,, D2y, ty, oty )t yZn]

Die verkettete Simpsonregel lautet daher insgesamt:

Verkettete Simpsonregel fir Integrale

jif(x)dx =

%hEﬂf(a)+4[f(a+h)+f(a+3h)+---+f(b-h)]+2[f(a+2h)+f(a+4h)+---+f(b-2h)]+f(b)]

Ein Spezialfall der einfachen Simpsonregel ist die Keplersche Fassregel fir Volumeninteg-
rale. Bekanntlich berechnet sich das Volumenintegral fir eine Funktion f(x) auf dem Inter-
vall [a; b] als:

V = af[f (0] dx

Die einfache Simpsonregel liefert in diesem Fall fiir die Funktion [f(x)]? die Naherung:

b—a
6

a+b
2

| Lf ()F dx = ﬂ{[f(a)]2+4[f( )]2+[f(b)]2}

Dies entspricht aber der Keplerschen Fassregel:
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Keplersche Fassregel fiir Volumenintegrale

2

14 :E{Aa +44,,, +Ab}
6

mit: Fasshdhe h = b-a,
unterer Fassfliche A, =71 f(a)]’,

a

+b
mittlerem Fassquerschnitt A,., = 71 ( > )7,

2

oberer Fassflache A, = 71 f (b)]’

Dabei errechnet sich die Kreisflache als A = tr® mit r als Kreisradius.

f(x)

Beispiel (Keplersche Fassregel): Die Ellipsenfunktion f(x)=0,5v1—-x> beschreibe auf dem
Intervall [-0,8; 0,8] bei Rotation um die x-Achse einen fassahnlichen Kérper mit Héhe h = 1,6 m,
maximalem Querschnittradius f(0) = 0,5 m und dem (unteren, oberen) Radius f(-0,8) = f(0,8) = 0,3
m. Das Integral berechnet sich exakt als:

08 0.8 b 0.8 T
- 2, N 3 _ ~ B
V= ﬂ_!!f(x)] dx = 277![0,5\/1 | dx = 277!0,25(1 ¥)dx _E{X ]

Es gilt also: V = 0,9886 m® = 988,6 |. Mit der Keplerschen Fassregel ergibt sich auf Grund von h =
1,6, Ags = Agg = 1-0,3% = 0,091 und A, = 11-0,5% = 0,25™:

1 3}0’8 118
T

601,18 118
= T
375

also ebenfalls der exakte Wert des Volumenintegrals, so dass die Fassregel (einfache Simpsonre-
gel) in diesem Fall sehr gut arbeitet.

V, = %[0,097” 41,2577+0,097] =
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