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Die Differenzial- und Integralrechnung kreist um den Grenzwertbegriff der Ableitung einer
differenzierbaren reellwertigen Funktion f: Ds -> R der Form y = f(x) (Ds als Definitionsbe-
reich), d.h. es gilt fir die Ableitung f'(x) an einer beliebigen Stelle xeDs:

O - _ . Ay dy _ ..
)!J[DXT—'I:(X) bZW&DW—»&—f(X)

und damit der Ubergang von den Differenzenquotienten zur Ableitung als Differenzialquo-
tient.

Integration bedeutet u.a. die Berechnung eines bestimmten Integrals von der Form:

T f (X)dx

vermoge der ldentifizierung des Integrals mit einer Flache (Flachensaldo) zwischen Funk-
tion f(x) und x-Achse eines x-y-Koordinatensystems und der folgenden Vorgehensweise:

Das Intervall [a; b] auf der reellen x-Achse (a<b; a als untere, b als obere [Intervall-] Gren-

a
ze [des bestimmten Integrals]) wird in n gleiche Stiicke der Breite AX:T unterteilt
. . d}‘a . .
(neN). Es ergeben sich n+1 x-Achsenstellen X =a+i n sowie n+1 Funktionswerte
. b-a
f(x)= f(a+| d)Tj 0<i<n. Der Ausdruck

i f (% )AX

ist eine Summe von Flacheninhalten von n Rechtecken der einheitlichen Breite Ax und der
Hohe f(x).

10y

f(x)
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VergroRert man nun n, so verkleinert sich Ax und die Summe von Rechteckflachen nahert
sich mit n -> «, Ax -> dx und f(x;) -> f(x) dem bestimmten Integral an, so dass definitions-
gemaln gilt:

n b b n
D ()AXOTET — [ £(dx bzw. [ F(x)dx=lim > f(x )Ax.
i=1 a a n=>e i=1
Dasselbe Resultat erhalt man Gbrigens, wenn statt mit Rechtecken die (An-) Naherung
durch Trapeze erfolgt, so dass
- %)+ f(x)

2

i=1

b
AXOTTT - [ f(x)dx

folgt. Das bestimmte Integral ist unabhangig von der Zerlegung des Intervalls [a; b]. Ord-
nen wir dem bestimmten Integral eine reelle Zahl A (Flache, Flachensaldo) zu, so gilt:

b
A= j f(x)dX bzw. dA= f(X)dx.
b
Aus dA = f (x)dx folgt mithin durch Integration: A=J. f (x)dx.

Behandelt man fur eine Stammfunktion F(x) zur Funktion y = f(x) den Differenzialquotien-
ten dF/dx = F'(x) = f(x) wie einen Bruch, so ergibt sich der Hauptsatz der Differenzial- und
Integralrechnung aus der Identit&t:

dF
Rl
o (x)

durch Kulrzen von dx:
b b dF b
[ f(9dx=[=—dx=[dF = F(b) - F(a)
a a dX a

und damit auch die Rechenvorschrift fir bestimmte Integrale, wonach in die Stammfunkti-
on die obere und untere Grenze des bestimmten Integrals einzusetzen und die Differenz
der Werte zu berechnen ist:

[ f9dx=[F(]: =F(b)-F(a).

Das bis hierher Erarbeitete soll auf weitere bestimmte Integrale angewendet werden:

a) Die Bogenlange einer Funktion y = f(x) auf einem Intervall [a; b] folgt aus der Zerlegung
des Intervalls in n (gleiche) Teile, den Funktionspunkten Pi(xj|f(x;)) und den Abstanden

zwischen den Funktionspunkten s :\/(xi+1—xi )2+(f(>q+1)— f()g))2 gemall dem Satz

des Pythagoras mit: s* = (Ax)?+( Ay)? (0<i<n bzw. 0<isn-1). Der Ubergang mit n -> « zum
Infinitesimalen flihrt auf:

ds = y/(dx)* +(dy)’

Michael Buhlmann, Mathematik > Analysis > Bestimmtes Integral 2



weiter auf:

ds = /(c)? + (dy)? = \/(dx)z(h 832] - dx {1{%}2] = JIe (7 00) o

X

und damit nach Integration auf:

S:Jb'q/1+(f'(x))2dx,

a

die Formel fur die Bogenlange.

b) Das Volumenintegral, das entsteht, wenn die Funktion y = f(x) auf dem Intervall [a; b]
um die x-Achse rotiert, errechnet sich bei Zerlegung des Intervalls in n (gleiche) Teile und

71
mit der Volumenformel fir den Kegelstumpf V =§h((r12 +rr, + r22) im Teilintervall [x;; Xi+1],

also mit:
= 2T 00+ £ T 06,) + (T (6.2)°)

(Ax als Hohe, f(xy), f(xi+1) als Radien des Kegelstumpfs) (0<isn-1) durch den Ubergang mit
n->  als:

dV = Za{(F () + T 100+ (F(x)*)= T BT (1) = 7(f (%)’ ix,

so dass Integration ergibt:

Y, :ni(f(x))zdx.

c) Das Mantelflachenintegral, das entsteht, wenn die Funktion y = f(x) auf dem Intervall
[a; b] um die x-Achse rotiert, bestimmt sich mit der Ublichen Zerlegung des Intervalls in n

(gleiche) Teile und der Formel fir die Mantelflache eines Kegelstumpfs M = 77(r1 +r2)s
zunéchst als:

M, = 7(f (%) + f (%..))s

(f(x), f(xi+1) als Radien, s; als Mantellinie des Kegelstumpfs), 0<isn-1. Nach dem Satz des

Pythagoras berechnet sich s; als: S :\/(xi+1 = X; )2 +(f (X,1) — f(xi))2 . Der infinitesimale
Ubergang mit n -> « fiihrt dann auf:

dM = 77(f (X) + f (x))ds = 27F (x)ds = 27F (x) 3/ (dx)? + (cly)?

und weiter (wie beim Bogenlangenintegral):

dM = 27 (x) G/ (dx)? + (dy)? = 27 (x) G/1+ (' (x))?dx.

Integration ergibt:
b
M = 27] f(x) Q1+ (F'()) dx.
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Literaturhinweise: dtv-Atlas Schulmathematik, v. F. REINHARDT (= dtv 3099), Minchen 32003, S.136-147
(Integration); PAPULA, L., Mathematik fir Ingenieure und Naturwissenschaftler, Bd.1, Wiesbaden 2007,
S.398-401, 414ff, 481-492 (Integration)
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