Michael Buhlmann

Mathematik > Analysis > Symmetrie von Funktionen

Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung des Koordinatensystems

Reellwertige Funktionen f: Ds -> R lassen sich vermoége x -> f(x) =y, xeDs, yeWs (Ds = Defi-
nitionsbereich, W; = Wertebereich) als Kurve von Punkten (x]y) in einem kartesischen x-y-
Koordinatensysten darstellen (Graph der Funktion).

Eine Funktion f: D -> R heiBBt dann achsensymmetrisch zur y-Achse des Koordinatensys-
tems (y-achsensymmetrisch, gerade), wenn

f(-x) = f(x) fur alle xeDy
gilt. Sie heiBt punktsymmetrisch zum Ursprung O(0|0) des Koordinatensystems (O-punkt-
symmetrisch, ungerade), wenn

f(-x) = -f(x) fur alle xeDs
gilt.
Beispiele:
a) f(x) = 0,1x*-2x?+5 (y-achsensymmetrisch) b) f(x) = -0,5x° + 4x (O-punktsymmetrisch)

i

c) Fir die ganz rationale Funktion f(x) = 0,1x*—2x?+5 lasst sich die y-Achsensymmetrie wie folgt
nachweisen:

f(-x) = 0,1(-x)*-2(-x)?+5 = 0,1x*-2x2+5 = f(x)
(Minuszeichen in den Basen von Potenzen fallen bei geraden Hochzahlen [0, 2, 4] weg).

d) Die gebrochen rationale Funktion £ (x) :x—Q ist ungerade. Die Punktsymmetrie der Funktion
X

zum Koordinatenursprung ergibt sich aus:
10 10 10
f(_X)Z(_X)_—( Z—x+—=—(x——xj:—f(x)

-X) X

(Minuszeichen in den Basen von Potenzen bleiben bei ungeraden Hochzahlen [-1, 1] erhalten).

Folgerungen
Die obigen Beispiele geben Anlass zu folgenden Feststellungen:
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a) Eine ganz rationale Funktion mit Potenzen von geraden Hochzahlen (0, 2, 4, ...) ist y-
achsensymmetrisch.

b) Eine ganz rationale Funktion mit Potenzen von ungeraden Hochzahlen (1, 3, 5, ...) ist
O-punktsymmetrisch.

c) Fir ganz rationale Funktionen mit Potenzen gleichzeitig von geraden und ungeraden
Hochzahlen ist keine Symmetrie erkennbar.

d) Eine Funktion als Summe von Vielfachen von Potenzen mit (auch negativen) geraden
Exponenten (..., -4, -2, 0, 2, 4, ...) ist y-achsensymmetrisch.

e) Eine Funktion als Summe von Vielfachen von Potenzen mit (auch negativen) ungera-
den Exponenten (..., -3, -1, 1, 3, 5, ...) ist O-punktsymmetrisch.

Die Feststellungen ergeben sich aus dem folgenden Satz:

a) Vielfache und Summen von y-achsensymmetrischen Funktionen sind y-
achsensymmetrisch.

b) Vielfache und Summen von O-punktsymmetrischen Funktionen sind O-
punktsymmetrisch.

c) Gemischte Summen aus achsensymmetrischen und punktsymmetrischen Funktionen
sind weder y-achsensymmetrisch noch O-punktsymmetrisch.

u(
Dann gilt far die Vielfachenfunktion f(x) = c-u(x): f(-x) = c-u(-x) = ¢(-u(x)) = -c-u(x) = -
Punktsymmetrie, und fir die Summenfunktion f(x) = u(x) + v(x): f(-x) = u(-x) + v(-x)
[u(x) + v(x)] = -f(x) , also O-Punktsymmetrie.

Weiter gilt fir zwei Funktionen u(x) und v(x) und deren Produkt f(x) = u(x)-v(x) bzw. Quo-
tient f(x) = u(x)/v(x) der Satz:

a) u(x) y-achsensymmetrisch, v(x) y-achsensymmetrisch => f(x) y-achsensymmetrisch

b) u(x) O-punktsymmetrisch, v(x) y-achsensymmetrisch => f(x) O-punktsymmetrisch

c) u(x) y-achsensymmetrisch, v(x) O-punktsymmetrisch => f(x) O-punktsymmetrisch

d) u(x) O-punktsymmetrisch, v(x) O-punktsymmetrisch => f(x) y-achsensymmetrisch
Beweis von d): Es seien u(x), v(x) O-punkitsymmetrische Funktionen mit u(-x) = -u(x), v(-x) = -v(x).
Dann gilt far das Produkt f(x) = u(x)-v(x): f(-x) = u(-x)-v(-x) = (-u(x))-(-v(x)) = u(x)-v(x) = f(x), also y-
Achsensymmetrie. Gleiches ergibt sich fir den Quotienten f(x) = u(x)/v(x): f(-x) = u(-x)/v(-x) =

(-u())/(-v(x)) = ux)/v(x) = £(x).

Das durch die obigen mathematischen GesetzmaBigkeiten formulierte Konzept der Ermitt-
lung von Achsen- und Punktsymmetrie l&sst sich damit auf Produkte von ganz rationalen
Funktionen und auf gebrochen rationale Funktionen, also auf Briiche von ganz rationalen
Funktionen Ubertragen. Bei gebrochen rationalen Funktionen ist auf die ,Symmetrie* des
maximalen Definitionsbereichs zu achten.

Beispiele:

a) f(x) = 10x%/(1+x?) (y-achsensymmetrisch bei y- b) f(x) = (x*+4)/x (O-punktsymmetrisch bei y-
achsensymmetrischen Zahler 10x° und Nenner  achsensymmetrischen Zahler x*+4, O-punkt-
1+x%) symmetrischen Nenner x)

——

c) Es gilt: f(x) = (x+1)/(x+1) = 1 ist nicht symmetrisch bzgl. des maximalen Definitionsbereichs

Michael Buhimann, Mathematik > Analysis > Symmetrie von Funktionen 2



D¢ = R\{-1} (nicht symmetrische Definitionsmenge).

Far trigonometrische Funktionen gilt:

a) Die Sinusfunktion f(x) = sin(x) ist O-punktsymmetrisch.

b) Die Kosinusfunktion f(x) = cos(x) ist y-achsensymmetrisch.
c) Die Tangensfunktion f(x) = tan(x) ist O-punktsymmetrisch.

Die Exponentialfunktion f(x) = e* ist selbst nicht symmetrisch, jedoch sind Exponentialfunk-
tionen mit y-achsensymmetrischen Exponenten y-achsensymmetrisch und gewisse Sum-
men von Exponentialfunktionen wie f(x) = €* + e™ y-achsensymmetrisch oder wie
f(x) = & — e™ O-punktsymmetrisch.

Es gelten noch die mathematischen Aussagen:

a) Far jede Funktion w(x) ist die Funktion f(x) = w(x) + w(-x) symmetrisch zur y-Achse des
Koordinatensystems.

b) Fir jede Funktion w(x) ist die Funktion f(x) = w(x) — w(-x) symmetrisch zum Ursprung O
des Koordinatensystems.

Beweis von a): Mit f(x) = w(x) + w(-x) gilt: f(-x) = w(-x) + W(-(-X)) = w(-x) + W(x) = w(X) + w(-X) = f(x),
also die y-Achsensymmetrie von f(x).

Beweis von b): Mit f(x) = w(x) — w(-x) gilt: f(-x) = w(-X) — w(-(-X)) = W(-X) — W(X) = -W(X) + W(-X) =
-(w(x) — w(-x)) = -f(x), also die O-Punktsymmetrie von f(x).

Daher lasst sich jede Funktion f(x) in eindeutiger Weise in einen geraden und ungeraden
Anteil f4(x) und fy(x) aufteilen gemas:

fg(x>=w, (0=

FOZIED o p= 1,00+ £,
Fir Funktionen f(x) = u(v(x)), die aus einer Hintereinanderschaltung von Funktionen ent-
stehen, gilt noch:

a) u(x) beliebig, v(x) y-achsensymmetrisch => f(x) = u(v(x)) y-achsensymmetrisch

b) u(x), v(x) O-punktsymmetrisch => f(x) = u(v(x)) O-punktsymmetrisch

Differentiation und Integration symmetrischer Funktionen

Symmetrieeigenschaften von Funktionen spielen auch bei Ab- und Aufleitungen eine Rol-
le. Es gilt der Satz:
a) Die Ableitung f'(x) einer y-achsensymmetrischen Funktion f(x) ist O-punkitsymmetrisch.
b) Die Ableitung f'(x) einer O-punktsymmetrischen Funktion f(x) ist y-achsensymmetrisch.
Beweis von a): Es ist wegen der vorausgesetzten y-Achsensymmetrie der Funktion f(x): f(-x) = f(x).
Dann gilt hinsichtlich der Ableitung auch nach der Kettenregel

f(x) -> f(x), f(-x) -> (f(-x))" = F(-x)-(-1) = -F(-x) => -F(-x) = F(x) => F(-x) = -F(x),
d.h.: die Ableitungsfunktion f‘(x) ist O-punktsymmetrisch.

Beweis von b): Es ist wegen der vorausgesetzten O-Punktsymmetrie der Funktion f(x): f(-x) = -f(x).
Dann gilt hinsichtlich der Ableitung auch nach der Kettenregel

-f(x) -> -f(x), f(-x) -> (f(-x))* = f*(-x)-(-1) = -f(-x) => -f(-x) = -f*(X) => f(-x) = f(x),
d.h.: die Ableitungsfunktion f‘(x) ist y-achsensymmetrisch.

Erganzt wird der eben dargelegte Sachverhalt noch durch den Satz:

a) Fur eine O-punktsymmetrische Funktion f(x) ist jede Stammfunktion F(x) y-achsen-
symmetrisch.

b) Fir eine y-achsensymmetrische Funktion f(x) existiert es eine O-punkisymmetrische
Stammfunktion mit F(0) = 0.

Hinweis zu b): Die Existenz einer Stammfunktion F(x) durch den Koordinatenursprung ist gesi-

chert, wenn man die Stammfunktion als Integralfunktion F(x) :If(t)dt definiert.
0
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Beispiel:
Zur y-achsensymmetrischen Funktion f(x) = x?cos(x) ergibt sich:
F(x) (mit F(0)=0, O-punktsymmetrisch):

f(x) = x°cos(x) (y-achsensymmetrisch):

f(x) (O-punktsymmetrisch):

f“(x) (y-achsensymmetrisch):
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Kurvendiskussion

Allgemein gilt fir die Kurvendiskussion/Funktionsuntersuchung einer reellwertigen Funkiti-
on f(x) die folgende Vorgehensweise:

Zentrale Punkte der Kurvendiskussion

Funktion: f(x)

I. Ableitungen: f(x), (), F(x)

[I. Nullstellen (Anzahl maximal n; Gleichung f(x) = 0 I6sen):
f(x) = 0 -> x4, Xz, ... -> N(x1]0), N(x2|0), ... (Nullstellen mit gerader Vielfachheit als Hoch-/Tiefpunkte ohne
Vorzeichenwechsel; Nullstellen mit ungerader Vielfachheit mit Vorzeichenwechsel)

[ll. Hochpunkte, Tiefpunkte (Anzahl maximal n-1; Gleichung f(x) = 0 I6sen, Ldsungen in f*(x) einsetzen):
a) f'(x) = 0 -> x4, Xo, ...
b) f(x1) < 0 -> H(x4|f(x1)) oder f“(x1) > 0 -> T(x4]f(x1)); f“(x2) < 0 -> H(xoJf(x2)) oder f“(x2) > 0 -> T(Xo[f(X2)); ...

IV. Wendepunkte (Anzahl maximal n-2; Gleichung f“(x) = 0 I6sen, Lésungen in f*/(x) einsetzen):
a) f'(x) = 0 -> x4, Xo, ...
b) f(x1) # 0 -> W(x4[f(x1)); f*'(x2) # 0 -> W(X[f(x2)); ...

IVa. Sattelpunkte xq liegen vor, wenn (nach lll. und 1V.) gilt:
f'(Xo) = 0, (Xo) = 0, *'(Xo) # 0 -> S(Xo|f(x0))

V. Symmetrie:

a) Achsensymmetrie (zur y-Achse): f(-x) = f(x)

b) Punktsymmetrie (zum Ursprung): f(-x) = -f(x)

c) f(x) achsensymmetrisch -> f'(x) punktsymmetrisch -> f“(x) achsensymmetrisch usw.
f(x) punktsymmetrisch -> f/(x) achsensymmetrisch -> f*(x) punktsymmetrisch usw.

Kurvendiskussion ganz rationaler Funktionen

Die Kurvendiskussion geréat also einfacher, weil auf Grund von y-Achsensymmetrie oder
O-Punktsymmetrie der Funktion bzw. von deren Ableitungen gilt:

a) f(x) y-achsensymmetrisch => f(-x) = f(x), f'(-x) = -f'(x), f“(-x) = f“(x)

b) f(x) O-punktsymmetrisch => f(-x) = -f(x), f'(-x) = f'(x), f“(-x) = -f*(x)

c) f(x) y-achsensymmetrisch => Nullstellen bei N(xxn|0), Extrempunkte als Hochpunkte
bzw. Tiefpunkte H/T(£xg|f(xg)), Extrempunkt H/T(0|f(0)), Wendepunkte bei W (xw|f(xw))

d) f(x) O-punktsymmetrisch => Nullstellen bei N(xn|0), Extrempunkte als Hochpunkt
H(xe|f(xe)) bzw. Tiefpunkt T(-xg|-f(xe)), Wendepunkte bei W (txw|+f(xw))

Bestimmungsaufgaben fir ganz rationale Funktionen

Im Rahmen von Bestimmungsaufgaben flr ganz rationale Funktionen werden die Koeffi-
zienten des gesuchten Funktionsterms auf Grund gegebener Eigenschaften der Funktion
ermittelt. Hierbei spielt auch die Symmetrie der zu bestimmenden Funktion f(x) eine Rolle
geman der Vorgehensweise:

Funktion 2. Grades Funktion 3. Grades Funktion 4. Grades
(Symmetrie zur y-Achse) (Symmetrie zum Ursprung) (Symmetrie zur y-Achse)
(f(x) = f(x)) (f(-x) = -f(x)) (f(-x) = f(x))
f(x)=ax*+c f(x)=ax’ +cx f(x)=ax* +cx* +e
Sf1(x) =2ax f'(x)=3ax*> +c¢ £'(x) =4ax’ +2cx

S (x) =6ax f"'(x)=12ax* +2c
2 Unbekannte a, c-> 2 Unbekannte a, ¢ -> 3 Unbekannte a, c, e ->
2 Funktionseigenschaften -> 2 Funktionseigenschaften -> 3 Funktionseigenschaften ->
2 Gleichungen 2 Gleichungen 3 Gleichungen

Lineare Gleichungen vom Typ:

f(x1)=ax12+c=y1 f(xl)zax13+cx1=y1 f(x1)=axl4+cxl2+e=y1
f'(x,)=2ax, =y, f'(x,)=3ax; +c=y, f'(x,) =dax; +2cx, =,

f''(xy) =6ax, =y, f“(x3):12ax32+2c:y3

flr bestimmte x- und y-Werte

Aufstellen des linearen Gleichungssystems:
Gleichungen mit Unbekannten a, ¢, ... geman den Funktionseigenschaften:
Punkt P(xi]y1): f(x1) = y1
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Nullstelle xq bzw. N(xq|0): f(xg) =0

Ursprung O(0]0) als Funktionspunkt: f(0) = 0

y-Achsenabschnittspunkt S,(0]yo):  f(0) = yo

Schnittstelle x; mit Funktion g(x):  f(x1) = g(x4)

Steigung m in x4: f(xy) =m

BerUhrpunkt x; mit der x-Achse: f(x4) =0, f(x7) =0

Ursprung O(0]0) als Berlihrpunkt:  f(0) =0, f(0) =0

Tangente y = mx+c in x;: f(X4) = y(x1) = mxy+c, f(x1) =m

Normale y = mx+c in X;: f(X4) = y(x1) = mxy+c, f'(x4) =-1/m
BerUhrpunkt x; mit Funktion g(x):  f(xq) = g(x1), f'(X1) = 9‘(x1)

Hoch-/Tiefpunkt xg: fi(xg) =0

Hoch-/Tiefpunkt H/T (xg|ye): f(Xg) = ¥, f'(xg) =0

Krimmung Kk in x4: f“(x4) = k

Wendepunkt xy: f“(xw) =0

Wendepunkt W (xw|yw): f(xw) = yw, f“(xw) =0

Wendetangente y = mx+c in Xy: f(xw) = y(xw) = mxw+c, f'(xw) = m, f“(xw) =0
Wendenormale y = mx+c in Xy: f(xw) = y(xw) = mxw+c, f'(xw) = -1/m, f“(xw) =0
Sattelpunkt xs: fi(xs) =0, f“(xg) =0

Sattelpunkt S(xs|ys):: f(xs) = ys, f'(Xs) =0, f“(xg) = 0

Lésen des linearen Gleichungssystems (etwa mit dem Gauf3-Algorithmus) -> Errechnung der Unbekannten
a,C,...>

Aufstellen der Funktionsgleichung:
f(x)=ax>+c |f(x)=ax3+cx ‘f(x)=ax4+cx2+e

Bestimmungsaufgabe fiir symmetrische ganz rationale Funktionen (2.-4. Grades)

Verallgemeinerung des Symmetriebeqriffs

Der bisherige Symmetriebegriff wird nun verallgemeinert. Es ergeben sich die Definitionen:
Eine Funktion f: D -> R heif3t achsensymmetrisch zur (senkrechten) Achse x = xp, wenn
f(xo-x) = f(xo+x) fUr alle xeDs
gilt. Sie heif3t punktsymmetrisch zum Punkt Z(xo|yo), wenn
J(xy +x)+ fx, —x)

Yo — f(Xo-X) = f(Xo+Xx) — yo bzw. =y, far alle xeDs

2
gilt.
Beispiele:
a) f(x) = 5-cos(x-1) + 3 (achsensymmetrisch  b) f(x) = e® — e® — 3 (punktsymmetrisch zum Punkt
zur Geraden x = 1) Z(0]-3))
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Hinsichtlich trigopnometrischer Funktionen ergibt sich dann:

a) Die Sinusfunktion f(x) = sin(x) ist punktsymmetrisch zu jeder ihrer Nullstellen (Wende-
punkte) N(k1|0), keZ, und achsensymmetrisch zu jeder Achse x = (2k+1)11/2, , keZ.

b) Die Kosinusfunktion f(x) = cos(x) ist achsensymmetrisch zu jeder Achse x = kir, keZ,
und punktsymmetrisch zu jeder ihrer Nullstellen (Wendepunkte) N((2k+1)11/2|0), keZ.

Beispiele:

a) Die Sinusfunktion f(x) = 4-sin(x) — 3, entstanden aus der Sinuskurve y = sin(x) durch Streckung
entlang der y-Achse um den Faktor 4 und durch Verschiebung entlang der y-Achse um 3 nach
unten, ist u.a. punktsymmetrisch zum Punkt Z(1|-3), denn es gilt mit Hilfe der Periodizitat der Si-
nusfunktion (Periode p = 21m):
-3 — f(11-X) = -3 — [4'sin(11-X)—3] = -3 — [-4'sin(-TT+X)—3] = -3 — [-4'sin(1TT+x)-3] =
-3 + 4-sin(1m+x) +3 = [4-sin(1TT+x)—-3] + 3 = f(1TT+x) — (-3)
b) Die Parabel f(x) = x* — 4x +5 ist symmetrisch zur Achse x = 2, auf der der Scheitelpunkt der Pa-
rabel S(2|1) liegt. Denn:
f(2-X) = (2-X)° —4(2-X) + 5= 4-4x+x* =8 + 4x + 5= x" + 1
f(24x) = (2+X)2 — 4(2+X) + 5 = 4+4x+x° =8 —4x + 5=x + 1,
woraus f(2-x) = f(2+x) und damit Achsensymmetrie folgt.

Allgemein ergibt sich hinsichtlich ganz rationaler Funktionen:

a) Eine Parabel 2. Grades f(x) = a(x-d)? + ¢ (Scheitelform) mit Scheitelpunkt S(d|c) ist ach-
sensymmetrisch zur Achse x = d.

b) Eine ganz rationale Funktion 3. Grades f(x) = ax® + bx? + cx + d ist punktsymmetrisch
zum Wendepunkt W(-b/(3a)|f(-b/(3a))).

Hinweis zu b): Bekanntlich errechnet sich der Wendepunkt von f(x) = ax®> + bx* + cx + d mit den
Ableitungen: f(x) = 3ax? + 2bx + ¢, f“(x) = 6ax + 2b, f*/(x) = 6 und wegen: f(x) =0 < 6ax + 2b =0
& Bax = -2b < x = -b/(3a) mit f“(-b/(3a)) = 6 # 0.

Weiter gilt der Satz fir Taylorpolynome:

a) Ganz rationale Funktionen n. Grades f(x) sind achsensymmetrisch zur Achse y = a,
wenn es ein Taylorpolynom T,(x) = f(x) gibt, dessen Summanden (x-a)* nur gerade Hoch-
zahlen besitzt.

b) Ganz rationale Funktionen n. Grades f(x) sind punktsymmetrisch zum Symmetriepunkt
Z(Xolyo), wenn es ein Taylorpolynom T,(x) = f(x) gibt, so dass der Term T.(x) — yo nur
Summanden (x- Xo)* mit ungeraden Hochzahlen besitzt.

Zu einer beliebig oft differenzierbaren Funktion f: Dy -> R mit y = f(x) und einem sog. Entwick-
lungsmittelpunkt xeD; bilden die Taylorpolynome Naherungen an die Funktion f(x) in einer Umge-
bung um x,. Das Taylorpolynom n. Ordnung T,(x) (n=0, 1, 2, ...) ist von der Form:

" (n)
Tn(x):f(x0)+f‘(xo)(x_xo)+f ;xo) f n(‘xo)

mit: kl = 1-2-...°k, 0l =1 (11 = 1, 21 = 2, 3! = 6, 4! = 24). Das Taylorpolynom T,(x) ist mit der ganz
rationalen Funktion n. Grades f(x) identisch (Horner-Schema).

Beispiel:

Die Parabel 3. Grades f(x) = x* + 3x* — 1 ist punktsymmetrisch zu Z(-1|1). Das Taylorpolynom 3.
Grades Ts(x) bestimmt sich namlich als: Ts(x) = (x+1)° — 3(x+1) +1, so dass f(x) =
X2+ 3x% =1 = (x+1)° = 3(x+1) +1 = T3(x) gilt und der Term Tg(x) — 1 = (x+1)* = 3(x+1) nur Summan-
den mit ungeraden Exponenten enthélt, also punktsymmetrisch zum Ursprung ist (vgl. damit die
Funktion y = x*>-3x und deren Verschiebung um 1 nach links und um 1 nach oben). Nach dem
oben Gesagten muss das Symmetriezentrum Z mit dem Wendepunkt W der ganz rationalen Funk-
tion 3. Grades Ubereinstimmen. In der Tat ist mit f{(x) = 3x* + 6x, f*(x) = 6x + 6, f*“/(x) = 6: f“(x) = 0
< 6Xx+6=0® 6x=-6< x=-1undweiter: f“(-1) = 0, f“(-1) =6 £ 0, f(-1) = (-1)* + 3(-1)* =1 =1,
so dass bei W(-1|1) = Z(-1|1) der Wendepunkt der Funktion vorliegt.

()c—xo)2 +..+

(x—x,)"
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