Michael Buhlmann

Mathematik-Formelsammlung

> Analysis

> Wachstum

> Wachstum (mit Exponentialfunktionen)

Die Modellierung von Wachstumsprozessen geschieht in der Mathematik haufig tGber die natirliche

Exponentialfunktion y = ' (e = Eulersche Zahl; t meist fir die Zeitachse, t=0, reell). y = f(t) gibt den
reellen Wert (Bestand) einer mathematischen Grof3e zum (Zeit-) Punkt t an. Die Ableitung f'(t) steht

fur die Anderungsrate.

Exponentielles Wachstum

Exponentielles Wachstum (stetig, differenzierbar)
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Differenzialgleichung f'(t) =k f(t) k Proportionalitatsfaktor
Wachstumsfunktion f(t)= ce" k>0: Wachstum k<0: Zerfall
Anderungsrate f'(t) = cke"
Anfangswert f(0)=c
Verdopplungszeit T = In2 oo In2
Halbwertszeit Vi H Kk
K= In2 K=" In2
TV TH
Auswertung Yo = T (t,) Yo = ce'® Yo Bestand
Y, = F(to) Y, = cke'® y1 Bestandséanderung
In Yo
f(t,) =Y, (= ¢C t, Zeit 0.a.
0
k
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Inﬁ
f't) =y, f =_Ck t, Zeit 0.a.
=K
k
| -1
Bestimmung c=1(0) f(t,) =Y, k = w
0
ft)=w Iny, —Iny, y
t , (t k=—2t 72 - N
(talys), (t2ly2) f (tz) =y, t -t c o
Basiswechsel f(t)=ca' — f(t)= ceXt k=Ina

Exponentielles Wachstum (stetig, differenzierbar)

Exponentielles Wachstum (diskret)

Wachstumsfunktion | B(n+1) =k [B(n) ke>1: Wachstum O<k.<1: Zerfall
Anfangswert B(O)=a
Auswertung B(@) =ak, B(2) = ak?
iterativ B(n) =ak;
explizit B(n) = ae"" k=Ink,
. _ _B(n+) B(n+ p)
a=B(0 = k. =
Bestimmung ) B(n) . B
(n1lay), (nzlaz) =
2, (el B(n) =4, = [B(n,) Q= 5(21)
p=nz—ny B(n,) =&, B(n,) K,
n,ng, N, peN
Exponentielles Wachstum (diskret)
Exponentielles Wachstum (diskret)
Wachstumsfunktion B(n+1) =B(n) +k*[B(n) kzz(?(*\i\gaczh::fiw
Anfangswert B0O)=a
Auswertung B@) =a@l+k*) B(2) =a(l+k*)?
iterativ B(n) =al+k*)" B(n) =ak; k, =1+k*
explizit B(n) = ae" k =In(1+k*) k=Ink,
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Bestimmung a=B(0) . B(Bn(:)l) ke = 1"/%
(n1ay), (n2]az) B(n)=a B(n,) _ B(n)
N, <n, e = a=—L
e B(n,) =a, B(n,) k"
k*=k_ -1

n,ng, N, peN

Exponentielles Wachstum (diskret)

Beschranktes Wachstum

Beschréanktes Wachstum (stetig, differenzierbar)
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k Proportionalitatsfaktor

Differenzialgleichung | f'(t) =k[(S— f (1)) k>0 S Schranke
Wachstumsfunktion f(t)=S-ce™
Anderungsrate f'(t) =cke™
e . f(O):a c=S-a S=a+c¢c
nfangswer £(0)=S—c c=S—1(0) S=f(0)+c
f(0)=0 _ _ _ -kt
2=0 c=S ft)=SAL-e™)
Auswertung Yo = T (t,) Yo =S- ce o Yo Bestand
y, = F(to) y, = cke™® y: Bestandsanderung
In S_ yO
f(t,) =Y, i c t, Zeit 0.a.
° k
: Inﬁ
f't) =w (o ck t, Zeit 0.a.
1
k
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Bestimmung c=S-1(0) f(t) - S (t->0)
f(ty) = Yo S=y,+ce™ C=(S-Y,)e"
|nﬂ
k=-—2F
tO
f (tl) =Y Iny, —Iny, Y
k=—Z22 “Z2 N1
(taly), (taly2) f (tz) =y, t, —t, ¢ ekt

Beschréanktes Wachstum (stetig, differenzierbar)

Beschréanktes Wachstum (diskret)

Wachstumsfunktion B(n+1) =B(n)+k, [(S—B(n)) O<kp<1
Anfangswert B(0)=a
B@ =B(0) +k,(S-B(0)
Auswertung B(l) — a4 ka(S— a)
iterativ B(2) =B(@) +k,(S-B(@))
explizit B(n)=S-ce™ k=-In-k,)
S= B(l)—B(O)+B(O) K=—In S-B@)
K, S-B(0)
c=S-B(0) c=S-a
Bestimmung a=B(0) S= w +B(0)
 _BO-BQO)
® S-B(0)
B(0) = BO-kS (i)—_kkbs

S= B(n+1) - B(n)
K = B(n+1) - B(n)
i S-B(n)
B(n+1) -k,S
1-k,

+ B(n)

B(n) =

neN

Beschranktes Wachstum (diskret)
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Logistisches Wachstum

Logistisches Wachstum (stetig, differenzierbar)
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k Proportionalitatsfaktor
1
0<k|SE
Differenzialgleichung f'@)=kLf{)[(S-T(1) S Schra;ke
S>a
Anfangswert
a>0
aS
Wachstumsfunktion f(t) =
® a+(S—-a)e™
Anderungsrate "(t) = as” kS -ale™
’ (a+[S-ale™)?
Anfangswert f(0)=a c=S-a S=a+c
Auswertung Yo = f(t,) Yo =S- ce o Yo Bestand
Y, = F(t)
_alB? k[S-aJe ¥ y; Bestandsanderung
b (at+[S-ale™)?
| a(S_ yO)
f(t,) =Y, { = Yo (S—a) ty Zeit 0.a.
° S
Bestimmung a=f1(0) a=S-c f(t) - S (t->0)
a(S_ yo) - St
In———= Sy,e
flt)=y __ Yo(S-a) |a=- o
0 0 k=- OSO S_yo+yoe S

Logistisches Wachstum (stetig, differenzierbar)
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Logistisches Wachstum (diskret)

Wachstumsfunktion B(n+1) =B(n) +k [B(n)[(S—-B(n)) 0<k|5é
Anfangswert B()=a a>0
B(M) =B(0) +k B(0)(S-B(0))
Auswertung B()=a+ k| a(S-a)
iterativ B(2) =B@ +k B@Q(S-B())
- _ asS
explizit B(n) = ar(S—a)e ™
_ __, BO)(S-B@)
c=57a ~"B(s-BO)
B(@-B(
Bestimmung a=B(0) S= % +B(0)
_ BO)-BO)
' B(O)(S-B(0)
B(0) =L . S_V@+kS)’-4kBQ
2k 2 2k,
neN

Logistisches Wachstum (diskret)
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