Michael Buhlmann

Mathematik > Analysis > Zusammenfassung

Funktionen

Funktionen sind Abbildungen f: D; -> R von reellen Zahlen in reelle Zahlen, d.h.: sie ordnen vermoge einer
Zuordnung x -> f(x) = y (Funktionsterm) jedem reellen x des (maximalen) Definitionsbereichs D; genau ein
reelles y des Wertebereichs W; zu. Funktionen kénnen vervielfacht, addiert, subtrahiert, multipliziert, divi-
diert, potenziert, verknipft werden, d.h. es gilt: r-f(x), f(x)+g(x), f(x)-g(x), f(x)-g(x), f(x)/g(x), f(x)g(x) und g(f(x))
sind regulare Funktionsterme. Funktionen erscheinen in der Analysis als ganz und gebrochen rationale
Funktionen, Exponential- und trigonometrische Funktionen.

Gerade: y =mx+cC

Allgemeine Parabel: f(x) =ax®+bx+c

Ganz rationale Funktionen: f(x)=a x" +a, X" +...+ a,Xx+a,

n n-1

ax ta_ X “+.taX+ta,
m m-1

b, x™ +b, X" +...+ b Xx+Db,

Gebrochen rationale Funktionen: f (x) =

Trigonometrische Funktionen: f (x) =alsin(o(x—c))+d, f(x)=alcosp(x-c))+d

Natirliche Exponentialfunktionen: f(x) = al@™*° +d 0.4

Funktionen
Gleichungen
ax®+bx+c=0
az0,b=0 az0,c=0 az0,bz20,cz0 a=1l,b=p,c=q
ax?+c=0 ax®+bx=0
2 - _ x(ax+b) =0 2 _
° X ( OD) b=0 ax’ +bx+c=0 X“+px+q=0
c X= ax+p=
X 00ax=-b y,=—PEbiodac [ p, (P},
X= = - = -+ L —_
-2 2a 22 2
_ c b
X=,/-— x=00x=-—
a a
Rein quadratische Glei- | Gemischt quadratische Gemischt quadratische Glei- | Gemischt quadratische Glei-
chung: Gleichung (Ausklammern): | chung (Mitternachtsformel): chung (p-g-Formel):
5 i _C 2 Losungen D = b® —4ac als Diskrimi- 2
0 Ldsungen (bei —=<0), _(p o
a nante -> 0 Lésungen (bei D<0) | P P —(q als Diskriminante
1 Ldsung (bei c=0), 1 Losung (bei D=0) ‘ )
] e 2 Lésungen (bei D>0) -> 0 Losungen (bei D<0)
2 Losungen (bei —=>0) 1 Lésung (bei D=0)
a 2 Lésungen (bei D>0)
Quadratische Gleichung hat | Quadratische Gleichung hat Quadratische Gleichung hat die
die Form: die Form: Form:
ax(x—x) =0 a(x-x%)?=0 (x-x)*=0
(bei 2 Lt')surl;gen x=0, (bei 1 Lésung X = X)), (bei 1 Losung X = X,),
X=%=--) a(x=x%)(x=x,) =0 (X=%)(X=%,) =0
(bei2Lsg. X=X, X=X,) (bei2Lsg. X=X, X=X,)

Quadratische Gleichungen
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aX" + A X T+ aX L taxX tax+ag=0

Ausklammern (und Satz vom Nullprodukt):

ax™+...+bx" =0 © x"(ax""+...+b) = 0 & x=0, ax" "+...+b = 0

Substitution:

ax'+bxX’+c=0 | Substitution: z=x"

az” + bz+c =0

-b++/b? -4ac

Z, = | (Riicksubstitution)
L2 2a
X“=2;, X =2, [V
x=+Vz;, x =4V 7, (falls z;, z, > 0)

Polynomgleichungen

Einfache Exponentialgleichungen:

Quadratische Exponentialgleichungen:

ae”™+be*+c=0 | Substitution: z=e*

az” + bz+c =0

-b++/b? -4ac

Z,,= g | (Rucksubstitution)
e=2z,e"=2, | In()
X = In(zy), X = In(z,) (falls z4, z, > 0)

Exponentialgleichungen

Einfache trigonometrische Gleichungen:

sin(ox) =r cospx) =r
r =-1: x=31/2b usw. r =-1: x=11/b usw.
r = 0: x=0, x=1m1/b, x=211/b usw. r = 0: x=11/2b, x=311/2b usw.
r =1: x=1/2b usw. r =1: x=0, x=21/b usw.

b#0,0sx<2m

Quadratische trigonometrische Gleichungen:
asin’x + bsinx+ ¢ =0 | Substitution: z=sinx lacos”x + bcosx+ ¢ = 0 | Substitution: z=cosx

az” + bz+c =0

-b++/b? -4ac

Z,,= | (Rucksubstitution)
1,2 2a

sinX =z, SinXx = 7, | COSX = 71, COSX = Z,

Osx<s2m
Trigonometrische Gleichungen

Integralgleichungen:

[fidi=r = [FO:=r = FO)-F(@)=r « ...~ x= (Losung[en])

Integralgleichungen

Differentiation, Integration

Ableitungsregeln (Funktionen u(x), v(x)): Aufleitungsregeln (Funktionen u(x), v(x)):

(u(x) + V(X))‘ =u'(x) +V'(X) (Summenregel) I(u(x) +v(x))dx = Iu(x)dx + IV(X)dX (Summenr.)
(u(x) + r)' =u'(x) (additive Konstante)

(kU(X))‘ =ku'(x) (multiplikative Konstante) I(ku(x))dx = k_[u(x)dx (multiplikative Konstante)

(u(x)v(x))' = u' (X)V(X) + u(x)v'(x) (Produktregel) I(u'(x) [W(x))dx = u(x) W(x) —Iu(x) V' (x)dx (Pro-

U(X)J _ U (V) UOOV'(¥)
v(x) (V(x)?

duktregel)

(Quotientenregel)
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(U(v(x))) = u'(v(x)) ' (X) (Kettenregel)

(x” ) = nx"" (Potenzregel)

((ax+ b)”)‘ =nalax+h)™ (Potenzregel)
(sinx) =cosx (Sinusfunktion)
(COSX)‘ = —sinx (Kosinusfunktion)
(eX ) = ¢e* (Exponentialfunktion)

(In X)' = l (Naturlicher Logarithmus)
X

(sin(ax +b)) = acosf@x+b) (Sinusfunktion)
(COS(aX + b))‘ =-asin(ax + b) (Kosinusfunktion)

ax+b

¥+ ) = ae™™ (Exponentialfunktion)

(reelle Konstanten a, b, k, n, r)

[u(vEIIv ()dx = [u(v())dv(x) (Substitutionsre-
gel)

Ix”dx = ilxn+l (Potenzregel, n#-1)
n+

Il dx=In|X (Potenzregel)
X

_[(ax +b)"dx = 1 El]—' (ax+b)™* (Potenzregel)
n+l a

I 1 dx = L Injax +bj (Potenzregel)
ax+b a

j sinxdx = —cosx (Sinusfunktion)
ICOSXdX =sinx (Kosinusfunktion)

I e*dx =e* (Exponentialfunktion)

Isin(ax +b)dx = 1 cosf@x +b) (Sinusfunktion)
a
ICOS@X +b)dx = isin(ax +b) (Kosinusfunktion)

Iea”bdx -1 e™* (Exponentialfunktion)
a

Regeln der Differentiation und Integration

Mdglichkeit 1 Maglichkeit 2
Funktion f(x), Stelle x, Funktion f(x), Stelle x,
1. Ableitung f'(x) 1. Ableitung f'(x)
Funktionswert f(xo), Ansatz:y=mx + ¢
Steigung '(Xg) als Tangentenformel
Einsetzen in Tangentenformel Steigung m = f'(Xg)
Tangente: y-Achsen-Abschnitt
ty=f'(%)(X=%)+ (%) ¢ = f(xo) — mMXo
Tangentengleichung
Moglich keit 1 Mdoglichkeit 2

Funktion f(x), Stelle x,

Funktion f(x), Stelle x,

1. Ableitung f'(x)

1. Ableitung f'(x)

Funktionswert f(xo),
Steigung f*(xo)

Ansatz:y=mx +c
als Normalenformel

Einsetzen in Normalenformel

1

Steigung m= —
F'(%o)

Normale:

ny=- 1
' f'(%o)

(X=%) + F(x;)

y-Achsen-Abschnitt
C= f(Xo) — MXg

Normalengleichung

Vorgehensweise:

Funktion f(x) -> Integrationsregeln -> F(x) als eine Stammfunktion von f(x) mit. F'(x) = f(x)

Vorgehensweise:

Zu einer Funktion f(x) ist die Menge der Stammfunktionen F(x) eine Schar paralleler Kurven, die sich durch
eine Integrationskonstante C voneinander unterscheiden. Einer speziellen Stammfunktion F(x) durch einen
Punkt P(xo|yo) entspricht eine Integrationskonstante C, bestimmbar tiber F(xg) = Yo und mit Fo(x) als schon
errechneter Stammfunktion zu f(x), so dass C = yy—Fq(Xg) und F(x) = Fo(x) + C gilt.

Stammfunktion
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Vorgehensweise:

Integralfunktion als Stammfunktion:

|4m:%amt

mit: f fe)dt =1,0x,)—1,(x), la'(x) = f(x).

X

Funktion der oberen Grenze, Integralfunktion

[ fdx=[F(0]: =F(b) - F(a)

a

Vorgehensweise:

Bestimmung einer Stammfunktion F(x) zu f(x)

Einsetzen der oberen und der unteren Grenze b und a in die Stammfunktion

Stammfunktionswert der oberen Grenze minus Stammfunktionswert der unteren Grenze bilden

Integrationsgrenzen:

T f(x)dx=0, T f (x)dx = —T f (x)dx, th f (x)dx =JC. f(x)dx+jb' f (x)dx (fur reelle a, b, c)

Bestimmtes Integral

Vorgehensweise:

Eine auf dem Intervall [a; b] definierte, integrierbare Funktion f(x) hat als Mittelwert:

1 b
mzaglmwx

Mittelwert einer Funktion

Vorgehensweise:

Bestimmung der Nullstellen einer Funktion f(x): f(x) = 0 (auf einem Intervall [a; b]). (Intervallgrenzen und)
Nullstellen sind: X4, Xo, X, ...

Bestimmung einer Stammfunktion F(x) zu f(x)

Errechnung der bestimmten Integrale als Teilflachen:

A =ff(x)dx=[F(x)]§j' +A, :ff(x)dx:[p(x)]z,

Aufaddieren der Teilflachen zur Gesamtflache: A= A; + A, + ...

Flache zwischen Funktion und x-Achse

Vorgehensweise:

Bestimmung der Schnittstellen zweier Funktionen f(x) und g(x): f(x) = g(x) (auf einem Intervall [a; b]). (Inter-
vallgrenzen und) Schnittstellen sind: X4, X, X3, ... (n Schnittstellen, n-1 Flachen)

Bestimmung einer Stammfunktion H(x) zu h(x) = f(x) — g(x) (Differenzfunktion h(x) vereinfachen)

Errechnung der bestimmten Integrale als Teilflachen:

tA = fh(x)dx:[H(x)]if, +A, :fh(X)dx:[H(x)]iz,

Aufaddieren der Teilflachen zur Gesamtflache: A= A; + A, + ...

Flache zwischen zwei Funktionen

Vorgehensweise:

Uneigentliches Integral 1. Art (£« als Integrationsgrenze, im Fall der Existenz):

00

@)= 100z F I, =F @ ~Foo)-=> 1= ] 090K

a

Uneigentliches Integral 2. Art (a als Pol der Funktion und als Integrationsgrenze, im Fall der Existenz):

1 = f k= [F L = F (o) - F => 1 =] f(xdx

Uneigentliche Integrale

Vorgehensweise:

Funktion f(x) (=0) auf einem Intervall [a; b] (Intervallgrenzen a, b)

Bestimmung einer Stammfunktion H(x) zu h(x) = (f(x))’ = 0
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Errechnung des bestimmten Integrals als Volumenintegral des Rotationskérpers:

V =7 (f () dx = 7H ()];

Rotationskdrper durch Rotation einer Flache zwische n Funktion und x-Achse

Vorgehensweise:

Funktionen f(x), g(x) mit f(x) = g(x) =20 auf einem Intervall [a; b] (Intervallgrenzen a, b)

Bestimmung einer Stammfunktion H(x) zu h(x) = (f(x))° — (g(x))° (Differenzfunktion h(x) vereinfachen)

Errechnung des bestimmten Integrals als Volumenintegral des Rotationskorpers:

v =] (£ ) - (g09) = AH T,

Rotationskorper durch Rotation einer Flache zwische n zwei Funktionen

Funktionsuntersuchungen

Differenzierbare Funktion: f: D; -> R mit Funktionsterm y = f(x), D; als maximale Definitionsmenge (als R [bei
ganz rationalen Funktionen, trigonometrischen Funktionen, Exponentialfunktionen] bzw. ohne Nenner-
nullstellen bei Bruchtermen [von gebrochen rationalen Funktionen] bzw. ohne Stellen mit negativen Radi-
kanden [bei Quadratwurzeln] usw.)

I. Ableitungen: f'(x), f*(x), f*(X)

II. Nullstellen (Gleichung f(x) = 0 l6sen):
f(x) = 0 -> X3, X, ... > N(X1]0), N(x,|0), ...

[ll. Hochpunkte, Tiefpunkte (Gleichung f'(x) = 0 I6sen, Losungen in f*(x) einsetzen):
a) f'(x) =0 -> xq, Xp, ...
b) *(x1) < 0 -> H(xu[f(x1)) oder f*(x1) > 0 -> T(xa[f(x1)); f*(x2) < 0 -> H(x[f(x2)) oder f*(xz) > 0 -> T(X,lf(x2)); ...

Illa. Punkte mit waagerechter Tangente (Gleichung f'(x) = 0 l6sen):
fl(X) =0-> X1, X2, ... => Pl(Xllf(Xl)), Pz(lef(Xz)),

IV. Wendepunkte (Gleichung f“(x) = 0 I6sen, Lésungen in f
a) f“(X) =0 -> Xq, X, ...
b) f(x1) # 0 -> W(X4[f(x1)); F'(X2) # 0 -> W(Xo|f(X2)); ...

(x) einsetzen):

IVa. Sattelpunkte xq liegen vor, wenn (nach Ill. und 1V.) gilt:
f'(xo) = 0, f*(x0) = 0, *(Xg) # 0 -> S(Xolf(X0))

V. Polstellen/senkrechte Asymptoten, Liicken:

a) Definitionsmenge Dy -> Randstellen der Definitionsmenge D; => Definitionslicken Xy, X, X3 ...

b) X->X;, x>X;: f(X) -> +o0, X->X;, X<X;: f(X) -> -0 oder: X->X;, x>X;: f(X) -> -0, X->X1, X<X1: f(X) -> + => x; Pol-
stelle mit Vorzeichenwechsel

C) X->Xp, X>Xp:! f(X) -> +00, X->X5, X<Xp: f(X) -> +e0 oder: X->X,, X>X,:! f(X) -> -0, X->X5, X<X;: f(X) -> -0 => X, Pol-
stelle ohne Vorzeichenwechsel

d) x->xz: f(x) -> r => x5 (stetig fortsetzbare, hebbare) (Definitions-) Licke mit Lickenwert r

VI. Monotonie (steigende [wachsende], fallende Monotonie [nach 1ll.]; bei abwechselnden Hoch- und Tief-
punkten Xi, Xo, ..., X, Mit X; < X5 < ... < X, Xg als Stelle im jeweiligen Monotonieintervall):

— Monotonieintervall (-, X): f(xX) monoton steigend (x; als Hochpunkt, f/(xo)>0) oder monoton fallend (x; als
Tiefpunkt, f'(xq)<0);

— Monotonieintervall (X1, X,): f(x) monoton fallend (x; als Hochpunkt, x, als Tiefpunkt, vorheriges Intervall mit
steigender Monotonie, f'(xo)<0) oder monoton steigend (x; als Tiefpunkt, x, als Hochpunkt, vorheriges In-
tervall mit fallender Monotonie f'(x)>0); ...

— Monotonieintervall (x,, «): f(x) monoton fallend (x, als Hochpunkt, vorheriges Intervall mit steigender Mono-
tonie f'(Xg)<0) oder monoton steigend (x, als Tiefpunkt, vorheriges Intervall mit fallender Monotonie,
f'(x0)>0)

Im Fall der Existenz von Polstellen sind diese als Grenzen der Monotonieintervalle mit einzubeziehen.

VII. Krimmung (Links-, Rechtskrimmung, Konvexitat, Konkavitat [nach [IV.]; bei Wendepunkten Xy, Xy, ..., X,
mit X; < X, < ... < Xp, Xp als Stelle im jeweiligen Krimmungsintervall):

— Krimmungsintervall (-, X,): f(x) links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, f*(xo)>0) oder rechts gekrimmt
(bei Hochpunkt im Intervall, f*(xq)<0);

— Krimmungsintervall (x;, X»): f(x) rechts gekrimmt (bei Hochpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit
Linkskriimmung, f*(x0)<0) oder links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit Rechts-
krimmung, f*(X0)>0); ...

— Krimmungsintervall (x,, «): f(x) rechts gekrimmt (bei Hochpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit
Linkskrimmung, f(x0)<0) oder links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit Rechts-
krimmung, f*(X)>0)

Im Fall der Existenz von Polstellen sind diese als Grenzen der Krimmungsintervalle mit einzubeziehen.
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VIIl. Symmetrie:

a) Achsensymmetrie zur y-Achse: f(-x) = f(x) (gerade)

b) Punktsymmetrie zum Ursprung: f(-x) = -f(x) (ungerade)

c) Vielfache und Summe von zur y-Achse achsensymmetrischen Funktionen bzw. von zum Ursprung punkt-
symmetrischen Funktionen sind zur y-Achse achsensymmetrisch bzw. zum Ursprung punktsymmetrisch.

d) Ganz rationale Funktionen, die nur Potenzen mit geraden Exponenten enthalten, sind zur y-Achse ach-
sensymmetrisch. Ganz rationale Funktionen, die nur Potenzen mit ungeraden Exponenten enthalten, sind
zum Ursprung punktsymmetrisch.

d) Produkte und Quotienten von zur y-Achse achsensymmetrischen Funktionen bzw. von zum Ursprung
punktsymmetrischen Funktionen sind zur y-Achse achsensymmetrisch. Ist in einem Produkt der eine Faktor
zur y-Achse achsensymmetrisch, der andere zum Ursprung punktsymmetrisch, dann ist das Produkt zum
Ursprung punktsymmetrisch; Entsprechendes ergibt sich fir einen Quotienten aus einer Zahler- und
Nennerfunktion.

e) Es qilt fur die Ableitungen einer Funktion f(x): f(x) achsensymmetrisch -> f(x) punktsymmetrisch -> f*(x)
achsensymmetrisch usw.; f(x) punktsymmetrisch -> f/(x) achsensymmetrisch -> f*(x) punktsymmetrisch usw.
f) Nicht konstante Funktionen, die zur y-Achse achsensymmetrisch sind, besitzen auf der y-Achse einen
Extrempunkt, falls dort definiert.

IX. Verhalten fur betragsmaRig grof3e x (x->oo, X->-00):
a) f(x) als ganz rationale Funktion (n als Grad der ganz rationalen Funktion):

a,>0 n ungerade n gerade a <0 n ungerade n gerade
X->00 f(X) -> oo f(x) -> o X->00 f(X) -> -0 f(x) -> -o0
X->-00  f(X) -> -00 f(x) -> o0 X->-00  f(X) -> o0 f(x) -> -o0

b) f(x) als gebrochen rationale Funktion (n als Grad der ganz rationalen Funktion im Zahler, m als Grad der
ganz rationalen Funktion im Nenner):

X->zx0: f(x)->0=y (n<m)
X ->+:f(x)->ab=y (n =m; a, b Koeffizienten der hdchsten Potenz im Zahler bzw. Nenner)
X -> £o0: f(X) -> o0 (n>m)

mit y als waagerechter Asymptote.
c) f(x) mit natlirlicher Exponentialfunktion als Anteil:
X->-c0: @ -> 0, X->+: " -> +
X->-00: f(x) = ae™® + d -> + (b<0), -> d = y (b>0); x-> +: f(X) = ae™"° + d -> d = y (b<0), -> += (b>0)
X->-00: f(X) = (@X"+...)e™ -> +w (b<0), -> 0 = y (b>0); X-> +: f(x) = (aX™+...)e™ -> 0 = y (b<0), -> + (b>0)
mit y als waagerechter Asymptote.

Funktionsuntersuchung von Funktionen (allgemein)

Funktion: f(x)=alsin(b(x-c))+d (a=Amplitude, b = Streckung entlang x-Achse, ¢ = Verschiebung ent-
lang x-Achse, d = Verschiebung entlang y-Achse)

I. Nullstellen (Gleichung f(x) = 0 lI6sen):
f(x) = 0 -> X3, X, ... > N(x1]0), N(x,|0), ...

II. Hochpunkte, Tiefpunkte:
Periode p = 2m/b -> ..., T(c+p/4|d+a), H(c+3p/4|d—a), ... (a<0); ..., H(c+p/4|d+a), T(c+3p/4|d—a), ... (a>0)

lll. Wendepunkte:
Periode p = 2m/b -> ..., W(c|d), W(c+p/2|d), W(c+p]|d), ...

Funktion: f(x) =alcosp(x—-c))+d (a=Amplitude, b = Streckung entlang x-Achse, ¢ = Verschiebung ent-
lang x-Achse, d = Verschiebung entlang y-Achse = Mittellinie)

I. Nullstellen (Gleichung f(x) = 0 l6sen):
f(X) = 0 -> Xq, Xo, ... -=> N(X1]0), N(X5]0), ...

II. Hochpunkte, Tiefpunkte:
Periode p = 2m/b -> ..., T(c|d+a), H(c+p/2|d-a), ... (a<0); ..., H(c|d+a), T(c+p/2|d—a), ... (a>0)

lll. Wendepunkte:
Periode p = 2m/b -> ..., W(c+p/4|d), W(c+3p/4|d), ...

Funktionsuntersuchung von trigonometrischen Funktio nen
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Bestimmungsaufgaben

Funktion: y = mx + ¢ (m als Steigung, ¢ als y-Achsen-Abschnitt)

Punkt P(x4]y1), Steigung m

Punkte P(x1]y1), Q(Xzly2)

Punktsteigungsform: Y=¥% _ m Zweipunkteform: Y% _Y"%
X=X X=X Xy =X
. _ U ” . _ y2 - yl _
Umstellen zu: y=m(x—-x,) +y, mstellen zu: y ——X(X X)+Y
2~ M
Steigung: M= u
X, =%
_ cu=Yiy e = Y1
Ursprungsgerade y = mx (durch den Ursprung): Yy =— X mit: m=-—
X X

Bestimmungsaufgabe fir Geraden

Funktion 2. Grades

Funktion 3. Grades

Funktion 4. Grades

f(x)=ax®* +bx+c
f'(x)=2ax+b

Funktion und Ableitungen:
f(x)=ax®+bx* +cx+d
f'(x) =3ax® + 2ox+c
f"(x)=6ax+2b

f(x)=ax*® +bx® +cx® +dx+e
f'(x) =4ax® + 3bx* + 2cx +d
f"'(x) =12ax> + 6bx + 2¢

3 Unbekannte a, b, c->
3 Funktionseigenschaften ->
3 Gleichungen

4 Unbekannte a, b, ¢, d ->
4 Funktionseigenschaften ->
4 Gleichungen

5 Unbekannte a, b, c, d, e ->
5 Funktionseigenschaften ->
5 Gleichungen

f(xi):axf+bx1+c:yl
f'(x,)=2ax, +b=y,

Lineare Gleichungen vom Typ:
f(x)=ax +bx’ +cx +d=y,
f'(x,) =3ax; +2bx, +c=vy,
£(x;) = 6ax, + 20 =y,

fur bestimmte x- und y-Werte

f(x)=ax +bx +of +dx +e=y,
f'(x,) =4ac +3x. +2cx, +d =y,
f"'(x,) =12ax; +6bx, +2c =y,

Funktion 2. Grades
(Symmetrie zur y-Achse)

(f(-x) = (x))

Funktion 3. Grades
(Symmetrie zum Ursprung)

(f(-x) = -f(x))

Funktion 4. Grades
(Symmetrie zur y-Achse)

(f(x) = f(x))

f(x)=ax®+c
f(x) = 2ax

f(x) =ax® +cx
f'(x)=3ax* +c
f(x) = 6ax

f(x)=ax® +cx* +e
f'(x) =4ax® + 2cx
f"'(x)=12ax* + 2c

2 Unbekannte a, c->
2 Funktionseigenschaften ->
2 Gleichungen

2 Unbekannte a, ¢ ->
2 Funktionseigenschaften ->
2 Gleichungen

3 Unbekannte a, c, e ->
3 Funktionseigenschaften ->
3 Gleichungen

Lineare Gleichungen vom Typ:

f(x)=ax +c=y,
f'(x,) =2ax, =y,

f(xl)zaxf TOG =Y,
f'(x,) =3ax; +c=y,
f"(x;) =6ax; =y,
fir bestimmte x- und y-Werte

f(x) :a)ﬁd +CX12 te=y,
f'(x,) =4ax; +2cx, =,
f"'(x;) =12ax; +2c =y,

Funktion 2. Grades

Funktion 3. Grades

Funktion 4. Grades

Funktion 2. Grades
(Symmetrie zur y-Achse)

(f(-x) = f(x))

Funktion 3. Grades
(Symmetrie zum Ursprung)

(f(-x) = -f(x))

Funktion 4. Grades
(Symmetrie zur y-Achse)

(f(x) = f(x))

Aufstellen des linearen Gleichungssystems:
Gleichungen mit Unbekannten a, b, ... bzw. a, c, ... gemafl den Funktionseigenschaften:

Punkt P(Xy]y1):
Nullstelle xq bzw. N(x|0):

Ursprung O(0]0) als Funktionspunkt: f(0) = 0

y-Achsenabschnittspunkt Sy(0]yo):

Schnittstelle x; mit Funktion g(x):

Steigung m in Xy:
Beruhrpunkt x; mit der x-Achse:

f(x1) = y1
f(xo) =0
f(0) = yo
f(x1) = g(x1)
fi(xy) =m

f(x) =0, fi(x)) =0
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Ursprung O(0|0) als Berthrpunkt:

Tangente y = mx+c in Xy:
Normale y = mx+c in xy:
Beruhrpunkt x; mit Funktion g(x):
Hoch-/Tiefpunkt xg:
Hoch-/Tiefpunkt H/T (Xg|ye):
Krimmung K in x;:

Wendepunkt x:

Wendepunkt W (Xw|yw):
Wendetangente y = mx+c in Xy:
Wendenormale y = mx+c in xy:

Sattelpunkt Xs:
Sattelpunkt S(Xslys)::

f(0)=0,f(0)=0

f(x1) = y(x1) = mxy+c, fi(x1) =m

f(x1) = y(X1) = mxy+c, f(xy) =-1/m

f(x1) = g(x1), F'(x1) = g'(x1)

fi(xg) =0

f(xe) = Ye, F(xg) =0

f“(x1) =k

f“(xw) =0

f(xw) = yw, f“(xw) =0

f(xw) = y(xw) = mxw+c, f(xw) =m, f*(xw) =0
f(xw) = y(xw) = mxw+c, f(xw) =-1/m, f“(xw) =0
fi(xs) =0, f(xs) = 0

f(xs) = ys, f'(xs) = 0, f*(xs) =0

Funktion 2. Grades

Funktion 3. Grades Funktion 4. Grades

Losen des linearen Gleichungssystems (etwa mit dem Gauf3-Algorithmus) -> Errechnung der Unbekannten

a,b,..—>

Funktion 2. Grades
(Symmetrie zur y-Achse)

(f(-x) = f(x))

Funktion 4. Grades
(Symmetrie zur y-Achse)

(f(-x) = f(x))

Funktion 3. Grades
(Symmetrie zum Ursprung)

(f(-x) = -f(x))

Losen des linearen Gleichungssystems (etwa mit dem Gauf3-Algorithmus) -> Errechnung der Unbekannten

a,c, ...->

Funktion 2. Grades

Funktion 3. Grades Funktion 4. Grades

f(x)=ax® +bx+c

‘ f(x)=ax®+bx*> +cx+d

Aufstellen der Funktionsgleichung:
‘ f(x)=ax"® +bx® +cx® +dx+e

Funktion 2. Grades
(Symmetrie zur y-Achse)

(f(-x) = (x)

Funktion 4. Grades
(Symmetrie zur y-Achse)

(f(x) = f(x))

Funktion 3. Grades
(Symmetrie zum Ursprung)

(f(-x) = -f(x))

f(x)=ax®+c

| f(x)=ax +cx

Aufstellen der Funktionsgleichung:
| f()=ax’ +ox +e

Bestimmungsaufgabe fir ganz rationale (symmetrische

) Funktionen (2.-4. Grades)

Ganz rationale Funktion f(x) vom Grad n

Vorgegebene Nullstellen x;, X,, ... X, der Funktion f(x) mit Vielfachheiten ny, n,, ... ny, ny+ny+...+n, = n:

N(x1]0), N(X,]0), ... N(x¢|O) ->

f(X)=a(X=x)"(X=%,)"...(x= %)™

Vorgegebener Punkt P(Xo|Yo):
f(xo) = ¥o->a

Aufstellen der Funktionsgleichung: f(X) =a(x—x)™ (X=X,)"...(x= X, )™

Bestimmungsaufgabe fiir ganz rationale Funktionen (2

.-4. Grades, Produktdarstellung)
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Grafisches Ab- und Aufleiten

Bzgl. der Null-, Extrem- und Wendestellen so-
wie der Monotonie und Krimmung ergibt sich
der folgende Zusammenhang zwischen Funkti-
onen f(x), Ableitungen f(x), f"(x) und Stamm-
funktionen F(x) und bei asymptotischem Ver-

halten:

links
gekriimmt

Stammf unktion F(x) __ |Funkti on f(x) monoton Fix)
Hochpunkt bei xg Nullstelle bei xg )
VZW von + nach -
Tiefpunkt bei xg Nullstelle bei xg
VZW von - nach +
steigende Monotonie in x |f(x) = 0 i N=W=$
fallende Monotonie in x  [f(x) <0 g:thmmt
Wendestelle bei xw Hoch-/Tiefpkt bei xw
Wendestelle als Sattel- |(doppelte) Nullstelle bei \-/W rechts
punkt bei xw Xw gekriimmt
Hoch-/Tiefpkt bei xw T
Linkskriimmung in x steigende Monotonie in
X mono-
Rechtskrimmung in X _ |fallende Monotonie in x .
X -> +o0: X -> too;
F(x) ->ax+C f(x) ->a
X -> +o0: X -> too;
F(x)->C f(x) >0
Funktion f(x) Ableitung f(x)
Hochpunkt bei xg Nullstelle bei xg
VVZW von + nach - positlv
Tiefpunkt bei xg Nullstelle bei xg
VZW von - nach +
steigende Monotonie in x |f(x) = 0 fr;‘l‘l’::;"” )
fallende Monotonie in x  |f(x) <0
Wendestelle bei xw Hoch-/Tiefpkt bei xw H
Wendestelle als Sattel- |(doppelte) Nullstelle bei _\ w
punkt bei X Xw N/_ S~
Hoch-/Tiefpkt bei xw N=T
Linkskriimmung in x )s(te[]icg(exr;cieol\]/lonotonie in rechts gekriimmt monoton
) = steigend
Rechtskrimmung in x fallende Monotonie in X, ‘
[f“(x) < 0]
X -> *oo: X -> to00: monoton links gekriimmt
f(x) ->ax+C f'(x) ->a steigend
X -> too; X -> too;
f(x) ->C f(x)->0
Es gilt also im Allgemeinen beim Ableiten: i
Wendestelle — Extremstelle - Nullstelle, 5
beim Aufleiten:
] ]
Nullstelle - Extremstel le - Wendestell e
oder die NEW-Reqgel: positiv
F) NEW
f(x) NEW
f(x) NEW
Symmetrieeigenschaften (zur y-Achse, zum positiv
Ursprung) spielen auch eine Rolle:
a) Die Ableitung f(x) einer achsensymmetrischen ° N \_/N

Funktion f(x) ist punktsymmetrisch. b) Die Ableitung T
f'(x) einer punktsymmetrischen Funktion f(x) ist ach-
sensymmetrisch. ¢) Fur eine punktsymmetrische
Funktion f(x) ist jede Stammfunktion F(x) achsen- H = Hochpunkt, N = Nullstelle, S = Sattelpunkt, T = Tiefpunkt, W = Wende-
symmetrisch. d) Fir eine y-achsen-symmetrische punkt

Funktion f(x) existiert eine punktsymmetrische

Stammfunktion mit F(0) = 0.

negativ
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