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Lineare Gleichungen und lineare Gleichungssysteme durchziehen den Mathematikunter-
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Aufgaben

VIIl. Aufgaben zu linearen Gleichungen

VIII.1 Aufgaben: Lose die folgenden linearen Gleichungen; bestimme die Lésungsmenge:

a) 4x=20 b) x+12=15
c) 3x=-9 d x-8=10
e) 2x=5 f) x-12=25
g) -2x=10 h) x+1=-10
i) -bx=-25 ) x+3=-20
k) 10x=7 ) x+5=-19
m) 8x =-32 n) 2x+1=27
0) 45x =90 p) 2x—-5=13
g 0,5x=2 N 4x-2=22
s) -3x=90 t) 6x+13=133
u) Ex:20 V) 1x+4:19
5 2
W) -%x=9 X) -Xx—12=-50
y) -4x=-28 z) -3x—8=-50

VIII1.2 Aufgaben: Ldse die folgenden linearen Gleichungen; bestimme die Lésungsmenge:

a) 5x—10=3x b) 10x + 56 = 3x
C) X+ 21 =-6Xx d 12x+34=3x-11
e) 0,1x+45=11,1-x f) 1,78x-6,8+2x=0,8x + 23
g) -3x+67—-2x=109 -5x - 63 h)y 2,6x+11,8-12x=43+89+7,5
i) %x+0,75—],2x :L15—%x—§ +0,05x J) 5112x + 13977 = 11102 — 2044x — 25749
K) Ex—l+lx = 261+ix+@ [) 52x +955—7x=27x— 17063 + 36X
4 3 5 3 10 3

VII1.3 Aufgaben: Lose die folgenden linearen Gleichungen; bestimme die Lésungsmenge:
a) 4x—-3+x=7-3x-2
b) 0,5x +20 =6x—-10 + 2x
c) 35+2x-10+15x=45+2x+55
d) Z +§ -2= Z +3
2 4 8
e) 100x + 23x — 1000 =43x + 600
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X+8

+x—10210x—§—22

g) 0,5(x+10)+15=2x+6-10
h) 120 -0,25x—15=0,1x + 70
i) 34-x+68-2x+136=238 + 3x
) 17-10x-4-x=3x—-11-5x—-3
k) x+12-0,5x =24 + 3(x-14)
) x+§+5+9:§+19
2 3 6

m) 2Xx + 5(x+4) — 20 = -x + 2(x-3)
n) -7x =100 - 10x + 160 — 10x
0) 5x+25-60=93-3x+24
2X+2 X-=7 _3x-17

9 4 4
g 3x—-105+2x-70=35-x
rN X+ 2(x+4) + 4x =20 + 6(x+2) — 13
s) 104,5+ 23,6 —20,4x = 10,5x — 335,4
t) 89,55x —27,2x + 12,65 = 34,73 + 40,27X

VIIl.4 Aufgaben: Lose die folgenden linearen Gleichungen; bestimme die Lésungsmenge:
a) 6(5—x) = 8(x+2)
b) 17(2x+3) — 5(x-8) — 9(x+4) = 35
c) 11(5+3x)—97 =12x
d) 3,5(x+1)-1,7(2+x) = 0,3(x+3) + 2,2

1 2 3 1 148
e) 5x 3(4x+5)+10 =2(x-3)+ 2(6 5x) 15

f) 90(x+4) — 72(2x+3) + 105 = 110x + 14(12-8x) + 24(4x+1) — 17
g) 5(x+4) + 5(2x-9) = 5(x+6) + 10(x-1) — 45

h) 4(x+16) — 8(2x-5) — 27 = 4(x+10) — 8(2x+1) + 13

i) -77(2x+1) + 33(x—7) + 12(1-5x) = 82(5—-3x) + 15(4x+9) + 3(x—26)

IX. Aufgaben zu linearen
Gleichungssystemen

IX.1 Aufgaben: Forme die folgenden linearen Gleichungssysteme in Dreiecksgestalt um
und bestimme die Losungen:

a) - 2x-7y =6 b) +2x- 2y- z=5
+10x +2z=0 +5x+ 10y +2z=-4
+4y -z=1 -7x+ 3y+8z=14
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) +3x+ y-2z=-50 S SV SO S
- 6X+2y-3z= 60 6 6 37
-8x+3y- z=306

+ =X - 1y+ 1z: 13
2 4 4

-£x+ y-12=-33
2 2
€) +2x- y+ z+4u=3 f) + x- y+ z+ u= 18
+3x+2y- z+3u=2 +2x+ y-2z+ u=-50
+4x+3y -3z+6u=1 +4x+3y+ z-2u=148
-5x+7y+5z- u=0 +8x-7y-5z2+3u= -6
9 4x—y) +3(z+u) =17 h) +2x+3y+1z-1u+2v=-3

+1x+2y-3z2-2u-3v=5
-1x+1ly-2z+2u+3v= 3
+3x-3y-2z+3u+lv=-2
6x —2(y +3z) +5u =4 +1x -2y+1z+3u-2v=1

3(2—-x)+6y+2(z-2u)=5
12+5(x+y)—4z+u=19

IX.2 Aufgaben: Forme die folgenden linearen Gleichungssysteme in Diagonalgestalt um
und bestimme die Lésungen:

a) - 10x+ y+z=100 B) +2x1- 2%+ xz= 7
x+10y-z= 1 +5x; + 11X, +2X3= 14
100x+ y-z= 10 - OX1 + 12X, - 3x3=-21
C) +4x—3y=+3x—-2z+10 d 1 5 1
+ =X+ —y-=z=1
-5x+2z=- y+ z-10 6 6 2
+3y+5z2=+2x-5y+10
y y + x-iy+EZ:-1
10 5
1 1 1
- =X+ —y+-z=1
2 8 4
€) +2x- y+ z+4u=3 f) + x- y+ z+ u= 18
+3x+2y - z+3u=2 +2x+ y-2z+ u= -50
+4x+3y - 3z+6u=1 +4x+3y+ z-2u=148
-5Xx+7y+5z- u=0 +8x-7y-5z2+3u= -6

IX.3 Aufgaben: Bestimme die (leeren, eindeutigen, mehrdeutigen) Losungsmengen der
folgenden linearen Gleichungssysteme:
a) - dxg+ 9= 24 b) X1 +2x, =10
+ 10x; - 22.5%, =-60 2X; —9X3 =8
4%, + 5X3=6
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C) 2Xp +4Xp,—4x3=18 d) + x1-2x0+ X3+3x4=-7

-3X1 + 2Xo — 2X%3 = -11 +3X1+5X2 - 2X3 - Xu= 4
- 2X1+3X2 +5X3+ X4=-9
- Xy - TXo+3X3+4X4= 0

e) + X1+ 2Xo - X3+ 33X =35 f) +2X1 - Xot+ Xz - 8x4=0
+ 2X1 + 3Xo + 3X3 + 11x5 =25 - B5X1+ 4%, - 4X3+ 20%4=0
- X1+ Xo+4x3- 3Xs - 5x5 =10 - TX1+ 9% - X3+ 28x,=0
9)  5x3+12xp+13x3= 30 h) 5x1+12x;-4x3=1
- 2X1 + 10X, - 23x3=-15 8X1 + X2 — 3%z = -22
12x; + 14x, + 49x3 = 75 -7X1 — 4X2 + 5X3 = 56
20x1+ 8%, - 3x3= 25
|) +4x, - 4Xo + 2X3+ 2%, =14 J) + X1- Xot+t Xz3+2X4= 4
+3Xy+5X2 - Xz - Xg= -2 - X1+ 2X+ Xz3- X4= 3
2X1 - BXo+ X3+ Xa= 7 + X1- Xo-2Xz- Xg4=-2
X1+ 7Xo - 2X3 - 2X4 = -9 +2X1+ Xo- Xz+ Xq4=-7
k) + 2%, - 3Xo +4X3 - 2X4 = 54 I) X1 - 6X2+ 8x3=0
- 3X1 + 2%, + 3X3 - 3X4 = 33 -5X1+3X2 - Tx3=0
+ 5%, - TXo - 2X3 + 4X4 = -42 3X1+ 5%, + 11x3=0

+ Xp - 6Xo+8X3 - 4X4=-73

m) + 32x; - 31x, + 30X3 - 29%4 =0 N) X1+ X2—X3+ X4+ X5 =2
- 28X1 - 27Xy + 26X3 - 25%4=0 X1 —X2—X3—Xs=0
+ 24Xy - 23Xy + 22%X3 + 21X4 =0 X1+ X2+ X3—X4=0

+ 20X1 - 19%, + 18x3 + 17x4 =0

IX.4 Aufgaben: Bestimme die Losungsmengen der folgenden linearen Gleichungssysteme
in Matrixdarstellung:

5 4|67 o [76 92
O e ) |12 -18-48
4 -1 76
2 ~3979 4 |3 5|-104
9 11 2 313 )
2 1| -4
2 -1 3|12 1 -1 0]10
e) |5 -4 -2-11 n |0 2 -1-5
8 -7 410 2 0 -115
5 -18 6 |700 1-2 3 40
g |12 20 -301680 h |2 1 -3 -4
2 -9 11|280 4 -3 1 -20
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4 025 151225 3 5 7 —4|44
|25 3 4|35 |-2 4 7 5|14
) |35 5 1517 D 1's -3 2 8l-60

0.6 045 0.2]2.05 6 9 -8 3|18

1 -2 1 -30

5 3 -5 110 1-12 1-25
A e (RSt

4 2 -6 -2

1.1 2 4p

2 -1 2 6|7 229 36§

1 1 -3 -6|-1 5 5 & El
Misg 1 1 -2-2 M1 1 5 1)

By

11 22 22 22

X. Aufgaben zu linearen
Gleichungssystemen mit Parameter

X.1 Aufgaben: Fir welche Parameter t haben die folgenden linearen Gleichungssysteme
keine, eindeutige oder mehrdeutige Losungen?

t+4 t-4 t2 t2-t+4 t-1 t -1 t—1
a) | 0 t?-4 t+1 |[-t?+t+6 by | 4 2t 6| 8t*+4t
0 0 t*’-t-6242-2t-12 16t —4 10t 14|24t*> +16t -4
0 0 3t-6|2t 1 1 110
c) [t-2 O 8 [t+5 d [t-1 2t t+10
-t t’+1 t | 5 t?-1t+1 010
1t 2t |6t—-4
e) |1 1 2t-2|6t-2
t t2 16 |-12t

X.2 Aufgaben: Gegeben seien zu den reellen Parametern a, b, k, r, t die folgenden linea-
ren Gleichungssysteme, zu denen die (parameterabhéngigen) L6sungsmengen zu
bestimmen sind.
a) - 4x;+8%= a b) 2x;— 3xp+5x3 =0
+ 10x; - Bx, =2b X1 — Xo + kX3 =05
5x1 + 2kXs — 4X3 =0,5
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9)

t 2t 4 [t?-20
0t*> t | -5t
0 0 t+5]t>-25

t?°-9 2t
0 t*>+4t
0 0
2 2 -1
1 3 t10
1t+1 210
1 -1 -1

0 t2+4t-9
t+2 |[242+9t+3
t?+3t+2(t>+4t+3

!

0 1-t 2-t[2t—t?

0 1 2-t

t

d)

f)

h)

)

X1 + 2Xo =3t
-tXo + X3 =0
8X1 + 2tXs - X3 = t2+8
X1+ Xo + X3 =1
(r-2)X» =r’—4
(r*-3r+2)x3 =4r*-12r+8

1t 2t |6t—-4
11 2t-2/6t-2
t t2 16 |-12t

2r br -6 1|4r -2
1 2 0 2
r 2r=1r+12r+1
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Losungen

1.9 Als Lésungen ergeben sich auf Grund der Gleichungsumformungen (hier getrennt
durch ,/%):
7

a)4x=7|:4/x:Z/L={—}
4 2

b)3x+7=46|-7/3x=39|:3/x=13/L = {13}
C) 34x + 12 = 104 — 12X | +12x / 46X + 12 = 104 | -12 / 46x =92 | :46 / x =2/ L = {2}

d)11x+3-3x=-15+5x/8x+3=-15+5x|-5x/3x+3=-15|-3/3x=-18|:3/x=-6/
L ={-6}

€) 23x + 28 —4x + 12 =2x + 130 — 13x / 19x + 40 = -11x + 130 | +11x/
30x+40=130|-40/30x=90|:30/x=3/L ={3}

f)12x—(9-6X) =2x—-1/12x-9+6x=2x—-1/18x-9=2x—-1|-2x/16x—-9=-1|+9/
16x=81:2/x=0,5/L ={0,5}

0)2(x+2) —10=5x—7—-3x/2x+4-10=2Xx-7/2Xx—-6=2x-7|-2x/-6=-7/L ={}
h) 4(x-3) — 3(x-4) = 2(x+12) / (4x —12) - (3x—12) =2x + 24 [ 4x - 12 - 3x + 12 =2x + 24/
X=2x+24|-2x/-x=24|-(-1) / x=-24 | L ={-24}

i)%(2x+6):5x+9—7x/x+3:-2x+9|+2x/3x+3:9|-3/3x=6|:3/x:2/L:{2}

) Xg4+%=§ | -12 (Hauptnenner) / 2(x-4) + 6 =3x / 2x — 8 + 6 = 3x / 2x — 2 = 3x | -2x /
2=x/L={2}
X _X+4
k) 4X+Z: +4 | -4 (Hauptnenner) / 16x + x = (x + 4) + 16 / 17x = x + 20 | -x /
16x=20[16/x= 2=2/L=12
16 4 4
X+3 1 _
) 3(x-8)+ =2-2(x+5) | -24 (Hauptnenner) / 72(x-8) + 3(x+3) = 48 — 8(x+5) /
72X —576 + 3x +9 =48 —8x—-40/75x — 567 =8 — 8x | +8x / 83x — 567 = 8 | +567 /
83x:575|:83/x:@/L:{%}
83 83

[1.3 Als Losungen ergeben sich auf Grund der Gleichungsumformungen (hier getrennt
durch ,/%):

a)4x+a:2a|-a/4x=a|:4/x:%/La={%}

b) 7x +2t=21-5t|-2t/7x=21-7t|:7/x=3 -t/ L= {2-t}

c)ax+5=x+a|-5/ax=x+a-5|-x/ax—x=a-5 (Ausklammern) / x(a-1) =a—-5//

Fall 1: a—1¢0<:>a¢1;|:(a—1):x:a;i/Laﬂ:{a;s} llFall2:a=21:0=-4/La1 ={}
a_

d) kK3(x+4) = x(2k-1) + 4 (Auflésen der Klammern) / k® + 4k? = 2kx — x + 4 | -2kx, +x, -4k? /
kX — 2kx + x = 4 — 4k?* (Ausklammern) / x(k’*~2k+1) = 4(1-k?) (Binomische Formeln) /
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x(k=1)? = 4(1-k)(1+k) / Fall 1: (k-1)* #0 > k-1 #0 > k # 1; | :(k-1)% x = % =

S Ak - {—M} /Fall 2:k=1:0=0/Ls =R

k-1 k
e) kx(k-1) — 3(2x=1) = k (Aufldsen der Klammern) / k’ —kx — 6x + 3=k | -3/
k?x — kx — 6x = k — 3 (Ausklammern) / x(k*~k—6) = k — 3 // Fall 1: k*~k—6 # 0 <>

k-3 1
k+ 05+,025+6=05+25 & k-2, k+3;|:(kt+2)(k-3): x = =
| :(k+2)(k=3) (k+2)(k-3) k+2

Lis-2, kg3 = {i} IlFall2: k=-2:0=-5/L=2={}//Fall3: k=3:0=0/L3 =R

f) %x+ 4t = —tizx | t* (Hauptnenner) / tx + 4t® = -x | +x, -4t / tx + x = -4t> (Ausklammern) /

3 3
X(t+1) = -4t //Fall 1:t £ 0, t+1 £ 0 & t # 0, t # -1; | :(t+1): x = _t4L+1 / Lizo, tz-1 = {—%} Il

Fall2:t+0,t=-1: 0 = -4t3/ Liso, 121 = { }

[11.5 Als Lésungen ergeben sich auf Grund von Umformungen (hier getrennt durch ,/*):

a)y=2x+5,y=-x+8 (Gleichsetzen) /2x + 5=-x+8 | +x/3x+5=8|-5/3x =3 |:3/

x = 1 (Einsetzen in eine Gleichung des Gleichungssystems) /y=21+5=7/x=1,y=7/
L ={(1|7)}

b) x =5y + 3,2x =12y | :2/x =5y + 3, x = 6y (Gleichsetzen) / 5y +3 = 6y | -5y / 3 =y (Ein-
setzen in eine Gleichung des (umgeformten) Gleichungssystems) / x =6-3 =18 / x = 18,
y=3/L ={(18|3)}

C)y+4=x+3|-4,2y=x+5|:2/y=x-1,y=0,5x + 2,5 (Gleichsetzen) /
x—1=05x+25|-05x/0,5x-1=25|+1/0,5x=3,5]|-2/x =7 (Einsetzen in eine
Gleichung des (umgeformten) Gleichungssystems) /y=7-1=6/x=7,y=6/L ={(7]|6)}

d) 2(x+1) = 5(y-12) + 8y + 17, 6x = 5y + 3(y-3) + 29 (Klammern auflésen) /
2x+2=5y—-60+8y + 17, 6x =5y + 3y — 9 + 29 (Zusammenfassen) /
2x+2=13y—-43|-2,6x=8y +20/2x=13y—-45]|-3,6x=8y + 20/

6x = 39y — 135, 6x = 8y + 20 (Gleichsetzen) / 39y — 135 =8y + 20 | -8y /
3ly—-135=20|+135/31y=155|:31/y =5 (Einsetzen) / 2x =135-45/2x=20|:20/
x=10/x=10,y =5/L ={(10|5)}

[11.8 Als Losungen ergeben sich auf Grund von Umformungen (hier getrennt durch ,/*):

a) Einsetzen von y = 4x — 29 in die 2. Gleichung 2x + y = 19 ergibt: 2x + (4x—29) =19/
6Xx—-29=19|+29/6x=48|:6/x=7 (Einsetzen) /y=47-29=-1/x=7,y=-1/

L ={(7]-1)}

b) Die Umformung: 5x =7 — 2y | -2/ 10x = 14 — 4y fuhrt zum Einsetzen in die 2. Gleichung:
(14-4y) -3y =49/14—-7y=49|-14/-7y=35|:(-7) I y =-5 (Einsetzen) / 5x =7 — 2(-5) /
5x=17|:5/x=3,4/x=3,4,y=9/L ={(3,4|9)}

¢) Auch hier fuhrt die Umformung 2y = 2x — 16 | -2 / 4y = 4x — 32 durch Einsetzen in die 2.

Gleichung zu: 7x =23 — (4x-32) | 7x =23 —4x + 32/ 7Xx =-4x + 55 | +4x [/ 11x=55| :5/

x =5 (Einsetzen) /2y =25-16/2y=-6|:2/y=-3/x=5,y=-3/L ={(5]-3)}

d) Einsetzen von y = 5x — 3 in die 2. Gleichung ergibt: 12x + 3(5x-3) + 10 = 2(5x-3-3) /

12x + 3(5x-3) + 10 = 2(5x-6) / 12x + 15x -9+ 10 = 10x — 12/ 27x + 1 = 10x — 12 | -10x /
13 116

17x+1=-12|-1/17x=-13 | :(-17) I x = _13 (Einsetzen) /y=-5-— -3=-—/
17 17 17
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13 116 13| 116
X:—_,y:—_/L: - |-
17 17 17) 17

[11.11 Lésungen: a) Wir addieren die beiden Gleichungen:

4x + 3y = 10
7x — 3y =56
4x + 3y = 10
11x = 66
4x + 3y = 10
X=6

(Gleichungsaddition)

Einsetzen von x = 6 in die 1. Gleichung ergibt: 24 + 3y =10 & 3y =-14 &y = —%. Also:

X=6,y= —% und damit als Lésungsmenge: L = {(6{—&}}

b) Anwendung des Additionsverfahrens ergibt:

5x + 8y =29

7X + 5y =53

-35x — 56y = -203
35x + 25y = 265
-35x — 56y = -203
-31ly = 62

-35x — 56y = -203
y=-2

-35x + 112 =-203
y=-2

-35x =-315
y=-2

Xx=9

y=-2

Losungsmenge ist: L = {(9]-2)}.
¢) Umformen und die Anwendung des Additionsverfahrens fuhrt auf:

3

|-(-7)
| -5

(Gleichungsaddition)

| :(-31)

(Einsetzen von y = -2)
| -112

| :(-35)

4x-9+2y=x+8 | -x, +9

33X+ 12 =37 -4y | +4y, -12

33X+ 2y =17

3x+4y =25 | -(-1)

3x+2y =17

-3x - 4y = -25 (Gleichungsaddition)
33X+ 2y =17

-2y =-8 | :(-2)

33X+ 2y =17 (Einsetzen von y = 4)
y=4

3x+8=17 | -8

y=4

3x=9 | :3

y=4

X=3

y=4
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Losungsmenge ist: L ={(3|4)}.

d) Die angesprochene Substitution ergibt ein lineares Gleichungssystem mit den Unbe-
kannten X’ und y’:

2X'+3y' =2
4 —7y'—1=-10 | +1
2X'+3y' =2 | -(-2)
4 -7y’ =-9
-4X' -6y = -4 (Gleichungsaddition)
4 -7y’ =-9
-13y’ =-13 | :(-13)
4 -7y’ =-9
y =1
4 =7y’ =-9 (Einsetzen von y’ = 1)
y=1
4X' -7 =-9 | +7
y=1
4’ = -2 | :4
y' =1
x'=-0,5
, , 1 1 y o
Aus x' = -0,5, y’ = 1 folgt dann: x = o5 =-2,y= 1 = 1. Als Lésungsmenge ergibt sich

somit: L ={(-2|1)}.

[11.14 Die Losungen der linearen Gleichungssysteme werden hauptsachlich nach dem Ad-
ditionsverfahren errechnet:

a) Es gilt auf Grund der Addition der 1. Gleichung zum Doppelten der 2. Gleichung:

+4x+ 12y =-8
- 2X+ 20y =-22
+4x+12y =-8

+ 52y =-52

und damit y = -1 und — nach Einsetzen in die 1. Gleichung — x = 1. Also: L = {(1|-1)}.

b) Wir 16sen zunachst die Klammern auf und fassen zusammen, bevor wir das Additions-
verfahren anwenden:

5x—-15+6y—-42=0

25x -7y + 14 =40

5x-57+6y=0 | +67

25x — 7y + 14 = 40 | -14

5x + 6y = 57 | -(-5)

25X -7y =26

-25x — 30y = -285 (Gleichungsaddition)
25X -7y =26

-37y = -259 | :(-37)

25x -7y =26

y=7

25X — 7y =26 (Einsetzen von y = 7)
y=7

25x - 49 =26 | +49
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y="7

25x =75 | :25
y=7

X=3

Losungsmenge ist: L ={(3]7)}.

c) Klammern auflésen und Zusammenfassen fuhrt auf die Gleichungsaddition:
8x+12-6y+9=17
-8x + 8y +10x +10y = 38

8x+21-6y=17 | -21

2x + 18y = 38

8x -6y =-4 | -3

2x + 18y = 38

24x — 18y =-12 (Gleichungsaddition)
2x + 18y = 38

26x = 26 | :26

2x + 18y = 38

x=1

2x + 18y = 38 (Einsetzen vony = 1)
x=1

2+ 18y =38 | -2

x=1

18y = 36 |:18

x=1

y=2

Losungsmenge ist hier: L = {(1]2)}.

d) Wir rechnen mit dem Einsetzungsverfahren, indem wir die 2. Gleichung durch 2 teilen,
die Gleichung 4x = 9y — 2 erhalten und in der 1. Gleichung 4x durch 9y — 2 ersetzen:

(9y-2) — 3y = 20 — 20(9y-2) (Klammern auflésen)
9y —2 -3y =20-180y + 40 (Zusammenfassen)
6y — 2 = 60 — 180y | +180y, + 2
186y = 62 | :186

62 _1

186 3
Einsetzen von y in die Gleichung 4x = 9y — 2 ergibt:
4x=9%—2:3—2:1 | :4

1
X==

4

. L 111

Lésungsmenge ist hier: L = {(Z‘é]}

e) Multiplikation der 1. Gleichung mit 30 und der 2. mit 20, also mit den Hauptnennern der
jeweiligen Briiche, ergibt:

20x — 24y = 15x — 105 | -15x
5x+2y =25
5x — 24y = -105 | -(-1)
Sx + 2y =25
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-5x + 24y = 105 (Gleichungsaddition)
Sx + 2y =25
26y =130 | :26
5x+2y =25
y=>5
5x+2y =25 (Einsetzen von y = 5)
y=>5
5x +10=25 | -10
y=>5
5x = 15 | :5
y=5
X=3
Ldosungsmenge ist damit: L = {(3|5)}.
f) Multiplikation der 1. Gleichung mit 12 und der 2. mit 6 fuhrt zu:
3X+4y=-1
X-y=2
Das Subtraktionsverfahren ergibt:
5y =-3 | :5
3

Y=g

Einsetzen in die Gleichung 3x —y = 2 fuhrt auf:

=2 |__
5

| :3

7| 3

Losungsmenge ist also: L = <| —|-=|¢.
15| 5

g) Multiplikation der 1. Gleichung mit 30 ergibt:

10(x-2y) + 6(2—x) = 5x

2X+4y =6

Weiter qilt:

10x — 20y + 12 — 6x = 5X (Zusammenfassen)
2X+4y =6

4x — 20y + 12 = 5x | -5x, -12

2X+4y =6

-X — 20y =-12 | -2

2X+4y =6

-2X — 40y = -24 (Gleichungsaddition)
2X+4y =6

-36y =-18 | :(-36)

2X+4y =6

y=0,5

2X+4y =6 (Einsetzen von y = 0,5)
y=0,5

2Xx+2=6 | -2
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y=0,5

2x=4

y=0,5

X=2

Loésungsmenge ist: L ={(2/0,5)}.

h) Multiplikation der 1. Gleichung mit 18 und der 2. mit 40, Auflésen der Klammern sowie

Zusammenfassen ergibt:
2(x+9) + 3y = 378

5x + 4(y—20) = 400

2x +18 + 3y = 378

5x + 4y — 80 = 400

2x + 3y = 360

5x + 4y = 480

-8x — 12y = -1440

15x + 12y = 1440

7x=0

15x + 12y = 1440

x=0

15x + 12y = 1440

x=0

12y = 1440

x=0

y =120

Lésungsmenge ist: L = {(0]120)}.

| -(-4)
| -3
(Gleichungsaddition)

| :7

(Einsetzen von x = 0)

|:12

i) Auflosen der Klammern und Zusammenfassen der linken und rechten Seiten in den

Gleichungen fiihren auf:

4x — 8y + 12 - 3x -3y + 21 = 30y — 45
2X+2y +8x—32=48x - 14y - 12
X —11y + 33 = 30y — 45

10x + 2y — 32 = 48x — 84y — 12
X—41y =-78

-38x + 86y = 20

38x — 1558y = -2964

-38x + 86y = 20

38x — 1558y = -2964

-1472y = -2944

38x — 1558y = -2964

y=2

38x — 3116 = -2964

y=2

38x =152

y=2

XxX=4

y=2

Losungsmenge ist damit: L = {(2|4)}.

| -30y, -33
| -48x, +84y, +32
| -38

(Gleichungsaddition)

| :(-1472)
(Einsetzen von y = 2)

| + 3116

| :38

J) Multiplikation der 1. Gleichung mit 16 und der 2. mit 40 ergibt:

2X + 4(x+2y) +y =48
4y — 5(y—x) + 10x = 120
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Auflosen der Klammern und Zusammenfassen fuhrt zu:

2X+4x + 8y +y =48
4y — 5y + 5x + 10x = 120

6X + 9y = 48

15x -y =120

Die 2. Gleichung wird mit 9 multipliziert, die beiden Gleichungen addiert:
6X + 9y = 48

135x — 9y = 1080

6X + 9y =48

141x = 1128

Division der 2. Gleichung durch 141 ergibt: x = 8, Einsetzen von x = 8 in die 1. Gleichung:
48 + 9y = 48 | -48

9y =0 | :9

y=0

Lésungsmenge ist hier: L = {(8]0)}.

IV.4 Mit dem Gaul3-Algorithmus ergeben sich die folgenden Umformungen zur Dreiecks-
gestalt sowie die Losungen:

a) Lineares Gleichungssystem:
- 5x + 5y = 5
+ 2X +3z=11
+7y-2z= 8
Anfangstableau:
Xy z|R.S.
55 0] 5
20 3| 11
07-2| 8
1. Schritt: 5*(2) + 2*(1)
-5 5 0| 5
01015|65
0 7-2| 8
2. Schritt: 10%(3) - 7*(2)
55 0] 5
010 15| 65
0 0-125|-375
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
-5x+ 5y = 5
+10y + 15z 65
- 1252 =-375
Losungen des linearen Gleichungssystems:
z=3
y=2
x=1
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b) Lineares Gleichungssystem:
+1x-2y+1z=0
+2x+3y-4z=1
-3x+4y+1z=2
Anfangstableau:

Xy z|R.S.

1-21|] O

234 1
341 2

1. Schritt: 1*(2) - 2*(1) / 1*(3) + 3*(1)
1-2 1|0

07-6]|1

0-2 4|2

2. Schritt: 7*(3) + 2*(2)
1-2 1| O
07-6]1

0 016116

Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+1x-2y+ 1z= 0

+7y - 62z=1

+16z=16

Losungen des linearen Gleichungssystems:
z=1
y=1
x=1

c) Lineares Gleichungssystem:
+10x+ 4y+3z+ 2u= 3

- 6x+ 8y+7z+ 4u=-7
+14x - 2y+5z+ 3u= 6

+ 8x+12y - 9z+10u=-4
Anfangstableau:

Xy z u|R.S.
10 4 3 2| 3
-6 87 4| -7
14 -25 3| 6
812-910| -4

1. Schritt: 5*(2) + 3*(1) / 5%(3) - 7*(1) / 5*(4) - 4*(1)
10 4 3 2| 3
0 52 4426]-26
0-38 4 1] 9
0 44-5742]-32
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2. Schritt: 26*(3) + 19*(2) / 13*(4) - 11*(2)
10 4 3 2| 3
052 44 26| -26
0 0 940520|-260
0 0-1225260]-130
3. Schritt: 188*(4) + 245*(3)
10 4 3 2| 3
052 44 26 | -26
0 0940 520| -260
0 0 0176280]-88140
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+10x+ 4y+ 3z+ 2u= 3
+52y+ 44z + 26u = -26
+ 940z + 520u= -260
+176280u = -88140

Losungen des linearen Gleichungssystems:
u=-0.5

z=0

y =-0.25

x=0.5

d) Lineares Gleichungssystem:
+1x+1y-2z+1u-1v= -1
+1x-1ly+1z+1lu+2v= 1
-2Xx+1y -1z-1u+1lv= 23
-1x-1y+2z-1u-1lv=-23
+1x-1ly-1z+1lu+2v= 1

Anfangstableau:

Xy zuVv|RS.
11-21-1] -1
1-1112] 1
-21-1-11| 23
-1-1 2-1-1| -23
1-1-112] 1
1. Schritt: 1*(2) - 1*(1) / 1*(3) + 2*(1) / 1*(4) + 1*(1) / 1*(5) - 1*(1)
11-21-1| 1
0-2 30 3| 2
03-51-1| 21
0000-2|-24
0-2 10 3| 2
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2. Schritt: 2*(3) + 3*(2) / -1*(5) + 1*(2)
11-21-1| -1
0-2 30 3| 2
00-12 7] 48
0000-2]|-24
00200] O
3. Schritt: 1%(5) + 2%(3)
11-21-1] -1
0-2 30 3| 2
00-12 7| 48
0000-2|-24
000414| 96
Zeilentausch: (4) <-> (5)
11-21-1] -1
0-2 30 3| 2
00-12 7| 48
000414| 96
0000-2|-24
4. Schritt: (keine Umformung)
11-21-1] -1
0-2 30 3| 2
00-12 7| 48
000414| 96
0000-2|-24
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+1x+1ly-2z+1lu- 1lv= -1
-2y + 3z + 3v= 2
-1z+2u+ 7v= 48
+4u+ 14v= 96
- 2v=-24
Losungen des linearen Gleichungssystems:
v=12
u=-18
z=0
y =17
x=12

IV.6 Mit dem Gaul3-Algorithmus ergeben sich die folgenden Umformungen zur Diagonal-
gestalt sowie die Losungen:

a) Lineares Gleichungssystem:

+1Ix+1ly+1z=14

+2x+1ly+ 3z2=32

+3x+2y+1z=22
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Anfangstableau:
xyz|R.S.
111] 14
213| 32
321| 22
1. Schritt: 1*(2) - 2*(1) / 1*(3) - 3*(1)
111)| 14
0-11| 4
0-1-2]-20
2. Schritt: 1*(1) + 1*(2) / -1*(3) + 1*(2)
10218
0-11] 4
003|24
3. Schritt: 3*(1) - 2*(3) / 3*(2) - 1*(3)
3 00| 6
0-30]|-12
0 03| 24
Teilen: (1):3/(2):(-3) / (3):3
100]|2
01014
0018
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x =2

+ 1y =4

+1z=8

Ldsungen des linearen Gleichungssystems:
X=2
y=4
z=8

b) Lineares Gleichungssystem:
-2X1+4X, +1X3= 9
+ 3X1 + 2Xo + 1X3 = -4
- BXy + 11X, + 2X3=-9

Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.

241 9

321| -4

512 -9

1. Schritt: 2%(2) + 3*(1) / -2%(3) + 5*(1)
2 41] 9

016519

018163
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2. Schritt: 4*(1) - 1*(2) / 8%(3) - 9*(2)

8 0 -1] 17
016 5| 19
0 0-37]|333

3. Schritt: -37*(1) + 1*(3) / 37*(2) + 5*(3)
296 0 0] -296
0592 0] 2368
0 0-37| 333
Teilen: (1):296 / (2):592 / (3):(-37)
100]-1
010] 4
001]-9
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1xq =-1
+ 1Xo =4
+ 1x3=-9
Losungen des linearen Gleichungssystems:
X1 =-1
X2 =4
X3 = -9

c) Lineares Gleichungssystem:
+1x+1ly+1z+1lu= 7

+2x -3y -2z+4u= 7
+3x-1ly+1z+2u=10
+1x+2y+3z-1u= 6
Anfangstableau:

XYy z u|lR.S.

1111 7

2-3-2 4| 7

3-112| 10

123-1] 6

1. Schritt: 1*(2) - 2*(1) / 1*(3) - 3*(1) / 1*(4) - 1*(1)
1111 7

0-5-4 2| -7

0-4-2-1|-11

012-2| 1

2. Schritt: 5*(1) + 1*(2) / -5*(3) + 4*(2) / 5*(4) + 1*(2)
501 7| 28

0-5-4 2| -7

0 0-613]| 27

006 -8|-12
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3. Schritt: 6*(1) + 1*(3) / -3*(2) + 2%(3) / 1*(4) + 1*(3)
30 0 055|195

015 020] 75
0 0-613]| 27
0 00 5] 15
4. Schritt: 1*(1) - 11*(4) / 1*(2) - 4*(4) / 5*(3) - 13*(4)
30 0 00] 30
015 00] 15
0 0-300]-60
0 0 05] 15
Teilen: (1):30/(2):15/(3):(-30) / (4):5
1000|121
0100]|1
0010]|2
0001]3
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x =1
+1ly =1
+1z =2
+1lu=3
Losungen des linearen Gleichungssystems:
x=1
y=1
z2=2
u=3

d) Lineares Gleichungssystem:
-2Xx-2y+1z+3u+1lv=3
+1x -2y -2z+1lu+3v=4
+3x+1ly-2z-2u+1lv=2
+1x+3y+1z-2u-2v=1
-2X+1ly+3z+1u-2v=5

Anfangstableau:

Xy zuVv|RS.
-2-213 1]
1-2-2 1 3|
31-2-2 1]
131-2-2]
-2131-2]

a r~r N b~ W
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1. Schritt: 2*(2) + 1*(1) / 2*(3) + 3*(1) / 2*(4) + 1*(1) / -1*(5) + 1*(1)
2-2131] 3
0-6-357]|11
0-4-1 55|13
043-1-3| 5
0-3-2 2 3] -2
2. Schritt: -3*(1) + 1*(2) / -3*(3) + 2*(2) / 3*(4) + 2*(2) / -2*(5) + 1*(2)
6 0-6-4 4| 2
0-6-357]| 11
0 0-3-5-1|-17
00375]| 37
0011115
3. Schritt: -1*(1) + 2*(3) / -1*(2) + 1*(3) / 1*(4) + 1*(3) / 3*(5) + 1*(3)
-60 0 -6-6|-36
06 0-10-8]|-28
00-3 -5-1]|-17
000 24| 20
000 -2 2] 28
4. Schritt: 1*(1) + 3*(4) / 1*(2) + 5*(4) / 2*(3) + 5*(4) / 1*(5) + 1*(4)
-60 00 6|24
06 001272
00-6018]|66
0002 4]20
00 00 6148
5. Schritt: 1*(1) - 1*(5) / 1*(2) - 2*(5) / 1*(3) - 3*(5) / 3*(4) - 2*(5)
-60 000|-24
06 000]|-24
00-600]-78
00 060]-36
00 006 48
Teilen: (1):(-6) / (2):6 / (3):(-6) / (4):6 / (5):6
10000 4
01000] -4
00100]13
00010]| -6
00001]| 8
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x = 14
+ 1y =-4
+1z =13
+ 1u = -6
+1v

1
(o]
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Losungen des linearen Gleichungssystems:

Xx=4
y=-4
z=13
u=-6
v=28

V.14 Mit dem Gaul3-Algorithmus ergeben sich die folgenden Umformungen zur Diagonal-
gestalt sowie die Lésungen bzw. Lésungsmengen:

a) Lineares Gleichungssystem:
+2X1 - 3Xo= 4
+1x;+4x,= 0
+5%x; - Ixp =-2
Anfangstableau:
X1 X2 | R.S.
2-3| 4
14| O
5-1|] -2
1. Schritt: 2*(2) - 1*(1) / 2*(3) - 5*(1)
2-3| 4
011| -4
013]|-24
2. Schritt: 11*(1) + 3*(2) / 11*(3) - 13*(2)
22 0| 32
011| -4
0 0]-212
Teilen: (1):22/ (2):11
10| 1.4545
01]-0.3636
00| -212
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x; = 1.4545
+ 1x, =-0.3636
0= -212
» keine LOsung des linearen Gleichungssystems » Lésungsmenge: L ={}

b) Lineares Gleichungssystem:
+ 2X1 - 6Xo + 4X3 =22

Anfangstableau:

X1 X2 X3| R.S.
2.6 4| 22
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Teilen: (1):2

1-32|11

Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1X1-3Xp +2x3 =11

Losungen des linearen Gleichungssystems:

X2 =8

Xz =1t

X1 =11+ 3s-2t

» unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter sind die reellen
Zahlen s, t » Losungsmenge: L = {(11+3s-2t|s|t)| s,teR}

c) Lineares homogenes Gleichungssystem:
+2X;+ 1xo +5x3=0
+3X1+ 44X - 7X3=0
+5X; +5X, - 2X3=0

Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.
215 O
34-71 O
55-2] O
1. Schritt: 2*(2) - 3*(1) / 2*(3) - 5*(1)
21 5|0
05-29]|0
05-29]|0
2. Schritt: 5*(1) - 1*(2) / 1*(3) - 1*(2)
100 5410
05-29|0
00 0|0
Teilen: (1):10/ (2):5
10 54]0
01-5.8]0
00 O0]0
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1xq +54x3=0
+1x, - 5.8x3=0
0=0
Ldsungen des linearen Gleichungssystems:
X3 =t
X1 = 0-5.4t
X, =0+ 5.8t

» unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter ist die reelle
Zahl t » Lésungsmenge: L = {(-5,4t|5,8t|t)| teR}
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d) Lineares Gleichungssystem:
-2X1+3Xo+4x3= 9
+ 3X1 - 2Xo + 3X3=-8
- 8X1+ 7%y - 2X3=-7

Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.
234 9
3-2 3| -8
-8 7-2| -7
1. Schritt: 2*(2) + 3*(1) / -1*(3) + 4*(1)
23 4] 9
051811
051843
2. Schritt: 5*(1) - 3*(2) / 1*(3) - 1*(2)
-100-34 |12
05 18|11
00 0]32
Teilen: (1):(-10) / (2):5
103.4|-1.2
0136] 2.2
00 0] 32
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1xq + 3.4x3=-1.2
+ 1X, + 3.6X3= 2.2
0= 32
» keine LOsung des linearen Gleichungssystems » Lésungsmenge: L ={}

e) Lineares Gleichungssystem:
+1X1 - IXo + 1X3 = 3
- IX;+ 11X, - IX3=-3
+1X1 - IXo - IX3= 3

Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.

1-1 1| 3

11-1] -3

1-1-1] 3

1. Schritt: 1%(2) + 1%(1) / 1%(3) - 1*(1)
1-1 1|3

000|0

00-2|0
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2. Schritt: 2*(1) + 1*(3)

2-2 016
000O0]0
00-2]0
Teilen: (1):2/(3):(-2)
1-10]3
0 00]|0
001]|0
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x; - 1x; =3
0=0

+1x3=0
Losungen des linearen Gleichungssystems:
Xo =t
Xy =3+t
X3=0

» unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter ist die reelle
Zahl t » Lésungsmenge: L = {(3+t|t|0)| teR}

f) Lineares Gleichungssystem:
+1X1 - 2X2 - IX3 + 2X4=-3
+ 2X1 - 2Xp - 2X3+ 2X4 = -2
-3X1+1IXo+3X3 - Ixga=-1
+2X1 - IX2 - 2X3+1x4= 0

Anfangstableau:

X1 X2 X3 X4 | R.S.

1-2-1 2] -3

2-2-2 2| -2

-:313-1] -1

2-1-21| O

1. Schritt: 1*(2) - 2*(1) / 1*(3) + 3*(1) / 1*(4) - 2*(1)
1-2-1 2| -3

020-2| 4

0-50 5]|-10

030-3|] 6

2. Schritt: 1*(1) + 1*(2) / 2*(3) + 5*(2) / 2*(4) - 3*(2)
10-1 0|1

02 0-2|4

000O0]|O

000O0]|O
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Teilen: (2):2

10-1 0|1
010-1|2
000O0]|O
000O0]|O
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1xq - 1X3 =1
+ 1X, -1xy=2
0=0
0=0
Losungen des linearen Gleichungssystems:
Xz =1
Xq=U
X1 =1+t
Xo=2+uU

» unendlich viele Losungen des linearen Gleichungssystems; Parameter sind die reellen
Zahlen t, u » Lésungsmenge: L = {(1+t|]2+ul]t|u)| t,ueR}

IV.15 Lésungen und Lésungsmengen der linearen Gleichungssysteme sind:

a) Anfangstableau:

X1 X2 | R.S.
23| b5
8-3] 5
1. Schritt: 1*(2) - 4*%(1)
2 3] 5
0-15]-15
2. Schritt: 5*(1) + 1*(2)
10 0] 10
0-15]-15
Teilen: (1):10/ (2):(-15)
10]|1
011
L6sungen des linearen Gleichungssystems:
X1=1
Xo=1

» eindeutige LOsung des linearen Gleichungssystems » Ldsungsmenge: L = {(1]|1)}

b) Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.
4-32| -8
12-4] 9
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1. Schritt: 4*%(2) + 1*(1)

4-3 2| -8

0 5-14|28

2. Schritt: 5*(1) + 3*(2)

200-32 |44
05-14|28

Teilen: (1):20/ (2):5

10-16]2.2

01-2.8|5.6

L6sungen des linearen Gleichungssystems:

Xz =1

X1 =22+ 1.6t

X, = 5.6 + 2.8t

» unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter ist die reelle
Zahl t » Lésungsmenge: L = {2,2+1,6t|5,6+2,8t|t)| teR}

¢) Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.

12 6| 28
10-1 43| 70
15 1-20| 53
1. Schritt: 1%(2) + 10*(1) / 1*(3) + 15%(1)
12 6] 28
019 103 | 350
031 70|473

2. Schritt: 19%(1) - 2%(2) / 19*(3) - 31*(2)
19 0 -92| -168

019 103| 350

0 0-1863]|-1863

3. Schritt: -81*(1) + 4*(3) / 1863*(2) + 103*(3)
1539 0 0| 6156

0 35397 0]460161
0 0-1863| -1863
Teilen: (1):1539 / (2):35397 / (3):(-1863)
100]| 4
010]13
001] 1
Ldsungen des linearen Gleichungssystems:
X1=4
X2 = 13
X3=1
» eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems » Losungsmenge: L = {(4|13|1)}
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d) Anfangstableau:

X1 X2 X3 Xa |RS
9 -2 317| 27
13 7 1-8| 13
-1 416 7| 26
213 -512| 22
1. Schritt: 9%(2) - 13%(1) / 9%(3) + 1*(1) / 9%(4) - 2*(1)
9 -2 3 17| 27
0 89 -30-293|-234
0 34147 80| 261
0121 -51 74| 144
2. Schritt: 89%(1) + 2%(2) / 89*(3) - 34*(2) / 89*(4) - 121*(2)
801 0 207 927| 1935
089 -30 -293| -234
0 01410317082 | 31185
0 0 -90942039|41130
3. Schritt: 1567*(1) - 23%(3) / 4701*(2) + 10*(3) / 1567*(4) + 101*(3)

1255167 0 0 1059723| 2314890
0 418389 0 -1206573| -788184
0 014103  17082| 31185
0 0 0 67600395 | 67600395
4. Schritt: 84395*(1) - 1323*(4) / 253185*(2) + 4519%(4) / 7511155*(3) - 1898*(4)
105929818965 0 0 0| 105929818965
0 105929818965 0 0| 105929818965
0 0 105929818965 0| 105929818965
0 0 0 67600395 | 67600395

Teilen: (1):105929818965 / (2):105929818965 / (3):105929818965 / (4):67600395
1000(1
0100]1
0010]1
00011

L6sungen des linearen Gleichungssystems:

X1=1

Xo=1

X3=1

Xa=1

» eindeutige LOsung des linearen Gleichungssystems » Losungsmenge: L = {(1|1]|1|1)}

V.4 Loésungen: Die Werte der Determinanten betragen:

4 9
J:4wﬁm@4a:m2

A3 -1
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3 —_
b) > 3 =3B-(-2)[2=9+4=13
2 3 -1
c)3 5 -2=20B4-3)+3[(-24+(-)BITF-(-)BMH4-3BU-3)-2(-2)[T =
4 7 -
-30-24-21+20+27+28=0
1 -2
d[-2 3 =185+ (-2) AU-3) +3[(-2) {-1) -3BLH-3) - (—2) (-2) (b-11[-1 =
-3 -1
15+6+6+27-20+1=35
3 0 O
0 -20 : : : :
e) 0 0 4 = 3[(-2)[4[5=-120 (als Determinante einer Diagonalmatrix)
0O 0 O
1 2 O
-2 3 2 1 2 3 1 2 3 1 2
f)_;i_lz =0M3 1 2[-1B 1 2|+00-2 3 1|-(-2)0F2 3 1=
1 3 - 1 3 -2 1 3 - 3 1
1 3 O

-1(-2+4+27-3+12-6)+2(6+6-6-27+8-1) = -32-16 = -48 (mit Determinantenent-
wicklung nach der 3. Spalte)

V.6 Die Losungen der linearen Gleichungssysteme sind mit Hilfe von Determinanten:

4 7 -3 4

a) x= -3 -1 _40-12)-70-3) _ 27 -1 y= 9 - _ (U3 -4 _-2 -1
-3 7 (3y(-12-7® -27 ' -3 7 (-12-7 -27
9 -1 9 -1

b) Wir formen das lineare Gleichungssystem zunachst um:

5(p+tq) - 12=3 (Auflésen der Klammern)

-4(p—2) +3=2(g—p) + g (Auflésen der Klammern)

5p+5q-12=3

“4p+8+3=29-2p+( (Zusammenfassen)

S5p+59-12=3 | +12

-4p+11=3g-2p | +4p

5p +5q =15

2p+3g=11

Als Lésungen ergeben sich:

5 1
|2 11 sm1-152 25

11 j_lS[:B—SELl_—lO__Z g 25
' ‘51 53-52 5

‘51 5[3-52 5

‘15
= 5

2
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23 2 3

-14 4 1
o p= -31 8 - _ 23(8((-4) + 201(-31) + 3(-14) B-314(-31) ~2[(-14 (-4 2318 _ -690__
1 2 3 13 0(-4) + 2AB+3[{-2) B-3@ B-20(-2) [(-4) -113 -138
-2 4 1
5 8 -
1 23 3 1 2 23
-2 -14 1 -2 4 -1
4= 5 —31 -4 414 _ 3= 5 8 —-31_-1104_
1 2 3] -138 1 2 3| -138
-2 4 1 -2 4 1
5 8 - 5 8 -

d) Wir I6sen die Klammern auf und fassen zusammen:

AXx+4y -7z =-7
13x -2y —4z =-19
-3X +25y —45z =-17

Es ergibt sich nun:
-7 4 -7
-19 -2 -4

_ =17 25 -4 :(—7)[0—2)[@—43+4E0—4)Eﬂ—17)—7E0—19E25+7Eﬂ—2)E0—1‘0—4Eﬂ—19Eﬂ—43+7[ﬂ—4)[25
4 4 -7 412 [(H4H +4[(H) (-3 — 7325~ 7[(-2) [(F3) —413 (49 -4[(-4) [25

13 -2 -4
-3 25 -4
295
915
4 -7 -7
13 -19 -4
-3 ~17 —43 _ AN-19 (49 —7(-4) [(-3 ~703(-17) + 7[(-19 [(-3) +7[13[(-49 —4[(-4) [(-17)
4 4 -7 AN 49 A4 (-3 — 71325 7((-2) [{-3) — 41345 - 4[(-4) (25
13 -2 -4
-3 25 -4
95
915
4 4 -7
13 -2 -19

-3 25 -17 _4[-2)[-17)+40-19) [-3) - 71325+ 7{-2) [-3) - 413[(-17) -4 {-19) (25
4 4 -7 4A0-2) {45 +40-4) [-3) - 7(1325- 7[-2) [{-3) - 4[13[(-45) - 4[(-4) (25

13 -2 -4
-3 25 -45
:%:1
915
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VI.4 Lésungen: a) Ansatz: y = ax +b. Lineares Gleichungssystem:
fl) =- a+b=-85
f(3.5) = +3.5a+b= 32
Anfangstableau:

ab|R.S.

-11] -85
351 32
1. Schritt: 1*(2) + 3.5%(1)
-1 1]-85

04.5]2.25
2. Schritt: 4.5%(1) - 1*(2)
-45 0]-40.5

04.5] 2.25

Teilen: (1):(-4.5) / (2):4.5
10| 9
01|05
Losung: a=9,b =0,5;y =9x + 0,5 (Gerade).

b) Ansatz: y = ax +b. Lineares Gleichungssystem:
f(-6) -6a+b=38
f(5) +ba+b= -6
Anfangstableau:
ab|R.S.
-61| 38
51| -6
1. Schritt: 6*(2) + 5*(1)
-6 1| 38
011|154
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
-6a+ b= 38
+11b =154
Losung: b =14, a=-4;y = -4x + 14 (Gerade).

c) Ansatz: y = ax? + bx + c. Lineares Gleichungssystem:
f(1) + la+1b+1c=52
f(5) +25a+5b+1c=76
f0) = +1c=51
Anfangstableau:
abc|R.S.
111| 52
2551| 76
001| 51
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1. Schritt: 1*(2) - 25*(1)
1 1 1| 52
0-20-24|-1224
0O 0 1| 51
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+la+ 1b+ 1lc= 52

- 20b - 24c=-1224

+ 1lc= 51

Losungen: ¢ =51, b =0, a=1;y = x* + 51 (Normalparabel).

d) Ansatz: y = ax® + bx + c. Lineares Gleichungssystem:
f(-2) =+ 4a-2b+1c=-18

f0) = +1c= 0

f(7) +49a+7b+1c= 0

Anfangstableau:

a bc|R.S.
4-21] -18
001 O
49 71| O
1. Schritt: 4*(3) - 49*(1)
4 -2 1]-18
0O 0 1| O
0126 -45 | 882
Zeilentausch: (2) <-> (3)
4 -2 1]-18
0126 -45 | 882
0O 0 1| O
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+4a- 2b+ 1lc= -18
+ 126b - 45¢c =882
+ 1c= O
Losungen: ¢ =0, b =7, a=-1; y = -x* + 7x (hach unten gedffnete Normalparabel).

e) Ansatz: y = ax® + bx + c. Lineares Gleichungssystem:

f-2) =+ 4a-2b+1c=-2
f1) = la+1lb+1c=1
f2) =+ 4a+2b+1c=10
Anfangstableau:

a bc|R.S.

4-21| -2

111 1

421] 10
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1. Schritt: 4*(2) - 1*(1) / 1*(3) - 1*(1)
4-21]| -2
063| 6
0 40|12
2. Schritt: 3*(3) - 2*(2)
4-2 1] -2
06 3| 6
0 0-6|24
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+4a-2b+1c= -2

+6b+3c= 6

-6c=24

Losungen: c=-4,b=3,a=2;y=2x*+3x —4.

f) Ansatz: y = ax’® + bx + c. Lineares Gleichungssystem:
f(1) = la+1b+ 1c=-10
f(2) + 4da+2b+1c=-12
f(-3) + 9a-3b+1c=-22
Anfangstableau:
a bc|R.S.
111] -10
4 21| -12
9-31| -22
1. Schritt: 1*(2) - 4*(1) / 1*(3) - 9*(1)
1 11]-10
0 -2-3| 28
0-12-8| 68
2. Schritt: -1*(3) + 6*(2)
11 1|-10
0-2 -3| 28
0 0-10]100
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+1x+1ly+ 1z= -10

-2y - 3z= 28

- 10z=100

Losungen: ¢ = -10, b =1, a=-1; y = -x* + x — 10 (hach unten gedffnete Normalparabel).

g) Ansatz: y = ax® + bx? + cx + d. Lineares Gleichungssystem:

f-1) = - la+1lb-1c+1d= 2
f2) =+ 8a+4b+2c+1d=11
f8) =+27a+9b+3c+1d=34
f0) = +1d= 1
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Anfangstableau:

ab cd|R.S.
-11-11| 2
84 21| 11
279 31| 34
0001] 1
1. Schritt: 1*(2) + 8*(1) / 1*(3) + 27*(1)
11 -1 1] 2
012 -6 9|27
036-24 28|88
00 01]1
2. Schritt: 1*(3) - 3*(2)
-1 1-11 2
012-69]| 27
0 0-61| 7
0001|121
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
-la+ 1b-1c+1d= 2
+12b-6¢+9d =27
-6c+1d= 7
+1d= 1
Losungen:d=1,c=-1,b=1,a=1;y = x>+ x* — x + 1 (kubisches Polynom).

h) Ansatz: y = ax® + bx? + cx + d. Lineares Gleichungssystem:

f-1) = - la+ 1lb-1lc+1d= 9
f(-2) - 8a+ 4b-2c+1d=-73
f(4) = +64a+ 16b+4c+1d=599
f0) = +1d= 23
Anfangstableau:

a b cd|R.S.

-1 1-11] 9

-8 4-21]| -73

6416 41| 599

0 001| 23

1. Schritt: -1*(2) + 8*(1) / 1*(3) + 64*(1)
11 -11] 9

0 4 -6 7| 145

080-6065]|1175

00 O01] 23
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2. Schritt: 1%(3) - 20*(2)
-11 -1 1| 9
04 -6 7| 145
0060-75|-1725
00 0 1| 23
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
-la+1lb- 1lc+ 1d= 9
+4b - 6c+ 7d= 145
+60c - 75d =-1725
+ 1d= 23
Losungen: d =23, ¢ =0, b = -4, a = 10; y = 10x> — 4x? + 23 (kubisches Polynom).

i) Ansatz: y = ax* + bx® + cx? + dx + e. Lineares Gleichungssystem:
f(l) =+ la+ 1b+ 1lc+1ld+le= 6

f2) =+ 16a+ 8b+ 4c+2d+le= 14
f-2) =+ 16a- 8b+ 4c-2d+1le= 42
f(4) = +256a+64b + 16¢c +4d + 1e = 240
f0) = +le= 12

Anfangstableau:

a b cde|R.S.
11111 6
16 8 4 21| 14
16 -8 4-21| 42
25664 16 41| 240
0 0001 12
1. Schritt: 1*(2) - 16*(1) / 1*(3) - 16*(1) / 1*(4) - 256*(1)
1 1 1 1 1] 6
0O -8 -12 -14 -15| -82
0 -24 -12 -18 -15| -54
0-192 -240 -252 -255 | -1296
O 0O O o0 1| 12
2. Schritt: -1*(3) + 3*(2) / -1*(4) + 24*(2)
11 1 1 1| 6
0-8-12-14 -15| -82
0 0-24-24 -30|-192
0 0-48-84-105|-672
00 0 O 1| 12
3. Schritt: -1*(4) + 2*(3)
11 1 1 1| 6
0-8-12-14-15| -82
0 0-24-24-30|-192
00 O 36 45| 288
00 0 O 1| 12
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Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+la+1lb+ 1c+ 1d+ le= 6
-8b - 12c - 14d - 15e = -82
- 24c - 24d - 30e =-192
+ 36d + 45e = 288
+ le= 12
Losungen: e =12,d=-7,¢=0,b=0,a=1;y = x* — 7x +12.

V1.6 Die Lésungen der Bestimmungsaufgaben lauten:

a) Ansatz: f(x) = ax® + bx® + cx +d, f(x) = 3ax® + 2bx + ¢, f’(x) = 6ax + 2b.
Lineares Gleichungssystem:

fQ)= + 8a +4b+2c+1d=0

f(2)= + 12a+4b+1c =0
3'f’(§)=+ 4a +4b+3c =-16
w2
f(§)= + 4a +2b =0
Anfangstableau:
abcd]|R.S.
8421| O
12410| O
4430| -16
4200 O
1. Schritt: 2*(2) - 3*(1) / 2*(3) - 1*(1) / 2*(4) - 1*(1)
8421 O
0-4-4-3] O
04 4-1|-32
00-2-1] O
2. Schritt: 1*(3) + 1*(2)
8421| O
0-4-4-3| O
000-4|-32
00-2-1] O
Zeilentausch: (3) <-> (4)
8421 O
0-4-4-3| O
00-2-1] O
000-4|-32

Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+8a+4b+2cz+1d= O
-4b - 4c-3d= 0
- 2c-1d= 0
-4d=-32
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Losungen: d=8,c=-4,b=-2,a=1;f(x) = x> — 2x* — 4x + 8.

b) Ansatz: f(x) = ax® + bx? + cx +d, f(x) = 3ax® + 2bx + c.
Lineares Gleichungssystem:
f)= + la+ 1b+ 1c+1d= O
f)= + 8a+ 4b+ 2c+1d= 1
f(2)= + 12a+ 4b+ 1c = 0
f(10) = +1000a + 100b +10c + 1d =513
Anfangstableau:

a b cd|RS.

1 1 11] O

8 4 21| 1

12 4 10| O

1000100101 513
1. Schritt: 1*(2) - 8*(1) / 1*(3) - 12*(1) / 1*(4) - 1000*(1)
1 1 1 1] O
O 4 -6 -7 1
0O -8 -11 -12| O
0-900-990-999 | 513
2. Schritt: -1*(3) + 2%(2) / -1*(4) + 225*(2)
11 1 1| O
04 -6 -7 1
oo -1 -2 2
0 0-360-576|-288
3. Schritt: -1*(4) + 360*(3)
111 1] O
0-4-6 -7| 1
00-1 -2 2
0 0 0-144] 1008
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:

+la+1lb+1c+ 1d= 0
-4b-6¢c- 7d= 1
-lc- 2d= 2

- 144d = 1008

Losungen: d =-7,c =12, b =-6,a=1; f(x) = x> — 6x* +12x — 7.

VI.12 Lésungen: a) Die Vektoren sind linear abhangig wegen:

a B rechte Seite

3 -9 0

5 -15 0 3:(2) - 5:(1)
-7 21 0 3-(3)+7-(1)
3 -9 0

0 15 0

0 0 0

P Lineare Abhangigkeit
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b) Die Vektoren sind linear unabhangig wegen:

a B vy rechte Seite

2 -1 1 0

1 2 1 0 2:(2) - (1)

-1 -1 -2 0 2-3) + (1)

1 1 0 0

0 5 1 0

0 -3 -3 0 5-33) + 3-(2)

1 1 0 0

0 5 1 0

0 0 -12 0 » Lineare Unabhangigkeit
c) Die Vektoren sind linear abhangig wegen:

a B vy rechte Seite

4 -3 -1 0

-10 2 8 0 2-(2) +5-(1)

3 -6 3 0 4-(3) — 3-(1)

4 -3 -1 0

0 -11 11 0

0 -15 15 0 11-(3) — 15:(2)
4 -3 -1 0

0 -11 11 0

0 0 0 0 P Lineare Abhangigkeit
d) Die Vektoren sind linear unabhangig wegen:

a B rechte Seite

1 1 0

1 4 0 (2) - (2)

-1 -1 0 (3) + (1)

1 1 0

0 3 0 P Lineare Unabhangigkeit

© 0 0)

VI.17 Lésungen: a) Wir Uberprifen den Punkt A(5]2|6) und erhalten:

5 2 -1 3 -1

2|=| 1 |+t 2 | & |1|=t 2 | &t=-3,2t=1,2t=7 ¥ => A¢g

6 -1 2 7 2

5 2 -1 2 -15 2 -15 2 -1/5
2(=r|-1|+9-4|=>|-1 -4{2|21l +1 |0 -9|9 0 -99|=>
6 4 2 4 26/11-21 (0O 4|-4)9lll +4I1 (0O 0|0

-9s=9,2r-s=5=>s=-1,2r+1=5=>s=-1,r=2=>AcE
Analog gilt fir den Punkt B(3|-1|3):

3 2 -1 1 -1

“1|=| 1|+t 2 | |-2|=t| 2 | ®t=-1=>Beg
-3 -1 2 -2 2
sowie:
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3 2 -1 2 -1/3 2 -1|3 2 -1 3
~1|=r|-1|+8-4|=>|-1 -4-1|211+1 |0 -9|1 0-91 |=>
-3 4 2 4 2(3)m-2110 4|-3)o1+41 (0 0|-23
0=-23 ¥ =>B¢E

b) Wir untersuchen die Lage der zwei Geraden zueinander: «) Untersuchung auf Schnitt-
punkt (gMh): Gleichsetzen der Geradengleichungen ergibt:
1 0 0 1 0 -1) (-1
O|+9-1|=|0|+t{1| < g-1|+t-1|=| O | = -t=-1, -s-t=0, 2s=1 < t=1, s=0,5, -1,5=0 &
0 2 1 0 2 0 1
Die Geraden schneiden sich wegen des Widerspruchs nicht. 8) Untersuchung auf Paralle-

litat (g || h): Fr die Richtungsvektoren in den Geradengleichungen muss im Fall der Paral-
lelitat fur ein gewisses reelles k gelten:

0 1
-1|=kl 1| = k=0, k=-1, 0=2 ¥
2 0

Auf Grund des Widerspruchs sind die Geraden also nicht parallel, sondern windschief.

nl
c) Die Ebene E lasst sich in_Normalendarstellung wie folgt errechnen: Mit _r:= n, | als
n3
n(1 n, 1
Normalenvektor muss gelten: | n, [[JO (=0, | n, []-1|=0, also: ny + n3 =0, ny —nz + 2n3
ng ) (1 n, 2

= 0. Im unterbestimmten linearen Gleichungssystem wahlen wir nz3 = 1, so dass folgt:
ng+1=0< n;=-1undweiter: -1 —n, + 2 =0 < n, = 1. Der gesuchte Normalenvektor ist

-1
also: _r: =| 1 [, die Ebenengleichung in Parameterform lautet:
1
-1 -1\ (1 -1 -1\ (X,
E:| 1 E_b: =1 1|, also:E:| 1 E_b: =-lunddamit: E: | 1 |[Ix, |=-1, also:
1 1)(-1 1 1) (x

3
E: -X1 + Xo + X3 =-1.

Hinsichtlich des Schnittpunktes zwischen Geraden und Ebene (gNE) ergeben sich zwei
verschiedene Vorgehensweisen: a) Gleichsetzen von Geraden- und Ebenengleichungen
in Parameterform: Es gilt:

2 1 1 1 1 1 -1 1 1
1|+r| O |=| 1 |+50|+t{-1|<|0|=r| O |[+50 |+t -1|<
0 -1 -1 1 2 1 1 1 2

r+s+t=1,-t=0,r+s+2t=1<t=0,r+s=1,r+s=1~1t=0,2s=2,r+s=1&
t=0,s=1,r=0
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Wir benutzen nur den r-Wert, um diesen in die Geradengleichung einzusetzen, und erhal-

2 1 2
ten fUr den Schnittpunkt S: 6>S= 1/+001 0 [=|1], also: S(2]1]0). B) Einsetzen der Gera-
0 -1 0
-1
dengleichung in die Normalenform der Ebene: Fir _; setzenwirinE: | 1 E_b: =-1 die Ge-
1
2 1
radengleichung g: _;: 1|+r| O | einund erhalten:
0 -1
-1) |(2 1 -1\ (2 -1\ (1
1 1l+r{ O ||=-1< | 1 |J1|+r 1 0 |=-1< -1+r{-2)=-1=7r1=0
1 0 -1 1)10 1)(-1

Es ergibt sich mit r=0 und dem Einsetzen von r in die Geradengleichung derselbe Schnitt-
punkt S(2[1|0).

(% 1 -2 0
d) Aus der Ebenengleichung E: x=|x, |=| O |+r| -1 |+9g —1| erhalten wir:
X, -2 0 2

X1=1-2r, Xo=-r—s, X3 =-2+ 25,
so dass das Einsetzen in F: 22x; — 16X, — X3 = -4 ergibt:
22(1-2r) — 16(-r-S) — (-2+42s) =-4 & 22 —44r + 16r + 16s+ 2 —-2s=-4 &
-28r+14s+24=-4 = -28r+14s=-28 <& 145 =-28+ 28r & s=-2+ 2r
Einsetzen von s = -2 + 2r in die Ebenengleichung E fihrt zur Schnittgeraden:

i 1 -2 0 1 -2 0 0 1 -2
g: x=| 0 |[+r| -1|+(2+2r)-1|=| O |+r| -1|-2-1|+2r -1|=| 2 |+1] -3
-2 0 2 -2 0 2 2 -6 4

Die Ebenen E und F schneiden sich also in der Schnittgeraden g (E N F = Q).

VII.4 Lésungen: a) Das lineare Gleichungssystem mit Parameter r liegt schon in Dreiecks-
gestalt vor, so dass auf Gleichungsadditionen gemald dem Gaul3-Algorithmus verzichtet
werden kann. Wir haben damit das Endtableau:

31 -2|-5
Or 4 1|6
O 0r+6/0

Wir untersuchen die von r abhangigen Diagonalelemente:
Fall1:r+ 6 =0 < r =-6: Das Endtableau wird zu:

3 1 -2]-5
0 -6 4|6 |,
00 0

woraus sich wegen der 3. Zeile des Endtableaus als Nullzeile eine mehrdeutige Losbarkeit
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ergibt.

Fall 2: r = 0: Das Endtableau formen wir hier noch weiter um:
31 -2-5 31-2/-5

00 4|6 00 4|6

00 6|0 )4ll-6ll (OO0 0|-36

Wegen 0 = -36 in der letzten Zeile des Tableaus erhalten wir hier keine Losung.

Fall 3 ist der Fall mir r # -6 und r # 0. Hier erhalten wir fir jedes solche r eine eindeutige
Lésung, da wir nun durch alle Diagonalelemente teilen konnen.

b) Das lineare Gleichungssystem mit Parameter t liegt schon in Dreiecksgestalt vor. Wir
haben als Endtableau:

2t -2 —-t| 6

0 t-1 t t

0 0 t-2t>-4
Fall1:t—2 =0 < t = 2: Mit dem Endtableau

4 -2 -2/6
01 2|2
O 0 00

ergibt sich eine mehrdeutige Losbarkeit.

Fall2:t—1=0 < t=1: Aus dem Endtableau und dessen Umformungen
2 -2 -16 2 -2 -16
0 0 1|1 0O 0 1|1
O O -1-3/lI+Il (O O 0-2

folgt die Unlosbarkeit in diesem Fall.
Fall 3: t = 0: Das hier umgeformte Endtableau

0-2 0]6 0-2 0|6
0 -1 0|/021-1]|0 0 O0l-6
0 0 -2-4 0 0 -2/-4

fuhrt auf die Unlosbarkeit in diesem Fall.
Fall4: Furt+0,t# 1, t #+ 2 ergibt sich eindeutige Ldsbarkeit.

c) Wir formen das lineare homogene Gleichungssystem mit Parameter t zunachst nach
dem Gaul3-Algorithmus um:

3t 20 3 ot 2 |0 3t 2 o
6 t 10|11-21 |0 -t =30 0-t -3 1[0
t -1 0031 —tl (0 -3-t> -2tj0)tlll +(3+t?)] |0 0 -5*-90

Fall 1: -5t* — 9 = 0 tritt nicht auf wegen der Unlésbarkeit der Gleichung.
Fall 2: -t =0 < t = 0 fuhrt auf das Tableau:
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30 2|0 30 20
00 -30 00 -30
00 -90)I1-3I1 (OO0 00

und damit zur mehrdeutigen Losbarkeit.
Fall 3: t # 0 ergibt eindeutige Losbarkeit, Gbrigens mit L6ésung: L = {(0|0|0)}.

d) Umformungen des linearen Gleichungssystems mit Parameter a mit dem Gaul3-Algo-
rithmus fuhren auf:

4a 2 a |ba
8 3 2a|8 |all —-2I
6a -3 —-2/6 /2111 =3I

da 2 a 5a

0 3a-4 2a°-2al -2a

0 -12 -3a-4|-15a+12)(3a-4)Ill +12I|
da 2 a 5a

0 3a-4 2a°-2a -2a

0 0 15a°-24a+16|-45a° +72a-48

Bei der ersten Umformung ist auf Grund der Gleichungsaddition a-ll — 2:I die Bedingung
a # 0 zu beachten, da wir eine Gleichung (hier die 2. Gleichung) nicht mit 0 multiplizieren
durfen. Somit ist zunachst zu betrachten:

Fall 1: a = 0: Das Anfangstableau wird zu:

0O 2 00/l -1l (8 3 08 8 3 018
8 3 018 0 2 00 02 0|0
0 -3 -26 0 -3 -2|6)2111 +3Il {0 0 —-4)12

so dass hier eindeutige Lésbarkeit vorliegt.
Wir betrachten die Diagonalelemente.

Fall 2: Die quadratische Gleichung 15a°~24a+16 = 0 hat keine L6ésung, so dass das Dia-
gonalelement 15a°~24a+16 + O fiir jedes reelle a ist.

Fall 3: 3a—-4 =0 < 3a=4 < a =0,75: Einsetzen in das Endtableau ergibt:

32 075 3,75

0 0 -0375 -15

0 0 6,4375|-19,3125
und damit wegen 6,4375x3 = -19,3125 & x3 = -3 (3. Gleichung) und -0,375x3 = -1,5 <
X3 = 4 (2. Gleichung) einen Widerspruch, so dass Unlosbarkeit vorliegt.

Das Diagonalelement 4a braucht nicht betrachtet zu werden, da es schon im Fall 1 enthal-
ten ist. Fur Fall 4: a # 0,75 haben wir noch eine eindeutige Losung.

VIL.5 Lésungen: a) Fur t = 1 wird das lineare Gleichungssystem mit Parameter zu einem
normalen linearen Gleichungssystem:
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Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.
2-11|] O
-1-1 3] -1
1-17] -3
1. Schritt: -2*(2) + 1*(1) / 2*(3) + 1*(1)
2-1 1]0
01-5|2
0-315]|-6
2. Schritt: 1*(1) + 1*(2) / 1*(3) + 3*(2)
-20-4|2
01-5|2
000]0
Teilen: (1):(-2)
10 2|-1
01-5] 2
000]0
Lésungen des linearen Gleichungssystems:
X3=S
X1=-1-2s
Xp =2 +5s
» unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter ist die reelle
-1-2s -1 -2
Zahl s » Losungsmenge: L., =4| 2+5s |[sOR{=4| 2 |+5 5 |sORy.
S 0 1

b) Fur das allgemeine lineare Gleichungssystem mit Parameter t gelten die Umformungen:
-2 t-2 t? 0

-1 -1 3 -t 211 =1

t -t S5t+2-5+2)21 +tl

-2 t-2 t2 0

0 -t -t2+6t | -2t

0 t?-4t t®+10t+4|-10t+4 |11l +(t—4)l
-2 t-2 t2 0

0 -t —t? + 6t -2t

0 0 10t*-14t+4|-2>-2t+4

14+~142 - 40108 _14++/36 _14+6
2010 20 20
a) t = 0,4: Das Endtableau lautet, wenn wir t = 0,4 einsetzen:

Fall 1: 10t* -14t+4=0 & t =

St=04,t=1
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-2 16 016 O
0 -04 224-08
0O O 0 (288

so dass sich als Lésungsmenge L, :{ } ergibt.

) t = 1: Der Fall wurde schon in Aufgabe a) behandelt. Das Endtableau
-2 -110
0 -15-2
0O 0 00

weist auf die schon bekannte mehrdeutige Losung hin.
Fall 2: -t = 0 < t = 0: Das Endtableau lautet:

-2 -2 00
0O O o0
0O 0 44
0 -1
Die LOosungen sind: x3 = 1, X = s, X1 = -S, als Losungsmenge gilt: L_, =<|0(+3 1 |sD Rt.
1 0

Fall3:t+0,t+ 0.4, t+ 1: Das Gleichungssystem ist fur diese t eindeutig l6sbar, und zwar
gilt laut Endtableau:

« =—2t2—2t+4= —2t+2)(t-1) _ -(t+2) __t+2 « =2_(t—6)(t+2)
 10t2-14t+4 10(t-04)(t-1) 5(t-04) 5t-2" 7 5t — 2
_(t+2)(t* -4t +6) _(t+2)(t> -4t +6)

x1=t—2 5t — 2 t-2 ot -2
Als Losungsmenge ergibt sich mithin: Ly 0400 = 2_%
8
5t-2

c) Wir betrachten die in den drei Féallen aufgetretenen Lésungsmengen und erkennen zu-
nachst, dass bei t=0 die Losung x3 = 1 fur beliebige s der Lésungsmenge Lo erscheint.
Damit ist t=0 als entsprechender t-Wert erkannt. Fir den Fall t=1 tritt mit s=1 die L6ésung
x3 = 1 auf; hier gilt noch: x; = -3, xo = 7. Im Fall eindeutiger Losbarkeit, also t#0, t+0.4, t+1,

t+2
muss gelten: X; = _ﬁ =1 & -(t+2) =5t-2 @ t-2=5t-2 = -t=5t &> 0=6t = t=0.

Da hier aber t+0 gefordert ist, gibt es keine solche Losung mit x3 = 1.

VII.6 Lésungen: a) Wir betrachten das lineare Gleichungssystem fur den Parameter t = 0:

Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.

0-2 3] -3
00-4] 2
080| 8
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Zeilentausch: (2) <-> (3)
0-2 3|-3

080]| 8

00-4| 2

2. Schritt: 4*(1) + 1*(2)
0012]|-4

08 0] 8

00 -4] 2

3. Schritt: 1*(1) + 3*(3)
00 0|2

08 0|8

00-4|2

Da die 1. Gleichung 0 = 2 lautet, ergibt sich hier als Losungsmenge: Li-o ={ }.

b) Als lineares Gleichungssystem flir den Parameter t = -2 ergibt sich:
+2X1 - 2X2+ 3X3=9
-4X1 - 6X - 4X3=4
+8%, +4x3=0
Anfangstableau:
X1 X2 X3 | R.S.
2-2 3] 9
-4-6-4| 4
084 O
1. Schritt: 1*(2) + 2*(1)
2 23| 9
0-102]22
0O 84| 0
2. Schritt: -5%(1) + 1*(2) / 5*(3) + 4*(2)
-10 0-13|-23
0-10 2] 22
0 0 28] 88
3. Schritt: 28*(1) + 13*(3) / 14*(2) - 1*(3)
-280 0 01500
0-140 0]220
0O 028| 88
Teilen: (1):(-280) / (2):(-140) / (3):28
100]-1.7857142857142858
010]|-1.5714285714285714
001| 3.142857142857143

Loésungen des linearen Gleichungssystems:
X1 =-1.7857142857142858

Xo = -1.5714285714285714

X3 = 3.142857142857143

c) Wir formen das lineare homogene Gleichungssystem mit Parameter t um:
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-t -2 30
2t 3t -4l0|Il+2l

0 8 -2t0

-t -2 3]0

0 3t-4 20

0 8 -2t0)(3-4)I -8l
-t -2 3 0

0 3t-4 2 0

0 0 -6t>+8-16/0

Fall 1: Die quadratische Gleichung -6t + 8t — 16 = 0 besitzt keine Lésung. Der Fall entfllt
somit.

Fall2:3t—4=0 <& 3t=4 < t=0,75: Das Endtableau wird zu:

-0,75 -2 3 |0 -0,75 -2 3|0
0 0 2 |0 0 0 20
0 0 -13375/0/I1l +6,6875II 0 0 00
8
| | 8 3
Die LOsungsmenge ist wegen X3 =0, X2 =S, X1 = _ES: Lico7s = 1 |SD Rt.
0

Fall 3: -t =0 & t = 0: Wir verweisen auf Aufgabe a) und erhalten dem gemal3: Li-o = { }.

Fall4:t + 0, t # 0,75: Fur diese t liegt die eindeutige Losbarkeit des linearen Gleichungs-
systems vor, und somit gilt die triviale Losung des linearen homogenen Gleichungssys-

0
tems: Loz =1/ 0
0

d) Wir formen das lineare inhomogene Gleichungssystem mit Parameter t wie in Aufgabe
c) und wie folgt um:

-t -2 3| 3-3

2t 3t -4 -t+2 |Il +2]

0 8 -2t-2t*+8

-t -2 3| 3t-3

0O 3-4 2| 5-4

0 8 —2t|-2t>+8)(3t -4l -8l
-t -2 3 3x-3

0O 3-4 2 5t—-4

0 0 —6t% +8t —16|—6t> + 8t —16t

Die letzte Zeile des Endtableaus ergibt sich dabei aus den Umformungen: (3t—4)(-2t) — 8-2
= -6t° + 8t — 16; (3t—4)(-2t*+8) — 8(5t-4) = -6t> + 8t* +24t — 32 — 40t + 32 = -6t° + 8t> — 16t.
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Gemald dem Endtableau erhalten wir dieselben Sonderfélle wie in Aufgabe c):
Fall 1: entfallt gemafd Aufgabe c).
Fall 2: t = 0,75: Das Endtableau wird zu:
-0,75 -2 3 -0,75
0 0 2 -1
0 0 —25375|-19,03125

Aus der 2. Gleichung folgt: x3 = -0,5, aus der 3.: x3 = 0,75, was zum Widerspruch fuhrt und
damit zu: Li=o7s ={ }.

Fall 3: t = 0: Fur das Endtableau gilt:

0 -2 3]-3
0 -4 2 |-4
0 0 -16/0

Wir erhalten aus Gleichung (3): -16x3 = 0 <> x3 = 0, aus Gleichung (2): -4x, + 0 = -4 &
X2 = 1 sowie wegen Gleichung (1): -2 + 0 = -3 & -2 = -3. Der Widerspruch fihrt auf die
Losungsmenge: Lo ={ }

Daneben haben wir noch:

Fall 4: t + O, t # 0,75: Wir betrachten das allgemeine Endtableau und haben bzgl. der 3.
Gleichung: (-6t* +8t —16)x, = —6t° +8t* —16t <> x3 = t. Einsetzen von x; = t in die 2. Glei-
chung fihrt zu: (3t-4)x, +2t =5t-4 & (3 —-4)x, =3 -4 & x, = 1. Einsetzen von x; = 1

und x3 =tin die 1. Gleichung ergibt: —tx, —2+3t =3 -3 & -tx, =-1 & x; = % Es gilt far

die Losungsmenge: Lo =

- e

VII.7 Losungen: a) Das Anfangstableau des linearen Gleichungssystems mit den Variab-
len x und y und dem Parameter A ist:

A =122 +2A
2 Al2A=-22 A1l =2
A =1 | F+24
0 A +2-24°-4)
Wegen der Gleichungsaddition im 1. Gauf3-Schritt ist A # 0 zu fordern, weswegen zu-

nachst der Fall 1: A = 0 zu untersuchen ist. Einsetzen von A = 0 in das Anfangstableau er-
gibt:

0 -10
2 00

. ) — 0
und damit: y = 0, x = 0. Lé6sungsmenge ist hier: L,_, = { j}

0

Fall 2: Das Diagonalelement A% + 2 ist immer ungleich 0, so dass dieser Fall nicht auftritt.
Der Fall A = 0 wurde schon behandelt. Wir haben damit noch tbrig:
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Fall 3: A # 0: Die 2. Gleichung ergibt: (*+2)y = -24(#*+2) < y = -2.1; aus der 1. Gleichung

A
folgt: Ax + 24 = A + 24 & Ax = I < x = A Lésungsmenge ist hierbei: L., = {{ Z/J}

b) Wir haben die Matrixdarstellung des linearen Gleichungssystems mit Parameter t und
formen gemafl dem GaulR3-Algorithmus um:

1 t 0|22
-1 =2 t3-2t|1l +1
1 -t 22 |-l

1 t 0| 2t2
0 -2+t t?|2t*-2t
0 -2t 2[-2t+2(-2+t)lIl +2tl

1 t 0 2t2
0 -2+t t2 2t2 -2t
0 0 2°+2t-42t°+2t-4

Beim 2. Gaul3-Schritt ist wegen der Multiplikation der 3. Gleichung mit (-t+2) t + 2 zu for-
dern, so dass sich Fall 1: t = 2 ergibt: Einsetzen in das 2. Tableau fuhrt hier auf:

1 2 0|8 1 2 08
0 0 44l oIl |0 -4 2-6
0 -4 2]-6 0 0 44 4

Die Losungen sind: x3 = 1, X2 = 2, X3 = 4, die Losungsmenge: L., =1| 2

1
Nun schauen wir uns das Endtableau an und dessen Diagonalelemente:
Fall 2: Hier ist: 2t* + 2t —4 =0. Die kubische Gleichung hat mit t = 1 eine Lésung, so dass
die Polynomdivision (2t%+2t—4):(t—1) = 2t* + 2t + 4 die allerdings nicht Iésbare quadra-
tische Gleichung: 2t* + 2t +4 =0 ergibt. Einsetzen von t = 1 in das Endtableau fiihrt zu:

1 1 02
0 -1 10
0O O 00
Das Gleichungssystem ist mehrdeutig I6sbar mit: x3 = s, X, = s, X3 =2 — s und mit der L6-
2 -1
sungsmenge: L, =4/ 0|+9 1 |sD Rt .
0 1

Fur das 2. von t abhangige Diagonalelement ergibt sich wegen t = 2 der Fall 1. Es bleibt
Fall 3:t # 1, t # 2: Hier sind Losungen: x3 =1, X, =t, X; = t°, die einelementige L6sungs-

t2
menge lautet: L., =4| t
1
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c) Wir formen das Anfangstableau des linearen Gleichungssystems mit Parameter r um:

2 -2 5r| 3r

r -1 2r| r? 211 —rl

4 r  r|2r®+5r /Il -2

2 -2 5r 3r

0 2r—2 =-5r2+4r| —r?

0 r+4 —-9r |2r®—r )2r=2)I1l —(r +4)lI
2 -2 5r 3r

0 2r-2 -5r2+4r —r?

0O O 5r3-4r®+2r5r®—4r?+2r

Wir beachten beim 2. Gaul3-Schritt r # 1 und haben entsprechend den Diagonalelementen
des Endtableaus:

Fall 1: 5r°-4r?+2r=0 < r(5r°-4r+2)=0 <> r=0, 5r°-4r+2=0 < r = 0: Einset-
zen ergibt das lineare homogene Gleichungssystem:

2 -2 00

0 -2 00

O 0 00 0
mit den Losungen: X3 =s, X =0, x3 =0, also: L, = O|SDR mit Parameter s.

1

Fall2:2r—-2=0<® 2r=2 < r=1: Das 2. Gaul3-Tableau wird zu:

2 -2 5|3 2 -2 5|3

O 0 -1-1{l «I1 O 5 =91 |

0O 5 -91 0O 0 -1-1

1
sodass X3 =1, X2 =2, Xy =1L06sungenund L,_, =<| 2|; Losungsmenge sind.
1

Fall 3:r # 0, r # 1: Die eindeutige Losung bestimmt sich als:
_5ré-ar?+2r
N 2 =1
Sre —4r-+2r
2 _ -
_4re=4r _4Ar(r-) o

27 -2 2r-)

X3

3r-r _2r
Xl = =-—=x
2 2 r
Die Losungsmenge ist hier: L ., =] 2r

1

d) Wir formen nach dem Gaul3-Algorithmus um in Dreiecksgestalt:
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a -1 0| 1

2a -1 a+1 1 -2l
da -3 2ala’+2a]llll -4l
a -1 o0 1

0 1 a+l1 -1
0 1 2ala®+2a-4/ll -1l
a -1 o0 1
0 1 a+1 -1
0 0 a-la*+2a-3

Daraus ergeben sich:
Fall1l:a—-1=0 < a=1: Das Endtableau lautet:

1 -1 0|1
0 1 2/-1
0O 0 00

Die mehrdeutige L6sung heif3t: x3 = s, X2 = -1 — 2s, X1 = -2s mit Parameter s.
Fall 2: a = 0: Als Endtableau folgt:

0 -1 0|1
0 1 11
0 0 -1-3

Somit ergeben sich aus der 3. und 2. Gleichung: x3 = 3, X = -4, Ergebnisse, die aber we-
gen 4 =1 im Widerspruch zur 1. Gleichung stehen.

Fall 3: a # 0, a # 1: Wir teilen durch die Diagonalelemente und erhalten:
a’+2a-4_(a+3)(a-)
a-1 a-1

X3 = =a+3,x = -1-(a+l)(a+3)=-a’-4a-4,

X1 = 1(1+a2 +4a+4) —ata+>
a a

Zusammenfassend haben wir zu den Fallen die folgenden Lésungsmengen:

0 -2 a+4+%1
Lo =L} Lua =1 ~1|+9 ~2[SOR}, Loy, =1 -a®-4a-4
0 1 a+3

e) Wir formen um:
t?+1 -1 0 |t?
0 t*+4 -1 |t°
—-16 —48 t*+16/4t° |(t* +DIII +16l
t?+1 -1 0 t?
0 t> +4 -1 t?
0 —48t°-64 t*+17t% +16|4t* +20t% |(t> +4) 111 + (48t +64)I1
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t?+1 -1 0 t2
0 t?>+4 -1 t2
0 0  t%+21* +36t2|4t° +84t* +144t°

Die Diagonalelemente des Endtableaus t* + 1 und t* + 4 sind immer gréRer 0, so dass wir
auf deren Betrachtung verzichten kénnen.
Fall 1; t® +21t* +36t2 =0 < t*(t* +21t° +36) =0 & t*=0, t* +214?+36=0 -

z=t?

t=0, z2+21z+36=0 < t=0, z=10,5++/10,5* -36 =105+ /74,25=105+8,62 -

z=t?

t=0,t2=1,88,t°=19,12 © t=0,t = +1,37, t = +4,37: Wir unterscheiden die Unterfille:
a) t = 0: Das Entableau wird zu:

1 -1 00
0O 4 -10
O 0 00

7

Damit gilt: x3 =s, X2 = %s, X1 = %s und weiter: L_, = % |SD R mit Parameter s.
1

B) t = +1,37: Die beiden Zahlen betrachten wir gemeinsam wegen dem nur als t* im End-
tableau auftretenden Parameter. Wir kiirzen zudem noch ab: zo = t* ~ 1,88 und haben:

z,+1 -1 0|z
0 z,+4 -1z,
0 0 00

Als Lésungen folgen mit reellem Parameter s:

Xs=8, %= 2+ 5 .032+0,17s,
Z,+4 z,+4
O B L 5 1076+006s
Z,+1 (2 +D(z +4) (2, +D(2,+4)
0,76 0,06
Lésungsmenge ist: L_,, 5, =4 032 |+9 017 |sD R
0 1

y) t= +4.37: Es sei zo = t? ~ 19,12. Wir haben damit dasselbe Tableau wie in Fall 8):

z,+1 -1 0|z,
0 z,+4 -1z,
0 0 0|0
Die Losungen sind analog:
Z, . 1
Z,+4 z,+4
Zy, . zZ, N 1
Z,+1 (,+D)(z+4) (2 +D(z +4)

X3 =S, X2 =

s ~ 0,83 + 0,04s,

X1 =

s ~ 0,99 + 0,002s
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0,83 0,04
Losungsmenge ist: L_,, 5 =1| 0,99 |+5 0,002 [sOR
0 1

Fall 2:t+ 0, t + 1,37, t + +4,37: Fir die restlichen t bestimmt sich die eindeutige L6sung
aus dem Endtableau:
4% +84t* +144t%  A(t° +21t° +36t%) 4

X =
% +21t* +36t2 t® +21t* + 36t2

S
X, = :2 +j =1
_t+1_
Xl_t2+1_ 1
Losungsmenge ist somit: Li,g 4157120457 =] 1
4

f) Wir formen um:
1 -a O -1

-1 2a a+l 1 Il +1
-3 4a 2a|a*+2a]/lll +3I
-a 0 -1

a a+l 0
a 2ala*+2a-3]lll -1l
-a 0 -1
a a+l 0
0 0 a-l1la®*+2a-3

O r O O Bk

Wir betrachten die vom Parameter a abhangigen Diagonalelemente.
Fall1:a—-1=0 < a=1: Das Endtableau wird zu:

1 -1 0]-1
0O 1 20
0O 0 OO0
Wegen 0 = 0 in der 3. Gleichung gilt: X3 = s, X = -2s, X1 = -1 — 2s mit reellem Parameter s.
-1 -2
Als Losungsmenge haben wir: L, ={| 0 [+5 -2 |sOR¢.
0 1

Fall 2: a = 0: Wir setzen a = 0 in das Endtableau ein und erhalten:

1 0 0-1
0O 0 1(0
0O 0 -1-3

Aus Gleichung (3) folgt. -x3 = -3 < x3 = 3, aus Gleichung (2): x3 = 0, so dass sich ein Wi-
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derspruch ergibt. Damit ist: La=o ={ }.
Fall 3: a + 0, a # 1: Die eindeutige Losung bestimmt sich als:

2 — —
y = +t2a-3_(a 1)(a+3):a+

. 3
a-1 a-1
+ + 2+d4a+
2 __(@+h(a+3) __a’+4a 3:—(a+4+§):—a—4—§
a a a a

X, :—1+a{—(a+4+§)} =-1-a*-4a-3=-a’-4a-4=-(a’ +4a+4)=-(a+2)°
a

-(a+2)’
Als Losungsmenge ergibt sich: L,.q,., =1| — a—4—§

a
a+3

g) Wir formen um:

4 =3 2r [r*+2r

-r 1 0| -1 |4l +I
2r -1 r+1 1 211 =1

4r -3 2r| r®+2r
0 1 2r|r®+2r-4
0 1 21-r2=2r+211l =11

4 -3 2r r+2r
0 1 2r r2+2r-4
0 0 -2r+2-2r>-4r+6

Die vom Parameter r abhéangigen Diagonalelemente sind -2r +2 und 4r.
Fall1:-2r+2 =0 < -2r=-2 < r = 1: Das Endtableau wird zu:

4 -3 2|3
0O 1 21
O 0 00
Die mehrdeutige Losung dieses Falles lautet mit reellem Parameter s: x3 =S, Xo = -1 — 25,
0 -2
X1 = -2s. Die Losungsmenge ist: L, =<| -1|+§ -2 |sOR;.
0 1

Fall 2: 4r =0 < r = 0: Einsetzen von r = 0 ins Endtableau fiihrt auf:

O -3 0/0I+3lIl (O 0 0O]-12
0O 1 O-4 0 1 0/-4
0O 0 2|6 0 0 2|6

Es ergibt sich somit der Widerspruch 0 = -12. Die Losungsmenge ist: L= = { }.

Fall 3: r # 0, r # 1: Wir betrachten das Endtableau, bei dem wir nun auch durch die von r
abhangigen Diagonalelemente teilen kdnnen. Es gilt somit:
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« = -2’ —4r+6 _-2(r-1(r +3) .
° -2r+2 -2(r-1)

X, =(r?+2r=4)-2r(r+3)=r?+2r—4-2r> —6r =—r>-4r-4=—(r +2)°

= (r®+2r)=2r(r+3)+3(-r* —4r-4) _r’+2r-2r*—6r-3r°-12r-12 _-4r’ -16r -12

+3

4r 4r 4r
3
=—-r—-4--= 3
. 14—
Als Losungsmenge ergibt sich: L, ., =4| —(r +2)°
r+3

Aus der Ahnlichkeit der Losungsmengen in den Aufgaben f) und g) erkennen wir noch,
dass die beiden linearen Gleichungssysteme durch Zeilen- und Spaltentausch jeweils
auseinander hervorgehen.

VIII.1 Als Lésungen ergeben sich auf Grund der Gleichungsumformungen (hier getrennt
durch /%):

a)4x=20|:4/x=5/L ={5}
byx+12=15|-12/x=3/L ={3}
c)3x=-9|:3/x=-3/L ={-3}
d)x-8=10|+8/x=18/L ={18}
e)2x=5]:2/x=25/L ={2,5}
fix-12=25|+12/x=37/L ={37}
g)-2x=10|:(-2) / x=-5/L ={-5}
hyx+1=-10|-1/x=-11/L = {11}
i)-5x=-25|:(-5)/x=5/L = {5}
Jx+3=-20|-3/x=-23/L ={-23}

k) 10x=7]:10/x=0,7/L ={0,7}
Nx+5=-19|-5/x=-24/L ={-24}

m)8x =-32|:8/x=-4/L ={-4}
n)2x+1=27|-1/2x=26]:2/x=13/L ={13}
0)45x =90 |:45/x=2/L ={2}
p)2x—-5=13|+5/2x=18|:2/x=9/L ={9}
q)05x=2]|-2/x=4/L ={4}
N4ax—2=22|+2/4x=24|:4/x=6/L ={6}
S)-3x=90]:(-3) /x=-30/L ={-30}

t) 6x + 13 =133 |-13/6x=120|:6/x=20/L ={20}
u)%x:20|5/x:100/L={Hm}

V) 1x+4=19|-2/x+8=38|-8/2x=30:2/x=15/L = {15}
2

W}%x=9L0$/x=27/L:{2n

X) X —12=-50 | +12/-x =-38 | -(-1) / x = 38 / L = {38}

y)-4x =-28|:(-4) I x=71L ={7}
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Z) -3x—8=-50 | +8 / -3x = -42 | :(-3) / x = 14/ L = {14}

VIII.2 Als Lésungen ergeben sich auf Grund der Gleichungsumformungen (hier getrennt
durch ,/%):

a)bx—-10=3x|-3x/2x—-10=0|+10/2x=10|:2/x=5/L ={5}

b) 10x + 56 =3x | -3x/7x+56=0|-56/7x=-56 | :7/x=-8/L ={-8}
C)X+21=-6x|+6x/7x+21=0|-21/7x=-21|:7/x=3/L ={3}

d)12x +34=3x—-11|-3x/9x +34=-11|-34/9x=-45|:9/x=-5/L ={-5}
e)0,1x+45=11,1-x|-10/x+45=111-10x | +10x / 11x + 45 =111 | -45/
11x=66|:6/x=6/L ={6}

f) 1,78x — 6,8 + 2x = 0,8x + 23 (Zusammenfassen) / 3,78x — 6,8 = 0,8x + 23 | -0,8x /
2,98x-6,8=23|+6,8/2,98x=29,8|:298/x=10/L = {10}

g) -3x + 67 — 2x = 109 — 5x — 63 (Zusammenfassen) / -5x + 67 = 46 — 5x | +5x/

67 = 46 (Widerspruch) / L ={}

h) 2,6x + 11,8 —1,2x = 4,3 + 8,9x + 7,5 (Zusammenfassen) /
14x+11,8=11,8+89x|-1,4x/11,8=11,8+7,5x|-11,8/0=7,5x|:7,5/x=0/
L ={0}

i) %X+O,75—1,2X=1,15—%X—§+0,05X | -20/

10x + 15 — 24x = 23 — 15x — 8 + x (Zusammenfassen) / -14x + 15 = 15 — 14x | +14x /
15 =15 (allgemein giltig) / L =R
J) 5112x + 13977 = 11102 — 2044x — 25749 (Zusammenfassen) /
5112x + 13977 = -14647 — 2044x | + 2044x [ 7156x + 13977 = -14647 | -13977 /
7156x = -28624 | :7156 / x = -4/ L = {-4}

5 1.1 1 1 163

K) =X-=+—-x=26-+-—x+—|-60/75x — 20 + 12x = 1580 + 6x + 3260 (Zusammen-
4 3 5 3 10 3

fassen) / 87x — 20 =4840 + 6x | -6x / 81x — 20 =4840 | +20/81x =4860|:81/x =60/
L = {60}

[) 52x + 955 — 7x = 27x — 17063 + 36x (Zusammenfassen) /

45x + 955 = 63x — 17063 | -45x / 955 = 18x — 17063 | +17063 / 18018 = 18x | :18 /
x=1001/L ={1001}

VIII.3 Als Ldsungen ergeben sich auf Grund der Gleichungsumformungen (hier getrennt
durch ,/%):

a)4x—3+x=7—-3x—-2 (Zusammenfassen) /5x —3=5-3x | +3x/8x -3 =5|+3/
8x=8|8/x=1/L={1}

b) 0,5x + 20 = 6x — 10 + 2x (Zusammenfassen) / 0,5x + 20 = 8x — 10 | -0,5x /
20=75x-10|+10/30=75x|:7,5/x=4/L = {4}

c)3,5+2x—-10+1,5x=4,5+2x + 5,5 (Zusammenfassen) / -6,5 + 3,5x = 10 + 2x | -2x /
-6,5+1,5x=10|+6,5/1,5x=16,5|:1,5/x=11/L = {11}

X X X
d) E+Z—2=§+3|-8/4x+2x—16:x+24 (Zusammenfassen) / 6x — 16 = x + 24 | -x /

5x—-16=24|+16/5x=40|:5/x=8/L ={8}
e) 100x + 23x — 1000 = 43x + 600 (Zusammenfassen) / 123x — 1000 = 43x + 600 | -43x /
80x — 1000 = 600 | +1000 / 80x = 1600 | :80/ x = 20 / L ={20}

X+8 X
f) +X—10:10X—§—22 | -2/ X+ 8+ 2x—20 = 20x — X — 44 (Zusammenfassen) /
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3X—12=19x—-44 | -3x/-12 =16x—-44 | +44 /32 =16x |:16 /x=2/L = {2}

g) 0,5(x+10) + 1,5 =2x + 6 — 10 (Klammer auflésen) / 0,5x + 5+ 1,5 =2x + 6 — 10 (Zu-
sammenfassen) / 0,5x + 6,5=2x-4]-0,5x/6,5=1,5x-4|+4/105=15x|:1,5/x=7/
L ={7}

h) 120 — 0,25x — 15 = 0,1x + 70 (Zusammenfassen) / 105 — 0,25x = 0,1x + 70 | +0,25x /
105=0,35x+ 70| -70 /35 =0,35x | :0,35/x =100/ L = {100}

i) 34 —x + 68 — 2x + 136 = 238 + 3x (Zusammenfassen) / 238 — 3x =238 + 3x | +3x/

238 =238+6x|-238/0=6x|:6/x=0/L ={0}

]) 17 —-10x -4 —x =3x—11 — 5x — 3 (Zusammenfassen) / 13 — 11x = -2x — 14 | +11x/
13=9x—-14|+14/27=9x|:9/x=3/L ={3}

k) x + 12 — 0,5x = 24 + 3(x—14) (Klammer auflésen) / 0,5x + 12 = 24 + 3x — 42 (Zusam-
menfassen) / 0,5x + 12 =-18 + 3x | -0,5x /12 =-18 + 2,5x | +18 /30 =2,5x | :2,5/x =12/
L ={12}

X X X
1) X+E+§+9:E+19 | -6 /6x + 3x + 2x + 54 = x + 19 (Zusammenfassen) /

11x+54=x+19|-x/10x +54=19|-54/10x =-35|:10/x=-3,5/L ={-3,5}
m) 2X + 5(x+4) — 20 = -x + 2(x—3) (Klammern auflésen) / 2x + 5x + 20-20=-x + 2x— 6
(Zusammenfassen) / 7x =x—6|-x/6x=-6|:6/x=-1/L ={-1}
n) -7x = 100 — 10x + 160 — 10x (Zusammenfassen) / -7x = 260 — 20x | +20x /
13x =260 |:13/x=20/L = {20}
0) 5x + 25 — 60 = 93 — 3x + 24 (Zusammenfassen) / 5x — 35 =117 — 3x | +3x/
8x—-35=117|+35/8x=152|:8/x=19/L ={19}
2x+2 x-7 _3x-17
p) 9 - 2 = 2 | -36 / 4(2x+2) — 9(x—7) = 9(3x=17) (Klammern auflésen) /
8x +8 —9x + 63 = 27x — 153 (Zusammenfassen) / -x + 71 = 27x — 153 | +x /
71 =28x—-153|+153/224 =28x|:28/x=8/L ={8}
g) 3x — 105 + 2x — 70 = 35 — x (Zusammenfassen) / 5x — 175 =35 - x | +x/
6x —175=35|+175/6x=210|:6/x=35/L = {35}
N x + 2(x+4) + 4x = 20 + 6(x+2) — 13 (Klammern auflésen) /
X+2x+8+4x =20+ 6x + 12 — 13 (Zusammenfassen) / 7x + 8 = 6x + 19 | -6x /
x+8=19|-8/x=11/L ={11}
s) 104,5 + 23,6 — 20,4x = 10,5x — 335,4 (Zusammenfassen) /
128,1 — 20,4x = 10,5x — 335,4 | +20,4x / 128,1 = 30,9x — 335,4 | + 335,4 /
463,5=30,9x:30,9/x=15/L = {15}
t) 89,55x — 27,2x + 12,65 = 34,73 + 40,27x (Zusammenfassen) /
62,35x + 12,65 = 34,73 + 40,27x | -40,27x [ 22,08x + 12,65 = 34,73 | -12,65/
22,08x =22,08]:22,08/x=1/L ={1}

VIIl.4 Als Lésungen ergeben sich auf Grund der Gleichungsumformungen (hier getrennt
durch ,/%):

a) 6(5—x) = 8(x+2) (Klammern auflésen) / 30 —6x =8x + 16 | +6x /30 = 14x + 16 | -16 /
14 = 14x |14 /x=1/L ={1}

b) 17(2x+3) — 5(x—8) — 9(x+4) = 35 (Klammern auflésen) /

34x + 51 — 5x + 40 — 9x — 36 = 35 (Zusammenfassen) / 20x + 55 =35 | -55/
20x=-20]:20/x=-1/L ={-1}

c) 11(5+3x) — 97 = 12x (Klammer auflésen) / 55 + 15x — 97 = 12x (Zusammenfassen) /
-42 + 15x =12x | -15x /-42 =-3x | :(-3) / x =14 / L = {14}

d) 3,5(x+1) — 1,7(2+x) = 0,3(x+3) + 2,2 (Klammern auflésen) /
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35x+35-34-1,7x=0,3x + 0,9 + 2,2 (Zusammenfassen) /
18x+0,1=0,3x+3,1|-0,3x/1,5x+0,1=3,1|-0,1/15x=3|:15/x=2/L={2}

3 1 148

—=2(x-3)+=(6-5x)——— | -30/

10 2 15

6X — 20(4x+5) + 9 = 60(x—3) + 15(6—-5x) — 296 (Klammern auflésen) /

6x —80x — 100 + 9 = 60x — 180 + 90 — 75x — 296 (Zusammenfassen) /

-74x —91 =-15x — 386 | +74x/-91 =59x — 386 | +386 / 295 =59x | :59/x =5/L ={5}
f) 90(x+4) — 72(2x+3) + 105 = 110x + 14(12-8x) + 24(4x+1) — 17 (Klammern auflésen) /
90x + 360 — 144x — 216 + 105 = 110x + 168 — 112x + 96x + 24 — 17 (Zusammenfassen) /
54X + 249 =94x + 175 | + 54x [ 249 = 148x + 175 | -175/ 74 = 148x | :148 / x=0,5/

L ={0,5}

g) 5(x+4) + 5(2x-9) = 5(x+6) + 10(x—1) — 45 (Klammern auflésen) /

5x + 20 + 10x — 45 = 5x + 30 + 10x — 10 — 45 (Zusammenfassen) /

15x — 25 = 15x — 25 | -15x / -25 = -25 (allgemein gultige Aussage) /L =R

h) 4(x+16) — 8(2x-5) — 27 = 4(x+10) — 8(2x+1) + 13 (Klammern auflosen) /

4X + 64 — 16X + 40 — 27 = 4x + 40 — 16x — 8 + 13 (Zusammenfassen) /

-12x + 77 = -12x + 45 | +12x / 77 = 45 (Widerspruch) /L ={}

1) -77(2x+1) + 33(x=7) + 12(1-5x) = 82(5—-3x) + 15(4x+9) + 3(x—26) (Klammern auflésen) /
-154x — 77 + 33x — 231 + 12 — 60x = 410 — 246X + 60x + 135 + 3x — 78 (Zusammenfas-
sen) /-181x — 294 = -181x + 467 | +181x / -294 = 467 (Widerspruch) / L ={}

1.2
e) —X——(4x+9H) +
) g x5 (4x+9)

IX.1 Mit dem Gaul3-Algorithmus ergeben sich die folgenden Umformungen zur Dreiecks-
gestalt sowie die Loésungen:

a) Lineares Gleichungssystem:
- 2X -7y =6
+ 10x +1z=0
+4y -1z=1
Anfangstableau:
Xy z|R.S.
-2-7 0| 6
100 1| O
04-1] 1
1. Schritt: 1*(2) + 5*(1)
-2 -7 0| 6
0-35 1|30
0 4-1| 1
2. Schritt: 35*(3) + 4*(2)
-2 -7 0| 6
0-35 1] 30
0 0-31]155
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
-2xX- Ty = 6
-35y+ 1z= 30
- 31z=155
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Loésungen des linearen Gleichungssystems:
z=-5

y=-1

x=0.5

b) Lineares Gleichungssystem:
+2x- 2y-1z=5
+5x+ 10y +2z=-4

-7x+ 3y+8z= 4
Anfangstableau:

Xy z|R.S.
2-2-1| 5
510 2| 4
-7 38| 4
1. Schritt: 2*(2) - 5*(1) / 2*(3) + 7*(1)
2-2-1] 5
030 9]-33
0-8 9| 43
2. Schritt: 15*(3) + 4*(2)
2-2 ‘1] 5
030 9] -33
0 0171|513

Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:

+2x- 2y- 1z= 5
+30y+ 9z= -33
+171z=513
Losungen des linearen Gleichungssystems:
z=3

y
X

-2
2

c) Lineares Gleichungssystem:
+3x+1ly-2z= -50
-b6x+2y-3z= 60

- 8x+3y-1z=306
Anfangstableau:

Xy z|R.S.

31-2] -50

-62-3| 60

-83-1| 306

1. Schritt: 1*(2) + 2*(1) / 3*(3) + 8*(1)
31 -2|-50

0 4 -7]| -40

017-19|518
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2. Schritt: 4%(3) - 17%(2)

31-2] -50
04 -7| -40
00432752

Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+3x+1ly - 2z= -50
+4y - 7z= -40

+ 43z =2752
Losungen des linearen Gleichungssystems:
Z=64
y =102
X=-8

d) Lineares Gleichungssystem:

+ lx+ Ey - Ez: -13

6 6 3
+ 1x - 1y+ 1z= 13
2 4 4

- 1x+ ly - 1z: -33
2 2

Multiplikation der Zeilen: 6*(1) / 4*(2) / 2*(3) (um Ganzzahligkeit zu erreichen)
+1x+1ly- 2z2=-78
+2x- 1ly+1z=52
- Ix+2y- 1z=-66
Anfangstableau:
11-2|-78
2 -11 1|52
-12 -11|-66
1. Schritt: 1*(2) - 2*(1) / 1*(3) + 1*(1)
11 -2|-78
0-35 | 208
03 -3|-144
2. Schritt: 1*(3) + 1*(2)
11 -2|-78
0-35 | 208
00 2 |64
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+1x+1ly- 2z2=-78

- 3y +5z2=208

+2z=64

Lésungen des linearen Gleichungssystems:
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z=32
y=-16
X=2

e) Lineares Gleichungssystem:
+2x -1ly+1z+4u=3
+3x+2y-1z+3u=2
+4x+3y - 3z+6u=1
-5X+7y+5z-1u=0

Anfangstableau:

Xy z u|R.S.
2-114| 3
32-13| 2
4336 1
575-1] O
1. Schritt: 2*(2) - 3*(1) / 1*(3) - 2*(1) / 2*(4) + 5*(1)
2-1 1 4] 3
07-5-6|-5
05-5-2|-5
0 91518]|15

2. Schritt: 7*(3) - 5*(2) / 7*(4) - 9*(2)
2-1 1 4] 3
07 -5 6] -5
0 0-10 16] -10
0 0150180]150
3. Schritt: 1*(4) + 15*(3)
2-1 1 4] 3
07 -5 -6|] -5
0 0-10 16]-10
00 0420] O
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+2x -1ly+ 1z+ 4u= 3
+7y - 5z- 6u= -5
-10z+ 16u=-10
+420u= O
Losungen des linearen Gleichungssystems:

X< N C
TRRTRIT
R ORrROo

f) Lineares Gleichungssystem:
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+1x-1ly+1z+1lu= 18
+2x+1y - 22+ 1u= -50
+4x+3y+1z - 2u=148
+8x-7y-5z2+3u= -6
Anfangstableau:

XYy z u|lR.S.

1-1 11| 18

21-2 1| -50

4 3 1-2| 148

8-7-5 3| -6

1. Schritt: 1*(2) - 2*(1) / 1*(3) - 4*(1) / 1*(4) - 8*(1)
1-1 11| 18

03 -4-1| -86

07 -3-6| 76

0 1-13-5]|-150

2. Schritt: 3*(3) - 7*(2) / 3*(4) - 1*(2)
1-1 1 1| 18

03 -4 -1| -86

0 0 19-11]| 830

0 0-35-14|-364

3. Schritt: 19*(4) + 35*(3)
1-1 1 1| 18
03-4 -1| -86

0 019 -11| 830

0 0 0-651|22134

Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:

+1x-1ly+ 1z+ 1u= 18
+3y- 4z- 1lu= -86
+19z - 1lu= 830
- 651u=22134
Ldsungen des linearen Gleichungssystems:
u=-34
z2=24
y=-8
x =20

g) Das Auflosen der Klammern und das Umstellen innerhalb der Gleichungen fiihrt auf das
lineare Gleichungssystem:

+4x - 4y + 32+ 3u=17

-3x+6y+2z-4u=-1

+5X+3y -4z+1lu= 7

+6X-2y-6z+5u= 4
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Anfangstableau:

4-4 3 3|17
362-4]-1
55-4 1| 7
6-2-6 5| 4

1. Schritt: 4*(2) + 3*(1) / 4%(3) - 5*(1) / 2*(4) - 3*(1)
4 -4 3 3|17

012 17 -7| 47

040-31-11]|-57

0 8-21 1]-43

2. Schritt: 3*(3) - 10%(2) / 3*(4) - 2%(2)
4 -4 3 3| 17

012 17 -7| 47

0 0-26337|-641

0 0 -9717|-223

3. Schritt: -263*(4) + 97%(3)

4-4 3 3| 17

012 17 -7| 47

0 0-263 37| -641

0 0 0-882|-3528

Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+4x - 4y+ 3z+ 3u= 17
+12y+ 17z- Tu= 47
-263z+ 37u= -641
- 882u =-3528

Losungen des linearen Gleichungssystems:

X< N C
I I
PN WM

h) Lineares Gleichungssystem:
+2x+3y+1z - 1lu+2v=-3
+1x+2y-3z2-2u-3v=5
-Ix+1y - 2z2+2u+3v= 3
+3x-3y-2z+3u+lv=-2
+1x-2y+1z+3u-2v=1

Anfangstableau:
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Xy zuVv|RS.
23112 -3
12-3-2-3] 5
-11-223] 3
3-3-23 1| -2
1-213-2] 1

1. Schritt: 2%(2) - 1%(1) / 2%(3) + 1*(1) / 2%(4) - 3*(1) / 2*(5) - 1(1)
2 31-12]|-3
0 1-7-3-8|13
0 5-338]| 3
0-15-7 9-4| 5
0-717-6| 5

2. Schritt: 1*(3) - 5%(2) / 1*(4) + 15*%(2) / 1*(5) + 7*(2)
23 1 -1 2| -3
o1 -7 -3 -8| 13
00 32 18 48] -62
00-112-36-124 | 200
00 -48-14 -62| 96
3. Schritt: 2*(4) + 7*(3) / 2*(5) + 3*(3)
23 1-1 2] -3
01-7-3-8]| 13
00321848]|-62
00 05488]|-34
00 02620| 6
4. Schritt: 27*(5) - 13*(4)
23 1-1 2| -3
01-7-3 -8| 13
003218 48| -62
00 054 88| -34
00 0 0-604]|604
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+2x+3y+ 1lz- 1lu+ 2v= -3
+1ly- 7z- 3u- 8v= 13
+32z+ 18u+ 48v= -62
+54u+ 88v=-34
- 604v =604

Loésungen des linearen Gleichungssystems:
v=-1
u=1
z=-1
y=1
x=-1

Michael Buhlmann, Schilerkurs Mathematik > Lineare Algebra > Lineare Gleichungen/Gleichungssysteme > Il 124



IX.2 Mit dem Gaul3-Algorithmus ergeben sich die folgenden Umformungen zur Diagonal-
gestalt sowie die Losungen:

a) Lineares Gleichungssystem:
- 10x+ 1ly+1z=100
+ 1x+10y-1z= 1
+100x+ 1ly -1z= 10
Anfangstableau:
X y z|R.S.
-10 1 1] 100
110-1] 1
100 1-1| 10
1. Schritt: 10%(2) + 1*(1) / 1*(3) + 10*(1)
-10 1 1| 100
0101-9| 110
0 11 9|1010
2. Schritt: 101*(1) - 1*(2) / 101*(3) - 11*(2)
-1010 0 110| 9990
0101 -9| 110
0 01008 |100800
3. Schritt: 504*(1) - 55*(3) / 112*(2) + 1*(3)
-509040 0 0]-509040
011312 0] 113120
0 01008 | 100800
Teilen: (1):(-509040) / (2):11312/(3):1008

100 1
010] 10
001]100
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x = 1

+ 1y = 10

+1z=100

Losungen des linearen Gleichungssystems:
x=1
y =10
z =100

b) Lineares Gleichungssystem:

+2X1 - 2% +1Xz= 7
+5x1+ 11X, + 2x3= 14
- OX1 + 12X, - 3x3=-21
Anfangstableau:
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X1 X2 X3 | R.S.

221 7

511 2| 14

912-3| -21

1. Schritt: 2(2) - 5*(1) / 2%(3) + 9%(1)
221| 7

032-1] -7

0 63|21

2. Schritt: 16(1) + 1*(2) / 16%(3) - 3*(2)
32 015|105

032 -1| -7

0 051|357

3. Schritt: 17*(1) - 5%(3) / 51*(2) + 1*(3)
544 0 0| O

01632 0] O
0 0511357
Teilen: (1):544 / (2):1632 / (3):51
100]0
010]|0
001|7
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x; =0
+ 1x, =0
+1x3=7
Losungen des linearen Gleichungssystems:
X1 = 0
X2 =0
X3=7

c) Gleichungsumformungen — die Variablen werden auf der linken Seite des Gleichungs-
systems zusammengefasst — ergeben das lineare Gleichungssystem:
+1x -3y+2z= 10

-5x+1y+1z=-10

-2x+8y+5z= 10

Anfangstableau:

X yz|R.S.

1-32| 10

-5 11| -10

-2 85| 10

1. Schritt: 1*(2) + 5*(1) / 1*(3) + 2*(1)

1 -3 2]10

0-1411]40

0 2 9|30
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2. Schritt: -14*(1) + 3*(2) / 7%(3) + 1*(2)
14 0 5| -20
0-1411| 40
0 074]250
3. Schritt; 74*(1) - 5%(3) / 74*(2) - 11*(3)
1036 0 0]-2730
0-1036 0| 210
0 074| 250
Teilen: (1):(-1036) / (2):(-1036) / (3):74
100| 2.635135135135135
010 |-0.20270270270270271
001| 3.3783783783783785

Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:

+ 1x =  2.635135135135135
+ 1y =-0.20270270270270271
+1z= 3.3783783783783785

Losungen des linearen Gleichungssystems:
X = 2.635135135135135...

y =-0.20270270270270271...

z =3.3783783783783785...

1 1 1
- =X+ =y+-z=1
2 8 4
ergibt sich nach Multiplikation mit dem jeweiligen Hauptnenner der drei Gleichungen (1)
bis (3): 6:(1) / 10-(2) / 8-(3) das lineare Gleichungssystem:
+ 1x+5y-3z= 6
+10x - 1y + 2z =-10
- 4x+1ly+2z= 8
Anfangstableau:
Xy z|R.S.
15-3] 6
10-1 2| -10
412 8
1. Schritt: 1*(2) - 10*(1) / 1*(3) + 4*(1) /
1 5 -3] 6
0-51 32]|-70
0 21-10] 32
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2. Schritt: 51*(1) + 5%(2) / 17%(3) + 7*(2)
51 0 7|-44
0-5132-70
0 054| 54
3. Schritt: 54*(1) - 7%(3) / 27*(2) - 16%(3)
2754 0 0]-2754

0-1377 0|-2754

0 054| 54

Teilen: (1):2754 / (2):(-1377) / (3):54

100]-1
010] 2
001] 1
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x =-1

+ 1y =2

+1z=1

Losungen des linearen Gleichungssystems:
x=-1
y=2
z=1

e) Wir haben als GauR-Umformungen in Diagonalgestalt: Lineares Gleichungssystem:
+2x -1ly+1z+4u=3
+3x+2y-1z+3u=2
+4x+3y - 3z+6u=1
-5X+7y+5z-1u=0

Anfangstableau:

Xy z u|R.S.
2-114| 3
32-13| 2
4336 1
575-1] O
1. Schritt: 2*%(2) - 3*(1) / 1*(3) - 2*(1) / 2*(4) + 5*(1)
2-1 1 4| 3
07-5-6|-5
05-5-2|-5
0 9151815

2. Schritt: 7%(1) + 1*(2) / 7%(3) - 5*(2) | 7(4) - 9%(2)
140 2 22| 16
07 -5 6| -5
00 -10 16/ -10
00150 180 | 150
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3. Schritt: 5*(1) + 1*(3) / -2*(2) + 1%(3) / 1*(4) + 15*(3)
70 0 0126] 70
0-14 0 28] O
0 0-10 16]-10
0 0 0420] O
4. Schritt: 10%(1) - 3%(4) / 15%(2) - 1*(4) / 105*(3) - 4*(4)
700 0 0 0] 700
0210 0 O] O
0 0-1050 0]-1050
0O 0 0420 O

Teilen: (1):700/ (2):(-210) / (3):(-1050) / (4):420

1000|121
010010
0010]|1
000110
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x =1
+ 1y =0
+1z =1
+1u=0
Losungen des linearen Gleichungssystems:
x=1
y=0
z=1
u=0

f) Wir haben als Gaul3-Umformungen in Diagonalgestalt: Lineares Gleichungssystem:
+1x-1ly+1z+1u= 18

+2x+1y - 22+ 1u= -50

+4x+3y+1z - 2u=148

+8x-7y-5z2+3u= -6

Anfangstableau:

Xy z u|R.S.

1-1 11| 18

21-2 1| -50

4 3 1-2| 148

8-7-53| -6

1. Schritt: 1*(2) - 2*(1) / 1*(3) - 4*(1) / 1*(4) - 8*(1)
1-1 11| 18

03 -4-1| -86

07 -3-6| 76

0 1-13-5|-150
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2. Schritt: 3*(1) + 1%(2) / 3%(3) - 7%(2) / 3*(4) - 1*(2)
30 -1 2| -32
03 -4 -1| -86
00 19-11] 830
00-35-14 | -364
3. Schritt: 19%(1) + 1%(3) / 19%(2) + 4*(3) / 19*(4) + 35*(3)
57 0 0 27| 222
057 0 -63| 1686
0 019 -11| 830
0 0 0-651|22134
4. Schritt: 217*(1) + 9%(4) / -31*(2) + 3*(4) / -651*(3) + 11*(4)
12369 0 0 0| 247380
0-1767 0 0| 14136
0 0-12369 0]-296856
o 0 0-651| 22134

Teilen: (1):12369 / (2):(-1767) / (3):(-12369) / (4):(-651)

1000]| 20
0100]| -8
0010]| 24
0001]|-34
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1X = 20
+ 1y = -8
+1z =24
+1lu=-34
Losungen des linearen Gleichungssystems:
x =20
y=-8
z=24
u=-34

IX.3 Loésungen: a) Lineares Gleichungssystem:
- 4x1+ X = 24

+ 10x; - 22.5x, = -60

Anfangstableau:

X1 X2 |R.S.

-4 9| 24

10-22.5| -60

1. Schritt: 2*(2) + 5*(1)

49|24

00| O
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Teilen: (1):(-4)

1-2.25|-6

0 0] O

Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1X; - 2.25%X, = -6

0=0
Losungen des linearen Gleichungssystems:
X2 =8
X1 =-6 + 2.25s

» unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter ist die reelle
Zahl s » Losungsmenge: L = {(-6+2.25s|s)| seR}

b) Lineares Gleichungssystem:
+ 1X1 + 2X> =10
+ 2X1 -bxz3= 8

+4%x, +5x3= 6

Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.
120| 10
2 05| 8
045|] 6
1. Schritt: 1*(2) - 2*(1)
120]| 10
0-4-5|-12
045| 6
2. Schritt: 2*(1) + 1*(2) / 1*(3) + 1*(2)
20-5| 8
0-4-5|-12
00O0]| -6
Teilen: (1):2/(2):(-4)
10-25]| 4
011.25| 3
00 O0]|-6
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1xq - 25x3= 4

+ 1x, + 1.25x3= 3

0=-6

» keine LOsung des linearen Gleichungssystems » Losungsmenge: L ={}

c) Lineares (unterbestimmtes) Gleichungssystem:
+ 2X1 + 4%, -4x3 = 18
- 3X1+ 2% - 2X3=-11
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Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.
2 4-4| 18
-32-2| -11
1. Schritt: 2*(2) + 3*(1)
2 4 -4|18
016-16| 32
2. Schritt: 4*(1) - 1*(2)
8 0 0]40
016-16| 32
Teilen: (1):8/(2):16
10 0|5
01-1|2
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x3 =5

+ 11X - IX3=2

Losungen des linearen Gleichungssystems:

Xz =1t
X1=5
Xo =2+t

» unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter ist die reelle
Zahl t » Lésungsmenge: L = {5|2+t|t)| teR}

d) Lineares Gleichungssystem:

+ IX1 - 2Xo + IX3 + 33Xy = -7
+ 3X1+5X2 - 2X3 - Ix4= 4
- 2X1 + 3X2 + 5X3 + 1x4 = -9
-AXy - TXo+3X3+4x4= 0

Anfangstableau:

X1 X2 X3 X4 | R.S.

12 13| -7
35-2-1| 4
2351 -9
1734 0

1. Schritt: 1%(2) - 3%(1) / 1%(3) + 2*(1) / 1*(4) + 1%()

1-21 3| -7
011-5-10]| 25
0-17 7]-23
094 7| -7
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2. Schritt: 11*(1) + 2%(2) / 11*(3) + 1*(2) / 11*(4) + 9*(2)
11 0 1 13| -27
011 -5-10| 25
0 072 67|-228
0 0-1-13| 148
3. Schritt: 72*(1) - 1%(3) / 72*(2) + 5%(3) / 72*(4) + 1*(3)
792 0 0 869 -1716
0792 0-385| 660

0 072 67| -228
0 0 0-869|10428

4. Schritt: 1*(1) + 1%(4) / -79%(2) + 35*(4) / 869*(3) + 67*(4)

792 0 0O 0] 8712
0 -62568 0 0]312840
0 062568 0500544
0 0 0-869| 10428
Teilen: (1):792 / (2):(-62568) / (3):62568 / (4):(-869)
1000] 11
0100]| -5
0010| 8
0001]|-12
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x; =11
+ 1x, = -5
+ 1X3 = 8
+1Xx4 =-12
Losungen des linearen Gleichungssystems:
X1 =11
X2 =-b
X3 =8
Xq = -12

» eindeutige Losung » Ldsungsmenge: L = {(11]-5|8|-12)}

e) Lineares (unterbestimmtes) Gleichungssystem:

+ IX1 + 2Xo - 1X3 + 3X4 =35
+ 2X1 + 3% + 3X3 + 11x5 =85
- AX1+ IXo +4X3 - 3X4+ 3x5=10
Anfangstableau:
X1 X2 X3 X4 X5 | R.S.

12-13 0| 35

233011| 85

-114-3 3| 10
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1. Schritt: 1%(2) - 2*(1) / 1*(3) + 1*(1)
12-13 0[35

0-1 5-611]|15

0330 3|45

2. Schritt: 1*(1) + 2%(2) / 1(3) + 3%(2)
10 9 -922|65

0-1 5 -611|15

0 018-183690

3. Schritt: 2*(1) - 1*(3) / 18*(2) - 5*(3)
2 00 0 8| 40

0-18 0-1818|-180

0 018-1836| 90

Teilen: (1):2 / (2):(-18) / (3):18

100 0 4]20
010 1-1]10
001-1 2| 5
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1X; +4x5 =20
+ 1Xo +1x4 - IX5=10

+1X3 - IX4+2X5s= 5
Ldsungen des linearen Gleichungssystems:
Xa=U
X5 =V
X1 =20 - 4v
X2=10-u+v
X3=5+u-2v
» unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter sind die reellen
Zahlen u, v » Losungsmenge: L = {20-4v|10-u+v|5+u-2v|u|v)| u,veR}

f) Lineares (unterbestimmtes) homogenes Gleichungssystem:

+2X1 - IXo+1X3 - 8%x4=0
- 5X1+4X5 - AX3+20%x4,=0
- TX1+9%2 - X3 +28x4,=0

Anfangstableau:

X1 X2 X3 X4 | R.S.

2.11-8] 0

5 4-420] O

7 9-928| O

1. Schritt: 2%(2) + 5*(1) / 2%(3) + 7*(1)
2.1 1-8]0

03 -30]0

011-11 00
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2. Schritt: 3*(1) + 1*(2) / 3*(3) - 11*(2)
60 0-24|0
03-3 0|0
000 OfO0
Teilen: (1):6/(2):3
100-4]|0
01-10]0
000O0]O0
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1X; -4x,=0

+ 1X5 - 1X3 =0

0=0

Lésungen des linearen Gleichungssystems:
X3 =t
Xqa=U
X1 =4u
Xo =1t
» unendlich viele Losungen des linearen Gleichungssystems; Parameter sind die reellen
Zahlen t, u » Lésungsmenge: L = {(4ult|tju)| u,veR}

g) Lineares (tUberbestimmtes) Gleichungssystem:
+ 5x;+ 12X, + 13x3= 30
- 2% +10x; - 23x3=-15
+ 12X1 + 14X, + 49%x3= 75
+20x;+ 8x2 - 3xz= 25
Anfangstableau:
X1 X2 X3 | R.S.
512 13| 30
-210-23| -15
1214 49| 75
20 8 -3| 25
1. Schritt: 5*%(2) + 2*(1) / 5*(3) - 12*(1) / 1*(4) - 4*(1)
512 13| 30
0 74-89]-15
0-74 89| 15
0-40-55]-95
2. Schritt: 37*%(1) - 6%(2) / 1*(3) + 1*(2) / 37*(4) + 20*(2)
185 0 1015]| 1200
074 -89| -15
00 0] 0
0 0-3815|-3815
Zeilentausch: (3) <-> (4)
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185 0 1015| 1200
074 -89| -15
0 0-3815|-3815
00 O] O
3. Schritt; 109%(1) + 29*(3) / -3815*(2) + 89*(3)

20165 0 0| 20165
0-282310 0]-282310
0 0-3815| -3815
0 0 0] 0
Teilen: (1):20165 / (2):(-282310) / (3):(-3815)
100]1
010]1
001]1
000]|0
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1xq =1
+ 1x, =1
+1x3=1
0=0
Losungen des linearen Gleichungssystems:
X1=1
Xo =1
X3=1

» eindeutige LOsung des linearen Gleichungssystems » Losungsmenge: L = {(1]|1|1)}

h) Lineares Gleichungssystem:
+5x1+ 12X - 4x3= 1
+8x1+ 7Xo - 3xz3=-22

- 7X1 - 4X2 +5x3= 56
Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.

512-4| 1
8 7-3| -22
-7 -4 5| 56
1. Schritt: 5*(2) - 8%(1) / 5%(3) + 7*(1)
512 4| 1
0-6117]|-118
0 64 -3| 287

2. Schritt: 61*(1) + 12*(2) / 61*(3) + 64*(2)
305 0 -40]|-1355

0-61 17| -118

0 0905| 9955
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3. Schritt; 181*(1) + 8%(3) / 905*(2) - 17*(3)
55205 0 0]-165615

0-55205 0]-276025

0 0905| 9955
Teilen: (1):55205 / (2):(-55205) / (3):905
100] -3
010] 5
00111
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1xq = -3

+ 1X, = 5

+1x3=11

Losungen des linearen Gleichungssystems:
X1 =-3
Xo=5
X3 =11
» eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems » Ldsungsmenge: L = {(-3|5|11)}

i) Lineares Gleichungssystem:
+4X1 - 4Xo + 2X3 + 2X4 =14
+ 3X1 +5Xy - 1X3 - IX4 = -2
+2X1 - 6Xo + IX3+ 1Xa= 7
+ IX1 + X2 - 2X3 - 2X4 = -9

Anfangstableau:

X1 X2 X3 X3 | R.S.

4-4 22| 14
35-1-1] -2
26 11| 7
17-2-2] -9

1. Schritt: 4*(2) - 3%(1) / 2*(3) - 1*(1) / 4*(4) - 1*(1)
4 -4 2 2| 14
032-10-10]-50
0-8 0 0] O
032-10-10-50
2. Schritt: 8*(1) + 1*(2) / 4*(3) + 1*(2) / 1*(4) - 1*(2)
320 6 6|62
032-10-10 | -50
0 0-10-10]-50
00 0 0| O
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3. Schritt: 5*(1) + 3*(3) / -1*(2) + 1*(3)
160 0 O 0]160

0-32 0 0| O

0 0-10-10] -50

0O 0 0 0] O
Teilen: (1):160/ (2):(-32) / (3):(-10)

1000]|1
0100]|0
0011|5
0000]0
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1xq =1
+ 1x, =0
+1Ix3+1x4=5
0=0
Losungen des linearen Gleichungssystems:
Xq=U
X1=1
X2 = 0
X3=5-u

» unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter ist die reelle
Zahl u » Lésungsmenge: L = {(1]|0|5-uju)| ueR}

J) Lineares Gleichungssystem:

+IX1 - IXo+ IX3+2X4= 4

-AX 2%+ IX3 - IXa= 6

+ IX1 - IXy - 2X3 - 1X4=-2

+ 2X1 + IXy - IX3 + 1X4 =-7
Anfangstableau:

X1 X2 X3 X4 | R.S.

1-112| 4

121-1] 6

1-1-2-1| -2

21-11| -7

1. Schritt: 1%(2) + 1%(1) / 1%(3) - 1%(1) / 1%(4) - 2%(1)
1112 4

0121]10

0 0-3-3| -6

0 3-3-3|-15

2. Schritt: 1%(1) + 1(2) / 1%(4) - 3%(2)
10 3 3| 14

012 1] 10

00-3-3| -6

00-9-6|-45
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3. Schritt: 1*(1) + 1*(3) / 3*(2) + 2*(3) / -1*(4) + 3*(3)
1000]| 8
03 0-3|18
00-3-3| -6
00 0-3]|27
4. Schritt: -1*(2) + 1*(4) / -1*(3) + 1*(4)
1000]| 8
0-30 0] 9
003033
0 00-3]|27
Teilen: (2):(-3) / (3):3/(4):(-3)
1000]| 8
0100] -3
0010|11
0001 -9
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1xq = 8

+ 1x, = -3

+ 1X3 =11
+1X4 = -

Losungen des linearen Gleichungssystems:

X1 = 8

Xo = -3

X3=11

X4 =-9

» eindeutige Losung des Gleichungssystems » Ldsungsmenge: L = {(8]-3|11]-9)}

k) Lineares Gleichungssystem:
+2X1 - 3Xo +4X3 - 2X4= 54
- 3X1 + 2%+ 3%X3 - 3X4 = 33
+ 5Xq1 - TXo - 2X3 + 4X4 =-42
+ IX1 - 6Xo + 8X3 - 4X4=-73

Anfangstableau:
X1 X2 X3 X4 | R.S.

2-3 4-2| 54
323-3] 33
5-7-2 4| -42
16 8-4| -73

1. Schritt: 2%(2) + 3*(1) / 2*(3) - 5*(1) / 2*(4) - 1*(1)
23 4 2| 54
0-5 18-12| 228
0 1-24 18|-354
0-9 12 -6|-200
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2. Schritt: -5%(1) + 3%(2) / 5%(3) + 1*(2) / -5*(4) + 9*(2)
10 0 34-26| 414

0-5 18-12| 228

0 0-102 78]-1542

0 0 102-78| 3052
3. Schritt: 3*(1) + 1%(@3) / 17%(2) + 3%(3) / 1*(4) + 1*(3)
30 0 0 0] -300

0-85 030] -750

0 0-10278]-1542

0 0 0 0] 1510

» keine LOsung des linearen Gleichungssystems » Loésungsmenge: L ={}

I) Lineares (homogenes) Gleichungssystem:
+7X1 - 6X2+ 8x3=0
-5X1+ 3%, - 7X3=0
+ 3X1 + 5%, +11x3=0

Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.
76 8|/ O
53-71 0
3511 O
1. Schritt: 7*(2) + 5*(1) / 7*(3) - 3*(1)
7-6 8|0
0-9-9|0
05353]|0
2. Schritt: -3*(1) + 2*(2) / 9*(3) + 53*(2)
-21 0-42|0
0-9 9|0
00 0]0
Teilen: (1):(-21) / (2):(-9)
102]0
011]|0
000|0
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1xq +2x3=0
+1x, +1X3=0
0=0
Ldsungen des linearen Gleichungssystems:
X3 =t
X1 = -2t
Xo = -t
» unendlich viele Losungen des linearen Gleichungssystems; Parameter ist die reelle
Zahl t » Losungsmenge: L = {(-2t|-t|t)| teR}
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m) Lineares (homogenes) Gleichungssystem:
+ 32X - 31Xo + 30%X3 - 294, =0

- 28X1 - 27X, + 26X3 - 25%x4,=0

+ 24X, - 23X, + 22%x3 + 21X =0

+ 20X -19%, + 18x3+ 17%4, =0
Anfangstableau:

X1 Xo X3 X4 | R.S.
32-3130-29| O
-28-2726-25|] O
24-2322 21| O
20-1918 17| O
1. Schritt: 8%(2) + 7*(1) / 4*(3) - 3*(1) / 8*(4) - 5*(1)
32 -31 30 -29]|0
0-433418-403|0
0 1 -2171]0
0 3 -6281|0
2. Schritt: -433*(1) + 31*(2) / 433*(3) + 1*(2) / 433*(4) + 3*(2)
-13856 0 -32 64 |0
0-433 418 -403]|0
0O O -448 73640]|0
0 0-1344120464]|0
3. Schritt: -14*(1) + 1*(3) / 224*(2) + 209*(3) / -1*(4) + 3*(3)
193984 0O O 72744 |0
0-96992 0153004880
0 0-448 73640 |0
0 0O O 100456]0
4. Schritt: 29*(1) - 21*(4) / 29*(2) - 4417*(4) | 12557*(3) - 9205*(4)
5625536 0 0 0|0
0-2812768 0 0|0
0 0 -5625536 0|0
0 0 0100456 |0
Teilen: (1):5625536 / (2):(-2812768) / (3):(-5625536) / (4):100456
1000]|0
0100]|0
0010]|0
0ooo01]|0
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1xq =0
+ 1x; =0
+ 1X3 =0
+1x4=0
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Losungen des linearen Gleichungssystems:

X]_:O
X2 =0
X3:O
Xa=0

» eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems » Ldsungsmenge: L = {(0]|0|0|0)}

n) Lineares Gleichungssystem:

+ IX1 + IXy - IX3+ 1Xs + IX5=2
+ 1X1 - 1X> - 1X3 -Ixs=0
- AXy + IXo + 1X3 - 1X4 =0
Anfangstableau:

X1 X2 X3 X4 X5 | R.S.
11111 2
1-1-1 0-1| O
-111-10|] O
1. Schritt: 1*(2) - 1*(1) / 1*(3) + 1*(1)

111112
0-20-1-2|-2
020012

2. Schritt: 2(1) + 1%(2) / 1*(3) + 1*(2)
X1 X2 X3 X4 Xg | R.S.

20210] 2

02 0-1-2] -2

000-1-1] 0

Spaltentausch: [3] <-> [4]

X1 X2 X4 X3 X5 | R.S.

201-20] 2

02-10-2] -2

00-10-1] O

3. Schritt: 1%(1) + 1%(3) / 1*(2) - 1*(3)

200-2-1| 2

0-200-1]|-2

00-10-1]0

Teilen: (1):2/(2):(-2) / (3):(-1)

100-1-05|1

010 005]|1

0010 1]0

Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:

+ 1xq -1x3 - 0.5x5=1
+ 1X5 +0.5x5=1

+ 1X4 + 1Ixs=0
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Losungen des linearen Gleichungssystems:

X3=U

X5 =V
X1=1+u+0.5v
X2 =1-0.5v
Xq4=-1v

» unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter sind die reellen
Zahlen u, v » Lésungsmenge: L = {(1+u+0,5v|1-0,5v|u|-Vv|Vv)| u,veR}

IX.4 Lésungen: Die zu berechnenden Variablen heil3en im Folgenden xq, Xo, ...
a) Lineares Gleichungssystem: Anfangstableau:
X1 X2 | R.S.
5-4| 67
2-3| 38
1. Schritt: 5*%(2) - 2*(1)
5-4|67
0-7|56
2. Schritt: -7*(1) + 4*%(2)
-35 0]-245
0-7| 56
Teilen: (1):(-35) / (2):(-7)
10| 7
01|-8
Lésungen des linearen Gleichungssystems:
X1=7
X = -8
» eindeutige LOsung des linearen Gleichungssystems » Ldsungsmenge: L = {(7]-8)}

b) Lineares Gleichungssystem: Anfangstableau:
X1 X2 |R.S.

-6 9| 24

12 -18| -48

1. Schritt: 1*(2) + 2*(1)

-69]|24

00| O

Teilen: (1):(-6)

1-15|-4

0O 0]O

L6sungen des linearen Gleichungssystems:

X2 =S
X1 =-4+1.5s
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» unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter ist die reelle
Zahl s » Losungsmenge: L = {(-4+1,5s|s)| seR}

c) Lineares (unterbestimmtes) Gleichungssystem: Anfangstableau:
X1 X2 X3 | R.S.
2-35| -9
123 13
1. Schritt: 2*(2) - 1*(1)
2-35] -9
0 71|35
2. Schritt: 7*(1) + 3*(2)
14038 |42
07 1|35

Teilen: (1):14 / (2):7

1

1023
7

01 1|5
7

Losungen des linearen Gleichungssystems:
X3 =t

» unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter ist die reelle

Zahl t » Lésungsmenge: L = {(3-1—79t|5-%t|t)| teR}

d) Lineares (Uberbestimmtes) Gleichungssystem: Anfangstableau:
X1 X2 | R.S.

4-1| 76

3 5|-104

21| -4
1. Schritt: 4*(2) - 3*(1) / 2*(3) - 1*(1)
4 -1| 76
023]|-644
0 3| -84
2. Schritt: 23*(1) + 1*(2) / 23*(3) - 3*(2)
92 0]1104

023]| -644

0 O 0
Teilen: (1):92 / (2):23

10] 12

01|-28
(00| 0)

Michael Buhlmann, Schilerkurs Mathematik > Lineare Algebra > Lineare Gleichungen/Gleichungssysteme > Il 144



Losungen des linearen Gleichungssystems:

X1 = 12

Xo = -28

» eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems » Losungsmenge: L = {(12|-28)}

e) Lineares Gleichungssystem: Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.
2-1 3| 12
5-4-2| -11
8-7 4| 10
1. Schritt: 2*(2) - 5*(1) / 1*(3) - 4*(1)
2-1 3| 12
0-3-19|-82
0-3 -8|-38
2. Schritt: -3*(1) + 1*(2) / -1*(3) + 1*(2)
-6 0-28]|-118
0-3-19| -82
0 0-11| -44
3. Schritt: -11*(1) + 28*(3) / -11*(2) + 19*(3)
66 0 0] 66
033 0| 66
0 0-11|-44
Teilen: (1):66 / (2):33/(3):(-11)
1001
01012
0014
Losungen des linearen Gleichungssystems:
X1=1
Xp =2
X3=4

» eindeutige LOsung des linearen Gleichungssystems » Losungsmenge: L = {(1]|2|4)}

f) Lineares Gleichungssystem: Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.

1-1 0] 10
02-1] -5

2 0-1] 15

1. Schritt: 1%(3) - 2*(1)
1-1 010
02-1|-5
02-1|-5
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2. Schritt: 2*(1) + 1*(2) / 1*(3) - 1*(2)
20-1|15

02-1| -5

000| O

Teilen: (1):2/(2):2

10-05| 7.5

01-05(-25

00 O] O

Losungen des linearen Gleichungssystems:
X3 =t

X, =7.5+ 0.5t

X =-2.5 + 0.5t

» unendlich viele Losungen des linearen Gleichungssystems; Parameter ist die reelle
Zahl t » Lésungsmenge: L = {(7,5+0,5t|-2,5+0,5t|t)| teR}

g) Lineares Gleichungssystem: Anfangstableau:

X1 X2 X3 |RS

5-18 6| 700
12 20 -3]1680
2 -911| 280
1. Schritt: 5*(2) - 12*(1) / 5*(3) - 2*(1)
5-18 6700
0316-87| O
0 -943] 0

2. Schritt: 158*(1) + 9*(2) / 316%(3) + 9*(2)
790 0 165110600

0316 -87| 0
0 012805] 0
3. Schritt: 2561*(1) - 33*(3) / 12805*(2) + 87*(3)
2023190 0 0] 283246600
0 4046380 0] 0
0 012805 | 0
Teilen: (1):2023190 / (2):4046380 / (3):12805
100] 140
010] O
001|] O
Losungen des linearen Gleichungssystems:
X1 = 140
X2 = 0
X3=0

» eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems » Ldsungsmenge: L = {(140]0|0)}
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h) Lineares (unterbestimmtes) homogenes Gleichungssystem: Anfangstableau:

X1 X2 X3 X3 | R.S.
12 34| 0
21-3-4] O
4-31-2] 0
1. Schritt: 1%(2) - 2%(1) / 1%(3) - 4*(1)
12 3 4]0
05 -9-12|0
0 5-11-18]0
2. Schritt: 5*(1) + 2*(2) / 1%(3) - 1*(2)
50-3 -4|0
05-9-12|0
00-2 6|0
3. Schritt: -2%(1) + 3%(3) / -2*(2) + 9*(3)
-10 0 0-10|0
0-10 0-30|0
0 0-2 -6|0
Teilen: (1):(-10) / (2):(-10) / (3):(-2)
100110
0103|0
0013|0

Losungen des linearen Gleichungssystems:

Xq=U

X1 =-U

Xo = -3u

X3 = -3U

» unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter ist die reelle
Zahl u » Lésungsmenge: L = {(-u]-3u|-3u|u)| ueR}

i) Lineares (Uberbestimmtes) Gleichungssystem: Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.
40.251.5]12.25
25 3 4| 35
35 525| 17
0.60.450.2| 2.05

Multiplizieren: 4*(1) / 2*(2) / 2*(3) / 20*(4)
X1 X2 X3| R.S.

16 1 6| 49
5 68| 70
710 3| 34
12 9 4| 41
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1. Schritt: 16*(2) - 5*(1) / 16*(3) - 7*(1) / 4*(4) - 3*(1)
16 1 6| 49
0 9198|875
0153 6201
0 33-2| 17
2. Schritt: 91*(1) - 1*(2) / 91*(3) - 153*(2) / 91*(4) - 33*(2)
1456 0 448| 3584
091 98 | 875
0 0-14448|-115584
0 0 -3416| -27328
3. Schritt: 129*(1) + 4*(3) / 1032*(2) + 7*(3) / -258*(4) + 61*(3)
187824 0 0| 0
093912 0| 93912
0 0-14448 | -115584
0 0 0| 0
Teilen: (1):187824 / (2):93912 / (3):(-14448)
100]|0
010]1
0018
000]0
Lésungen des linearen Gleichungssystems:
X1 = 0
Xo =1
X3 = 8
» eindeutige LOsung des linearen Gleichungssystems » Losungsmenge: L = {(0]|1|8)}

J) Lineares Gleichungssystem: Anfangstableau:

X1 X2 X3 X4 | R.S.

35 7-4| 44
2 4 75| -14
5-3 2 8| -60
69-8 3| 18

1. Schritt: 3*(2) + 2*(1) / 3*(3) - 5*(1) / 1*(4) - 2*(1)

3 5 7-4| 44

02235 7| 46

0 -34 -29 44 | -400

0 -1-2211| -70

2. Schritt: 22*(1) - 5%(2) / 11%(3) + 17%(2) / 22*(4) + 1*(2)
66 0 -21-123| 738

022 35 7| 46

0 0 276 603 |-3618

0 0-449 249 |-1494
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3. Schritt: 92%(1) + 7%(3) / 276*(2) - 35*(3) / 276*(4) + 449*(3)
6072 0 0 -7095| 42570

06072 0 -19173| 139326

0 0276 603| -3618

0 0 0339471]-2036826

4. Schritt; 10287*(1) + 215*(4) / 10287*(2) + 581*(4) / 37719*(3) - 67*(4)

62462664 0 0 0] 0
0 62462664 0 0| 249850656
0 010410444 0| 0
0 0 0339471 | -2036826

Teilen: (1):62462664 / (2):62462664 / (3):10410444 / (4):339471

1000] O

0100] 4

0010] O

0001]|-6

Losungen des linearen Gleichungssystems:

X1 = 0

X2 =4

X3 = 0

X4 = -6

» eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems » Losungsmenge: L = {(0|4|0|-6)}

k) Lineares Gleichungssystem: Anfangstableau:

X1 X2 X3 Xa | R.S.

1-21-3] O

2351 O

31-4-2| O

4 2-6-2| O

1. Schritt: 1*(2) - 2*(1) / 1*(3) - 3*(1) / 1*(4) - 4*(1)
1-2 1-3|0

07 -7 7]0

07 -7 7]0

010-1010]0

2. Schritt: 7*(1) + 2*(2) / 1*(3) - 1*(2) / 7*(4) - 10*(2)
70-7-7|0

07-7 7|0

000O0]O0

000O0]O0

Teilen: (1):7 7/ (2):7

10-1-1|0

01-1 1|0

000O0]0

000O0]0
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Losungen des linearen Gleichungssystems:

Xz =1t

Xa=U

Xx1=t+u

Xo=t-U

» unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter sind die reellen
Zahlen t, u » Losungsmenge: L = {(t+u]t-u|t|u)| t,ueR}

) Lineares (unterbestimmtes) Gleichungssystem: Anfangstableau:

X1 X2 X3 X4 X5 | R.S.

-1-121-2| 5

21131 -6

32-123| 9

1. Schritt: 1*(2) + 2*(1) / 1*(3) + 3*(1)
-1-121-2| 5

0-155-3| 4

0-155-3|24

2. Schritt: -1*(1) + 1*(2) / -1*(3) + 1*(2)
1034-1] -1

0-155-3| 4

0 000 0]|-20

Teilen: (2):(-1)

103 4-1| -1

01-5-5 3| 4

00 0 0O0]-20

» keine LOsung des linearen Gleichungssystems » Losungsmenge: L ={}

m) Lineares Gleichungssystem: Anfangstableau:

X1 X2 X3 X4 | R.S.

2-1 2 6| -7

11-3-6|] -1

311-2| -2

521-6| -3

1. Schritt: 2*(2) - 1*(1) / 2*(3) - 3*(1) / 2*(4) - 5*(1)
2-1 2 6| -7

0 3-8-18| 5

0 5-4-22|17

0 9-8-42|29

2. Schritt: 3*(1) + 1*(2) / 3*(3) - 5*(2) / 1*(4) - 3*(2)
60-2 0]-16

03-8-18| 5

0028 24| 26

0016 12| 14
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3. Schritt: 14*(1) + 1%(3) / 7%(2) + 2*(3) / 7*(4) - 4*(3)
84 0 0 24|-198

021 0-78| 87

0 028 24| 26

00 0-12| -6

4. Schritt: 1%(1) + 2%(4) / -2*(2) + 13*(4) / 1*(3) + 2*(4)
84 0 0 0]-210

0-42 0 0]-252

0 028 0| 14

0 0 0-12] -6

Teilen: (1):84 / (2):(-42) / (3):28 / (4):(-12)

1000]|-2.5

0100| 6

0010] 05

0001]| 05

Losungen des linearen Gleichungssystems:
X1 = -2.5

X =6

X3 = 0.5

X4 =0.5

» eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems
» Losungsmenge: L ={(-2,5|6/0,5/0,5)}

n) Lineares Gleichungssystem: Anfangstableau:
X1 X2 X3 Xa |R.S.

1 1 2 4

— = — _| 2
3 9 3 3

1 2 6 3

_ — —__| 1
5 5 5 10
1105 1,
16 8 16 2
35 123
11 22 22 22

Multiplizieren: 9*(1) / 10*(2) / 16*(3) / 22*(4)
X1 X2 X3 Xa | R.S.

3-1 612| 18

2 4-12 3| 10

12 5 8| 16

6 5 -123| 44

1. Schritt: 3*(2) - 2*(1) / 3*(3) - 1*(1) / 1*(4) - 2*(1)
3-1 6 12|18

014-48-15| -6

0 7 9 12|30

0 7-13 -1| 8
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2. Schritt: 14*(1) + 1%(2) / 2*(3) - 1*(2) / 2*(4) - 1*(2)
42 0 36153246
014-48 -15| -6
0 066 39| 66
0 022 13| 22
3. Schritt: 11*(1) - 6%(3) / 11*(2) + 8*(3) / 3(4) - 1*(3)
462 0 014492310
0154 0 147| 462
0O 066 39| 66

0 0O 0| 0
Teilen: (1):462 / (2):154 / (3):66
100 483 |5
154
147

010 -— |3
154

001 21
22

000 0]0

Losungen des linearen Gleichungssystems:
Xq=U

483
X1=5-—u
154

» unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter ist die reelle
Zahl u » Lésungsmenge: L = {(5-4—83u | B-EU | 1-1—3u | u) | ueR}
154 154 22

X.1 L8sungen: a) Es liegt das lineare Gleichungssystem mit Parameter t als Endtableau
vor:

t+4 t-4 t2 t?—t+4
0 t?’-4 t+1 |-t>+t+6
0 0 t?-t-6/2%2-2t-12

so dass wir gleich mit der Fallunterscheidung beginnen kénnen. Wir betrachten zunachst
die Diagonalelemente des Endtableaus:

1 1
Fall 1: t?°-t-6=0 © t:EiW/Z+6:O’Si\/6’25:o’512’5 &t =-2, t=3: Wir haben

somit die Unterfalle:
a) t=-2: Einsetzen von t in das Endtableau ergibt:
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2 -6 410

0 0 -10

0O 0 0]0
Wir erhalten damit eine mehrdeutige Losung fur t = -2.
B) t=3: Das Endtableau wird zu:

7 -1 9110

0 5 4|0

0 0 00

Wir erhalten eine mehrdeutige Losung fur t = 3.

Fall 2: t?-4=0 © t> =4 & t=+2: Der Fall t = -2 wurde schon behandelt. Fiir =2 qilt:
6 -2 4|6 6 -2 4|6
0 0 3|4 0O 0 34
0O 0O -4/-8)3ll+4ll (0O 0 0-8

Wegen des Widerspruchs 0 = -8 ist hier die Lésungsmenge leer.
Fall 3:t+ 4 =0 < t = -4: Das Endtableau stellt sich dar:

0 -8 16|24 0 -8 16|24 0 -8 16|24
0 12 -3-14|211 +3I |0 O 42|44 0 0 42/44
0O 0 14|28 0O O 14|28)3l11 -11 {0 O 040

Wegen des Widerspruchs 0 = 40 ist hier die Losungsmenge leer.
Fall 4: t+-4, t#+2, t+3: Hier liegt eindeutige Losbarkeit vor.

b) Wir formen das lineare Gleichungssystem gemald dem Gaul3-Algorithmus um:
t-1 t -1 t-1

4 2t 6| 8t°+4t (t=2)I1 -4t
16t —4 10t 14[24t* +16t -4 |(t - DIl - (16t - 4)I
t-1 t -1 t-1

0 -2t>-2t 10t-6| 8t°-8t
0 -6t2-6t 30t-18|24t% —24t2 |11l - 3lII

t-1 t -1 | t-1
0 -2t°-2t 10t-6/8t° -8t
0 0 0 0

Fall 1: Das Diagonalelement der 3. Zeile des Endtableaus ist immer 0, so dass fiur jedes
teR das lineare Gleichungssystem mehrdeutig l6sbar ist. Dies gilt auch fur die Falle der
zwei anderen Diagonalelemente, da hier keine Widerspriche auftreten.

Fall 2: Wir betrachten das Diagonalelement in der 2. Zeile des Endtableaus und erhalten:
-2 -2t=0® -2(t-1)=0 < -2t=0,t-1=0 ¢ t =0, t = 1: Wir haben die Unterfalle:
a) t=0: Das Endtableau wird zu:
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-10 -1-1

0 0 -6/0

0 0 00

Es folgt die mehrdeutige Losbarkeit.
B) t=1: Das Endtableau wird zu:
01 -10

00 40

00 00

Es folgt die mehrdeutige Lésbarkeit.
Fall 3istwegent—1=0 < t=1 eben in Fall 28) behandelt worden.

c) Wir stellen das lineare Gleichungssystem durch Zeilen- und Spaltentausch wie folgt um:

0 0 3t-6/2t I o Il -t t?+1 t |5 t2+1 -t t | 5
t-2 0 8 [t+5 t-2 O 8 [t+5 0 t-2 8 [t+5
-t t?+1 t 5 0 0 3t-6 2t 0 0 3t-6 2t

I < 1l

und erhalten das Gleichungssystem in Dreiecksgestalt. Die Betrachtung der Diagonalele-
mente des Endtableaus flhrt auf:

Fall1: 3t—6 =0 < 3t =6 < t = 2: Mit dem Endtableau
5 -2 25
0 0 87
0O 0 04

folgt ein Widerspruch und damit die UnlGsbarkeit des Gleichungssystems fur dieses t.

Fall 2 ist wegen t — 2 = 0 <> t = 2 identisch mit Fall 1, Fall 3 tritt wegen t* + 1 > 0 erst gar
nicht auf. Es bleibt noch der Fall 4: t # 2: Hier hat das lineare Gleichungssystem eine ein-
deutige LOosung.

d) Wir formen das lineare homogene Gleichungssystem mit dem Gauf3-Algorithmus um:
1 1 110

t-1 2t t+10]| Il = (t-Dl

t>=1 t+1 0 |0)II —(t* -2l

1 1 1 |0

0 t+1 2 |0

0 —t*+t+2 —t>+20) 11 +(t -2l
1 1 1 0

0t+1 2 0

0 0 -t?+2t-3[0

Fall 1: Wegen —-t*+2t-3=0 & t°-2t+3=0 & t=1%++1-3=1++/-2 tritt dieser Fall
nicht in Erscheinung.
Fall2:t+1=0 < t=-1: Das Endtableau wird zu:
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11 100 11 10
00 20 0 0 20/,
0 0 —-30)2111+311 |0 0 0)0

so dass hier eine mehrdeutige Lésbarkeit des Gleichungssystems folgt.

Fall 3:t # -1: Das lineare Gleichungssystem ist eindeutig I6sbar (mit der trivialen Losung
aus lauter Nullen des homogenen Gleichungssystems).

e) Anwendung des Gaul3-Algorithmus ergibt:

1t 2t |6t—-4

11 2t-26t=2|11 -1

t t2 16 |-12t |1l -t

1t 2t 6t —4

0 -t+1 -2 2

0 t3-t%> —-2t?+16/-6t> =8t |1l +t2Il
1t 2t 6t —4

0 -t+1 -2 2

0 0 -—4t?>+16|-4t>-8t

Wir unterscheiden nach den Diagonalelementen des Endtableaus die Falle:
Fall 1: -4t + 16 = 0 <> 16 = 4t> & t* = 4 & t = +2: Die Unterfalle sind:
a) t=-2: Einsetzen in das Endtableau ergibt:

1 -2 -4|-16
0 3 -2 2
0 0 0O

und damit eine mehrdeutige Losbarkeit.
B) t=2: Einsetzen in das Endtableau ergibt:

1 2 4|8
0-1-2 2
0 0 0-32

und damit eine leere Losungsmenge.
Fall2: -t+1 =0 < t=1: Das Endtableau wird zu:
11 2|2 11 22
00 -2 2 00 —-272
0 0 12|-12/1I1+61l (1O O 010

Wir haben somit eine mehrdeutige Losung furt = 1.
Fall 3:t + +2, t # 1. Hier hat das lineare Gleichungssystem eine eindeutige LAsung.

X.2 Loésungen: a) Das Anfangstableau des linearen Gleichungssystems ist mit den Um-
formungen des Gaul3-Algorithmus:
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a

-4 8la -4 8
10 5|2b)2Il1 +5I { O 50[5a+4b )2l +5I

Das lineare Gleichungssystem ist also eindeutig I6sbar. Losungen sind:
_5a+4b

Xy = =0,a+0,08b
50
- 4X1 + O,8a+ O,64b —a & X, = O’2a_—o’64b — _0,05a+ 0,16b
Die Lésungsmenge ist also flr alle reellen aund b: L _)[~005a+016b
g 9 + aORbOR — 0la+ 0,08b

b) Das Anfangstableau des linearen Gleichungssystems mit Parameter k ist mit den Um-
formungen des Gaul3-Algorithmus:

2 -3 5|0

7 -1 k[05]211-7I

5 2k -4{05)211l -5l

2 -3 5 |o

0 19 2k-351

0 4k+15 -33 |1/1911I - (4k +15)II
2 -3 5 0

0 19 2k - 35 1

0 0 -8k*+110k-102-4k+4

Das einzige Diagonalelement, das von k abhangig ist, ist das der letzten Zeile des End-
tableaus. Also:

Fall 1: -8k?+110k-102=0 ¢ k?-1375k+12,75=0 & k= 6,8751\/6,8752 -12,75 &
k=6,875+£5875 < k=1, k=12,75: Es ergeben sich die Unterfalle:

a) k=1: Das Endtableau wird zu:

2 -3 510

0 19 -331

0 0 0}0

) . . 1 33 3 2
Die mehrdeutige Losungsmenge hierzu folgt aus: x3 =S, X, =—+—5, X, =—+—s als:
J g J J S 279 19> 738 19
L 3 2
L, =1—|2]+>|33 IsOR} mit reellem Parameter s.

38 19
0 19

B) k=12,75: Hier lautet das Endtableau:
2 -3 5|0

0 19 -95 1 |,

0 0 0 |-47
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woraus der Widerspruch 0 = -47 folgt und damit die leere Losungsmenge: Lx=1275 = { }-
Fall 2: k # 1, k # 12,75: Hier ergibt sich als eindeutige L6sung:

. — 4k +4 _ ~4(k-1) _ 1 _ 1
®T_8Kk?+110k-102 -8(k-1)(k-1275) 2(k-1275) 2k-255
oLl 2%-35
> 19 19(2k - 25,5)
w =3 __ 3K-5 3 3k -5
© 38 19(2k-255) 38 19(2k - 255)
1 2k -35
und daher als Losungsmenge: L ==
g 9€. Lizike1275 19 19(2k - 255)
1
2k =255

c) Das Anfangs- bzw. Endtableau des linearen Gleichungssystems mit Parameter t liegt in
Dreiecksgestalt vor, so dass wir keine Gaul3-Umformungen durchzufihren brauchen. Wir
betrachten zunachst die von t abhangigen Diagonalelemente:

Fall1:t+5=0 < t = -5: Das Endtableau wird zu:

-5 -10 4|5
0 25 -525
O O 0]0
Die mehrdeutige L6sung ergibt sich mit dem reellen Parameter r aus: x3 =r, X, =1 + 0,2r,
-3 04
X1 = -3 + 0,4r, so dass die Losungsmenge L,_.=4| 1 [+r][0,2 |r OR} ist.
0 1

Fall 2: t* = 0 < t = 0: Der Fall gilt fiir die Diagonalelemente t* und t des Endtableaus. Wir
haben dann:

0 0 4-20 0 0 4-20
000O0 O 000 O
0 0 5-25/411l =51 {0 O Of O )4l -5l

Fur die mehrdeutige Losung brauchen wir wegen den zwei Nullzeilen im Tableau zwei
reelle Parameter r und s (man spricht auch von zwei Freiheitsgraden der Lésungsmenge),

0 0 1
also: x3 = -5, X2 =r, X1 = s. Losungsmenge ist damit. L, =<| O |+r{1|+50 |r,sD Rp.
-5 0 0

Fall 3: t#-5, t#0: Die eindeutige L6sung dieses Falls ist:

t2 — 25 O+t _ 12 2 _ _ —B) + 2 _
X, = ~t-5, x = 5t tz(t 5 _ 2:_1’ xlz(t 20)-4(t-5+2t _t 2t:t—2
t+5 t t t
t—2
Die Losungsmenge ist: L, 5., =1 1
t-5
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d) Eine etwas andere Vorgehensweise bietet die folgende Losung: Lineares Gleichungs-
system mit Parameter teR:

tX1 + 2X2 =3t
-tXo + X3 =0
8X1 + 2tXs - X3 = t2+8

Mit dem Gaul3-Algorithmus ergeben sich das Anfangstableau und die Umformungen:

X1 Xo X3 rechte Seite

t 2 0 3t

0 -t 1 0

8 2t -1 t*+8 8-(1) - t(3)

t 2 0 3t

0 -t 1 0

0 16-2t t 16t-t3 (16-2t%)-(2) + t-(3)
t 2 0 3t

0 -t 1 0

0 0 16-t? t2(16-t%) Endtableau

Die Diagonalelemente des Endtableaus sind auf Nullen zu untersuchen (Division durch O
vermeiden): Wir beginnen mit dem Diagonalelement oben rechts und haben den

Fall 1: t=0: Das Endtableau wird durch Einsetzen von t=0 zu:

X1 X2 X3

0 2 0 0

0 0 1 0

0 0 16 0 16-(2) - (3)

0 2 2 0

0 0 1 0

0 0 0 0 mehrdeutige Lésung

Es gilt dann mit Parameter r: x;=r; x3=0; 2x,=0 < x>=0. Als Lésung ergibt sich fir t=0:
r

_; =10/, reR . Das mittlere Diagonalelement im Endtableau ist ebenfalls 0, wenn t=0 ist,
0

fuhrt also auf denselben Fall. Fur das 3. Diagonalelement ergibt sich der

Fall 2: 16-t? = 0 < t* = 16 < t = +4, und damit gelten die Unterfalle:

a) t=-4: Einsetzen von t=-4 ins Endtableau fuhrt zu:

-4 2 0 -12
0 4 1 0
0 0 0 0 mehrdeutige Lésung

Mit Parameter r folgt: Xs=r; 4Xo+r =0 & 44X, = -1 & Xp = —%; -4x1-%: -12 & xq = 3-%. L6-

g !
8
sung ist hier: x = —% , reR.
r

[) t=4: Es ergibt sich analog aus dem Endtableau:
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4 2 0 12
0 -4 1 0
0 0 0 0 mehrdeutige Losung
Mit Parameter r folgt: xz=r; -4xo+tr = 0 & 4x, =1 & X = %; 4x1+%: 12 & X1 = 3-%. Lo-

g !

8
sung ist hier: x = % , reR.
r

Wir betrachten noch die restlichen t, wo alle Diagonalelemente ungleich O sind, also den
Fall 3: t£0, t#-4, t+4: Wir verwenden das Endtableau:

t 2 0 3t
0 -t 1 0
0 0 16-t2 t2(16-t%) eindeutige Losung
Es gilt: (16-t*)x, =t*(16-1t%) & X, =t° -tx, +t* =0 = X, =t; tx +2A =3 = tx =t = x =1.
) 1
Losung ist hier: x =| t
t2
Wir fassen noch die Lésungen und Lésungsmengen zusammen:
Fall: Losung:
1
t+0, t+-4, t+4 Lizotesa =9| 1
t2
1
3 8
t=-4 L., = O+r—% rir
0 1
r
t=0 L =4|0|rOR
0
t=4 1
3 8
1
L., =30[+r 2 rdR
0 1

e) Dreiecksgestalt und Endtableau des linearen Gleichungssystems mit Parameter t sind:
t?-9 2 0 t> +4t-9
0 t?+4t t+2 [24°+9t+3
0 0 t2+3t+2[t>+4t+3
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Wir untersuchen alle von t abhangigen Diagonalelemente.

Fall 1: t?+3t+2=0 & t=-15+,/225-2=-15+,/0,25=-15+05 & t=-2,t=-1: Es
ergeben sich die Unterfalle:
a) t=-2: Das Endtableau wird zu:

-5 -4 0]-13
0 -4 0[-7
0O 0 0O-1

Aus der 3. Zeile der obigen Matrix folgt der Widerspruch 0 = -1, die Losungsmenge ist da-
her leer: Li=» ={ }.

) t=-1: Wir erhalten nach Einsetzen von t = -1 in das Endtableau:

-8 -2 0}-12
0 -3 1 -4
0O 0 00
und damit die mehrdeutige L6sung mit Parameter s: X3 = s, X, = _i';szg+%s,

_—36+8+2s -28+2s -14+s -14+s 7 1 . L
= = = = =—- und weiter die Losungsmenge:
-8B -8B -4[3 -12 6 12s

AT
Lea=3| % |+s % [sOR}.
0 1

Fall2: t?+4t=0 ¢ t(+4)=0 < t=0, t+4 = 0 < t = 0, t = -4: Wir unterscheiden die Un-
terfalle:

a) t=-4: Mit dem Tableau

7 -8 01]-9 7 -8 01]-9

0 0 -2/-1 0 0 -2/-1

O 0 6|3 /II+3ll {0 0 0|0

~9+8s_ 9 8

erhalten wir die mehrdeutige Losung: x3 =0, X2 =S, X, = 75 +7s und damit die

- 8
% (%
0 |[+9 1 |SD R+ wieder mit reellem Parameter s.
0 0

Losungsmenge: L,__, =

Fall 3: t°-9=0 < t* =9 & t = +3: Die Unterfalle sind:
a) t=-3: Das Endtableau wird zu:

0 -6 0|-12 0 -6 0/|-12 0 -6 0/|-12
0 -3 -1-61211-1 |0 0O -2/0 0 0 -20
0 0 2|0 O 0O 2|0 JiH+1H {0 O 0]O0

so dass gilt: x3 =0, X2 = 2, X; = s mit Parameter s. Die mehrdeutige Lésungsmenge lautet:
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0 1
Lo =1/ 2|+5 0|sOR;.

0 0
f) t=3: Das Endtableau wird zu:
0 6 012 06 012 06 0|12
0 21 5/48(211 =71 |0 O 10|96 0 0 10| 96
0 0 20|24 0 0 20124 /111 =211 {0 O 0O|-168

und fuhrt damit wegen des Widerspruchs 0 = -168 auf die leere Losungsmenge: Li-3 = { }.
Wir betrachten nun die t, fur die alle Diagonalelemente des Endtableaus ungleich 0O sind.

Fall4:t+ -4, t+ +3, t+ -2, t+ -1, t + 0: Die fur jedes t eindeutige Losung bestimmt sich
als:

P +4t+3 (t+D(t+3) _t+3
t2+3t+2 (t+)(t+2) t+2

3

(t2+4t)x2+(t+2)£:2t2+9t+3 O (P +4A)X, +1+3=247+0t+3 & (1> +4t)x, =2t° +&

2748t 2(t7 +4t) 5

& X, =
22 +4t tP+4t
2 — 32 2 42 _t2 -9 _
(t°-9x +4=t"+4t-9 & (t°-9)x =t°-9 & xl_t2 9_1
1
Losungsmenge ist: Lisoaresaiz-ate-ttz0 = 2

YKo

f) Wir haben fur das lineare Gleichungssystem das Anfangstableau:

1 1 1 1
0r-2 0 r’-4
0 0 r?-3r+2/4r?>-12r+8

das wegen der Dreiecksgestalt zugleich Endtableau ist. Die vom Parameter r abhangigen
Diagonalemente fuhren auf:

Fall1: r?=3r+2=0 < r =15+,/225-2=15+05 < r =1, r = 2: Unterfélle sind:
a) r=1: Das Endtableau wird zu:

1 1 11
0 -1 0]-3],
0 0 00
mit den mehrdeutigen Lésungen: Xz = s, X = 3, X1 = -2 — s bei reellem Parameter s und
-2 -1
der Losungsmenge: L,_, =4/ 3 |+5 O |SDR .
0 1
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B) r=2: Das Endtableau wird zu:

1111
0 0 0[0|,
0 0 00
so dass mit den zwei reellen Parametern (zwei Freiheitsgrade) s; und s, gilt: X3 = s;,
-1 -1 -1
X2 = Sz, X1 = 1 — 51 — S,. Losungsmenge ist hier: L, =4| 0 [+s| 0 |+s,| 1 |s,s,OR;.
0 1 0

Das Diagonalelement r — 2 ist schon wegen r = 2 im Fall 18) enthalten. Somit bleibt noch
Ubrig:
Fall 2:r # 1, r # 2: Die eindeutige Losung bestimmt laut Endtableau als:
2 _ + 2 _ + 2 _ —_ +
« _4rT —12r 8:4(r 3r 2):4 w =1 4:(r 2)(r+2)

=r+2,x1=-5-r.

Por?-3r+2  r?-3r+2 ' r =2 r-2
—5-r
Die Losungsmenge ist: L, ,, =4| r+2
4

g) Wir formen fur das lineare (homogene) Gleichungssystem mit Parameter t das Anfangs-
in das Endtableau um:

2 2 -10

1 3 to|21l-1
1t+1 2(0/21 -1
2 2 -110

0 4 2t+1)0

02t 5 |0)20H —tll
2 2 -1 0
0 4 2t+1 0
0 0 -2t2-t+10[0

Nur das Diagonalelement der 3. Zeile des Endtableaus ist von t abh&ngig, also:

1+ 1-40{-2) 10
Fall1: —2t2—t+10=0 < t = [(-2)(10 _1++81 _19 o
202 4 -4

t=-251t=2:

a) t=-2,5: Das Endtableau wird zu:

2 2 -1)0
0 4 -40
00 00

Die mehrdeutige Lésungsmenge ist bei freiem reellen Parameter s wegen: X3 = S, X2 = S,
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-05
Xy =-0,55! Lo ,s = 1 |sORy.
1

) t=2: Mit dem Endtableau:

2 2 -10

04 50

00 00 175
haben wir: X3 = s, X = -1,25s, X1 = 1,75s als Losungen und: L,_, =49 —-125 |sD R; als Lo-
sungsmenge. 1

Fall 2: t # -2,5, t # 2: Wir erhalten, da alle Diagonalelemente im Endtableau ungleich 0O
sind, folgerichtig die eindeutig bestimmte, triviale Losung des homogenen Gleichungssys-

10
tems: x3 = 0, X2 = 0, X; =0. Lésungsmenge ist mithin: L, ,5., =4/ O
0

h) Wir formen das lineare Gleichungssystem mit Parameter t nach dem Gauf3-Algorithmus
um:

1t 2t |6t—-4

11 2t-26t=2|11 -1

t t2 16 |-12t |1l -t

1t 2t 6t —4

0 -t+1 -2 2

0 t3-t*> —2t>+16[-6t2 -8t /Il +t2I
1t 2t 6t —4

0 -t+1 -2 2

0 0 -—4t>+16|-4t>-8t

Die Sonderfélle fur die Diagonalelemente sind:
Fall 1: -4t° + 16 =0 © 16 = 4> > 4 =t* & t = 42
a) t=-2: Das Endtableau wird zu:

1 -2 -4/-16
0 3 -2 2
0O 0 0|0
Die mehrdeutige LOsung ist mit reellem Parameter s: X3 =S, X, = % +§s, X, :5—32+1—365,

25 (Y5

die Losungsmenge lautet: L__, = % + % sOR¢.
0 1
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) t=2: Das Endtableau wird zu:

1 2 4|8
0-1-2 2
0 0 0-32

Wegen der 3. Gleichung 0 = -32 ist die Losungsmenge: L= = { }; es liegt hier also Unl6s-
barkeit des Gleichungssystems vor.

Fall2: -t+1=0 < t=1: Aus dem Endtableau entsteht durch Einsetzen vont = -1:
11 2|2 11 2|2
00 -2/ 2 00 -212
0 0 12|-12/1I1+61l (1O O 010

Die mehrdeutigen Losungen sind: x3 = -1, X, = s, X3 = 4 — s, die Losungsmenge lautet da-

4Y (-1
her: L., =4| 0 [+5 1 [sOR}.
-1 0

Die Diagonalelemente seinen nun alle ungleich 0, also:
Fall 3: t +# +2, t # 1: Division durch die Diagonalelemente fihrt auf:

X,_—mz—&__ -4t(t+2) _ 1
-4?+16 -At+2)(t-2) t-2

2

2+

t—2 _ 2t-2+2 _ 2a-2 _ 2(t-1) _ -2
2 —t+l (mt+D(t-2) (~t+D(t-2) -(t-D({t-2) t-2
o424 2 gy

t-2 t-2 6t -4
so dass sich die Losungsmenge L., ., = ‘%_2 ergibt.

-2

i) Wir formen das lineare Gleichungssystem gemald dem Gaul3-Algorithmus wie folgt um:
1 -1 -1] -t

0 1-t 2-t[2t-t?

0O 1 2-t t @-vomr -1

1

0

-1 -1 —t
1-t  2-t |2t—t?
0 0 -—-t?>+2t -t

Da bei der Gau3-Umformung die 3. Gleichung mit (1-t) multipliziert wurde, ist zunachst der
folgende Fall zu untersuchen:

Fall1:1-t=0 < t=1: Einsetzen von t = 1 in das Anfangstableau fuhrt auf:

1 -1-1-1 1 -1-1-1
O 0O 11 (11|01 21| 1IN
01 11 0 0 1|1

Michael Buhlmann, Schilerkurs Mathematik > Lineare Algebra > Lineare Gleichungen/Gleichungssysteme > Il 164



Das lineare Gleichungssystem ist hier eindeutig l6sbar mit: x3 = 1, xo = 0, X3 = 0 und der
0

Losungsmenge: L, =4| 0
1

Nun schauen wir uns noch das von t abhangige 3. Diagonalelement an:

Fall2: -t?+2t=0 & t(t+2) =0 t=0,t+2=0 & t =0, t = -2:

a) t=-2: Das Endtableau wird zu:

1-1-12
0 3 4]-8]
00 0[2

so dass wegen des Widerspruchs 0 = 2 die Lésungsmenge L=, ={} heil3t.
) t=0: Aus dem durch Einsetzen von t = 0 veranderten Endtableau:

1 -1 -10
01 20
0O 0 0
ergibt sich die mehrdeutige Losung: X3 = s, X2 = -2S, X1 = -S mit Parameter s und damit die
-1
Losungsmenge: L,_, =<§ -2 |sD R} als Losung eines homogenen Gleichungssystems.
1
Fall3:t+-2,t+ 0, t+ 1: Die eindeutige L6sung bestimmt sich als:
Xy = ,:t e T T I PO EY Uy U
-t°+2t -t+2 t-2 -2 t-2 t-2
1+—:L
t-2
Die Losungsmenge ist also: L, .o = t+1
C 1
t-2

]) Wir formen das lineare Gleichungssystem mit Parameter r gemald dem Gaul3-Algo-
rithmus in Dreiecksgestalt um:

2r br -6 4r -2
1 2 0 2 |2rll =1
r 2r=1r+12r+1)201 -1

2r 5r -6 (4r -2

0O -r 6 2

0 -r—=2 2r+8/ 4 Jrlll =(r +2)I
2r 5r -6 ar -2

0 -r 6 2

0 0 2r*+2r-12]2r-4
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Bei der Durchfihrung des Gauf3-Algorithmus wurden die 2. und 3. Gleichung mit r multipli-
ziert. Daher betrachten wir den

Fall 1: r = O0: Einsetzen in das Anfangstableau ergibt:

0 0 -6/-2\l «1Il (1 2 0]2 1 2 0|2
1 2 0|2 0 0 -6/-2|l «1II |O-1 11
0 -1 1|1 0 -1 1|1 0 0 -6/-2
. . ) . 1 2 10 N
Als eindeutige L6sung haben wir: x; = 3’ X, = —5, X, 23’ so dass fur die Losungsmen-
10
32
ge L= . gilt.
1
3

Fall 2: 2r*+2r-12=0 & r?+r-6=0 & r =-05+,025+6 =-05+.625=-05+25
&r=-3, r=2:

a) r=-3: Einsetzen in das Endtableau ergibt:

-6 -15 -6|-14
0O 3 6|2
0O O 0|10

und damit als Losungsmenge: L=3 ={ }.

B) r=2: Das Endtableau wird zu:

4 10 -6|6
0 -2 612
O 0 00
Die mehrdeutige Losung lautet mit reellem Parameter s: x3 =S, X = -1 + 3s, X; = 4 — 6S.
4 -6
Die Lésungsmenge hei3t: L,_, =4| -1|+g 3 |sORy.
0 1

Das Diagonalelement -r wurde schon in Fall 1 behandelt. Es bleibt
Fall 3:r# -3, r # 0, r # 2: Aus dem Endtableau folgt:

o 2r-4 _ 2(r-2 1
ST’ +2r-12 20r-2)(r+3) r+3
,_ 6
W o r+3_2r+39-6_2a+6-6_ 2r __ 2
Y -r(r+3 -r(r+3 -r(r+3) r+3
6 2 10r +6

M e s M T s -2+ +10r +6 _ 4r% +20r o +10
%= 2r - 2r - 2r(r +3) 2 -
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2r +10
Losungsmenge ist somit: L, , .o, = _%+3

r+3

Essen 2009
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