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Datenblatt: Reelle Zahlen, reelle Funktionen

Die reellen Zahlen R ist Zahlenmenge aller abrechenden, periodischen und nichtperiodischen De-
zimalzahlen. Auf den reellen Zahlen sind die Verknipfungen + und * fir Addition (Subtraktion) und
Multiplikation (Division) definiert:

a+b, a-b, a-b, a/b (b#0)

Die Verkniipfungen machen aus den reellen Zahlen einen (algebraischen) Kérper mit positiven,
negativen Zahlen sowie Zahl und Kehrzahl. Zudem wird mit < eine Ordnungsrelation auf den reel-
len Zahlen definiert, die Kleiner-gleich-Relation macht Zahlen vergleichbar. Mit -~ und « (,unend-
lich®) sind Elemente gegeben, so dass:

-0 L [ K0

fir jede reelle Zahl r gilt. Auf den reellen Zahlen lassen sich auf Grund der Ordnung (halb-) offene,
geschlossene Intervalle (Teilmengen) definieren, und zwar:

-0 < r<a:(-o; al
-0 <r<a:(-«;a)
asr<b:[a;b]
a<r<b:(a;b]
asr<b:[a;b)
a<r<b:(a;b)
b <r<:[b;«)
b <r<e:(b;)

mit reellen Zahlen a, b, a<b.

Terme sind Rezepte, sind mathematische Formeln, in die man gegebenenfalls Werte, Zahlen ein-
setzt. Mit Termen kann man daher auf dieselbe Weise rechnen wie mit Zahlen, d.h. es gelten fir
Zahlen a, b, c, d die Rechengesetze und Termumformungen (z.B. Punktrechnung vor Strichre-
chung, Klammerrechnung [Klammern auflésen, Ausklammern):

a+0=a,a-a=0,a+b=b+a,(a+b)+c=a+(b+c),
la=a,a(b+c)=ab+ac, (a+b)(c+d)=ac+ad+bc +bd
+a=4a,-la=-a,+(+a)=a, +(-a)=-a,-(+a) =-a, -(-a) = a
+(@+b)=a+b,-(a+b)=-a-b
al@d =a% a@@=a’ a@@@=a*...

Es gelten die binomischen Formeln:

(a+b)* =a’ +2ab+b* (1. binomische Formel)
(a—b)> =a” —2ab +b* (2. binomische Formel)
(a+b)a—-b)=a’-b* (3. binomische Formel)

Es gelten die Bruchgesetze:

a_ a_aln a c_a*c a c_adtbe df _ac a a

T @b b b b d bd bd bdb_ad_ad p_a 1_0b
—_ C 3 7a

nﬂﬁzﬂ,lﬁzﬁ,_ﬁ:_a:i,nﬁ_,“.ﬁ — b c be ¢ bc “ a
b b b b b b -b b b d b

4 Michael Buhlmann, Analysis fur Schiler und Abiturienten



Es gelten die Potenzgesetze:

1
1= — - - - — nli
a"=1,a =a,a" " =a"", =a"™", =a", (@")" =a"™, (ab)" =a" ",

n

(%j :%, 1" =1, (-1)" =-1 (n ungerade), (-1)" =1 (n gerade)

Es gelten die Wurzelgesetze:
ab =a @b 2 = Y4 e =l N0 =l
Ja =+nta, =\n* Qfa, =nya, (teilweises Wurzelziehen),

auch for allgemeine Wurzeln:

1 m
%=a”,”am=a","ab=x/gﬂ/3,"%:

n

a
4/b

Es gelten die Potenzgesetze zur Eulerschen Zahl e = 2,7182818...:

1
n
0 — 1 — — ntm € _ - 1 - n o=
e _1, e _e,en @m_en m, m_en m,Tzen’ en _%’ (en)mzenﬁh’
e e

sowie die Logarithmengesetze des natlrlichen Logarithmus:

In1=0, Ine=1, In(ab) =lna+Inb, ln(%jﬂna—lnb, In(a")=rna, ln[lJZ—lna,
a

Inz —

e =2Z,Ine* =z

Auf den reellen Zahlen lassen sich Funktionen definieren. Analysis ist die Mathematik der Funktio-
nen. Funktionen sind Abbildungen f: D; -> R von reellen Zahlen in reelle Zahlen, d.h.: sie ordnen
vermdge einer Zuordnung x -> f(x) = y (Funktionsterm) jedem reellen x des (maximalen) Definiti-
onsbereichs D; genau ein reelles y des Wertebereichs Wy zu. Funktionen kénnen vervielfacht, ad-
diert, subtrahiert, multipliziert, dividiert, potenziert, verknlpft werden, d.h. es gilt: r-f(x), f(x)+g(x),
f(x)-g(x), f(x)-g(x), f(x)/g(x), f(x)*™ und g(f(x)) sind regulare Funktionsterme. Wir unterscheiden:

y=mx+¢C Gerade, D;=R
y=ax’ +bx+c Parabel (2. Grades), D; = R
f(x)=a,x" +a, x"" +..+ax+a, Polynom, ganz rationale Funktion (n. Grades), D; = R
Fx)= a,x" +a,,x"" +..+ax+a, Gebrochen rationale Funktion,
b, x" +b, x"" +..+bx+b, D: = R\{x|x ist Nullstelle des Nenners}

Wourzelfunktion, D; = R (n ungerade),

—n n n-1 m
f@=4(a,x" +a, x" +. +ax+ay) D; = {x|Radikand nichtnegativ} (n gerade)

f(x)=ae™ +d Exponentialfunktion

fx)=(a,x"+a, x"" +. . +ax+a,)e" Exponentialfunktion mit ganz rationalem Anteil

f(x)=asin(b(x—c))+d

Fx) =acos(b(x =) +d Trigonometrische Funktion

Der Wertebereich W einer Funktion f(x) ergibt sich meistens aus den Ergebnissen der Funktions-
untersuchung (Kurvendiskussion; [globale] Maxima, Minima, senkrechte und waagerechte Asymp-
toten).
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Datenblatt: Gleichungen

Lineare Gleichungen und lineare Gleichungssysteme sind unverzichtbare Bestandteile der Vektor-
rechnung und analytischen Geometrie, so dass zunachst darauf eingegangen werden soll.

Lineare Gleichungen sind Gleichungen mit der reellen Variablen x, die der Form:

ax+b=0

mit den reellen Zahlen a, b genligen. Die Lésung der linearen Gleichung ist fiir a # 0 dann:

b
x_—_
a

Vielfach finden im Folgenden auch quadratische Gleichungen Verwendung. Es gilt:

ax* +bx+c=0

az0,b=0 az0,c=0 az0,b#0,c#0 a=1,b=p,c=q
ax2+C=O ax2+bx=0
2= x(ax+b)=0 2 _
ax ¢ ( OD)+b . axl+bx+c=0 x“+px+qg=0
c X = ax = 2
xr=-= _—bxA~b’ -4dac p p
a x=00ax=-b X, = x,=——x | &| —-¢
’ 2a ' 2 2
_ c b
x==%-— x=00x=——
a a
Rein quadratische Glei- | Gemischt quadratische Gemischt quadratische Glei- | Gemischt quadratische Glei-
chung: Gleichung (Ausklammern): |chung (Mitternachtsformel): chung (p-g-Formel):
" . 2 Lésungen D=b2-4 Is Diskrimi- 2
0 Lsungen (bei —£<0), ac als Diskrimi D o
gen { a ) nante -> 0 Lésungen (bei D<0) | P = 5 —g als Diskriminante
1 Lésung (bei c=0), 1 Lésung (bei D=0) ‘ '
. e 2 Lésungen (bei D>0) -> 0 Losungen (bei D<0)
2 Lésungen (bei —=>0) 1 Lésung (bei D=0)
a 2 Lésungen (bei D>0)
Quadratische Gleichung hat | Quadratische Gleichung hat Quadratische Gleichung hat die
die Form: die Form: Form:
ax(x=x,) =0 a(x—x,)> =0 (x=x)>=0
(bei 2 Losungen x =0, (bei 1 Losung x = x,), (bei 1 Losung x = X,),
b
x=x =-—) a(x—x)(x—x,)=0 (x—x)(x=x,)=0

a

(bei2lsg. x =x,, x=x,) (bei2lsg. x=x,, x=x,)

Quadratische Gleichungen

Polynomgleichungen sind ganz rationale Gleichungen mit der Variablen x, die der Form:

anX" + an X" + ano X"+ L+ A +ax+ay=0

mit den Zahlen ay, ... a,, neN, gentgen. Die Lésung der Polynomgleichung ist meist nicht tber
eine Formel bestimmbar (es sei denn in den Féllen n<4), sondern vielfach Gber numerische Ver-
fahren (Newton-Verfahren). Es gilt aber: Jedes Polynom lasst sich in ein Produkt aus linearen und
quadratischen Faktoren p¢(x), p2(x), ... pm(X) zerlegen, so dass der Satz vom Nullprodukt greift: Ein
Produkt aus (nicht notwendigerweise) ganz rationalen Faktoren ist genau dann Null, wenn einer
der Faktoren Null ist, also:

P1(X)p2(X)...pm(X) = 0 = p1(x) =0, p2(x) =0, ..., pa(X) =0

Komplexe Gleichungen lassen sich somit in mehrere einfache Gleichungen zerlegen. Dies ge-
schieht etwa bei Polynomgleichungen durch Polynomdivision und Ausklammern. Im Einzelnen
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stehen zur Verflgung:

a) Ausklammern: ax"+...+bx™ = 0 & x™(@x"M+...+b) = 0 & x=0, ax"M+...+b = 0.

b) Polynomdivision: Es gilt:

anX" + an X" + anoX" + ...+ @ + aiX + ap = (X-Xo) (Br1X™ " + ... + biX + bg) = 0 (*)

vermdge der Division (a,X" + aniX™" + anoX"2 + ... + axX® + asX + ag)i(X-Xo) Mit X, als Ldésung der
Gleichung (*) (Ermittlung von X, u.a. als Teiler von ag bei Ganzzahligkeit von Lésungen).

Eine weitere Mdglichkeit bieten Substitutionen, etwa um aus biquadratischen, bikubischen (usw.)
Gleichungen quadratische zu erhalten:

ax’+bx°+c=0 | Substitution: z=x" lax®* +bxX’ +c =0 | Substitution: z=x"

az” + bz+c =0

_—b*+b* —4ac

21, = | (Ricksubstitution)
) 2a
X =2, X =2, [V X =z, X =2, | N
X=1\z, Xx=4\V2, (falls 4, zo > 0) X = Nz, X = Nz,

Bruchgleichungen sind Gleichungen mit der Variablen x, die gebrochen rationale Briiche enthalten.
Bruchgleichungen einfacher Art kénnen auf lineare und quadratische Gleichungen zurtickgefiihrt
werden durch: 1) Definitionsbereich, Umstellen/Vereinfachen der Bruchgleichung (Kirzen von Bri-
chen, Addition/Division/Multiplikation von Zahlen), 2) Multiplikation der Bruchgleichung mit Nen-
nern bzw. Hauptnenner der vorkommenden Briiche, 3) Ausmultiplizieren der mit Nennern bzw.
Hauptnenner malgenommenen Terme (Summen, Differenzen), 4) Sortieren nach x%, x und einfa-
chen Zahlen, z.B. durch Addition und Subtraktion von Summanden zur Erzeugung einer Null auf
einer Seite der Gleichung, 6) Auflésen der so erhaltenen linearen und quadratischen Gleichung
nach x, z.B. mit Hilfe der p-g-Formel, [7) Probe].

Potenzgleichungen sind vom Typ

| x"=a
0.4. und durch Ziehen der n-ten Wurzel zu I6sen (a, n beliebige reelle Zahl), so dass sich als L6-
sung:
x= (t)Wa
ergibt.

Wourzelgleichungen sind spezielle Potenzgleichungen vom Typ

1

’{/_:a bzw. x;=a

0.4. und durch Potenzieren zu l6sen (a, n beliebige reelle Zahl). Als Lésung folgt:

| x=a"

Allgemein gilt noch die folgende Beziehung zwischen Potenzen und Wurzeln:

m
n m

X" =Ax

Exponentialgleichungen sind dann durch Logarithmieren, Logarithmengleichungen durch Exponie-
ren zu lésen. Es ergibt sich damit fir eine Exponentialgleichung vom Typ:

| a ebx+c -d

die Lésung:
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(a#0, d/a>0, b#0). Eine Logarithmengleichung vom Typ:

| a-In(bx+c) = d

besitzt als Lésung:

4
_et —c

X =
b

(a#0, b#0). Die quadratischen Formen von Exponential- und Logarithmengleichungen werden mit
der Substitution z = " bzw. z = Inx auf eine quadratische Gleichung gebracht, die mit abc- oder pg-
Formel zu I6sen ist. Die Lésungen z werden dann nach Rlcksubstitution logarithmiert oder expo-
niert:

ae”+be*+c=0 | Substitution: z=e* laln°x + blnx+ c =0 | Substitution: z=Inx
az” + bz+c =0

-b++b* —4dac

2, = | (Racksubstitution)
2a
e =2z,e"=2 [ In() Inx =z4, Inx =2, | !
x =1n(z4), X =In(z,) (falls zy, z, > 0) Xx= el x= e

Trigonometrische Gleichungen sind von der Form: f(x) = y mit den trigonometrischen Funktionen
f(x) = a-sin(b(x-c))+d bzw. f(x) = a-cos(b(x-c))+d. Sie lassen sich zurtckfihren auf Gleichungen der
Form:

sin(b(x - ) =24 baw. cos(b(x—c) =24
a a

und weiter mit c=0 auf Gleichungen vom Typ:

sin(bx) = r bzw. cos(bx) =r (*)

Flr besondere Werte von r ergeben sich bei den trigonometrischen Gleichungen auch besondere
Lésungen. Die besonderen Werte sind der folgenden Tabelle zu entnehmen:

Funktion \ x 0 2 ﬁ 2 ﬁ
6 4 3 2
sinx bzw. r 0 l l\/i l\/g 1
' 2 2 2
1 1 1
cosx bzw. r 1 —\/5 —\/E — 0
2 2 2
Als Lésungen der Gleichungen (*) ergeben sich dann mit ganzen Zahlen k = ... -2, -1, 0, 1, 2, ...

(2k = gerade Zahl, 2k+1 = ungerade Zahl usw.): x = Grundlésung(en) + 2kTr/b.

Die quadratischen Formen der trigonometrischen Gleichungen werden mit der Substitution z = sinx
bzw. z = cosx auf eine quadratische Gleichung gebracht, die mit abc- oder pg-Formel zu I6sen ist.
Die Lésungen ergeben sich nach Riicksubstitution als L6sungen von Gleichungen der Form (*):

asinx+ bsinx+ ¢ =0 | Substitution: z=sinx lacos®x+ bcosx+ ¢ = 0 | Substitution: z=cosx
az” + bz+c =0

-b+b* —4dac

215 = | (Ricksubstitution)
2a

sinx = z4, sinx = z, lcosx = z4, cosx = Z,

Es sind nur dann Lésungen vorhanden, wenn -1 < zy, z, < 1 gilt.
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Aufgabenblatt: Gleichungen

1. Lose die folgenden Gleichungen:

a)2x—-8=13 b) 15— 2(x-8) = x + 7(17-2x)
c)2e*—1=1 d) 700 — 5506 % = 250
e) 3-sin(4x) + 2 = 5, xe[0;21] f) 6-cos?(x) = 1,5, xe[0;2T]

2. Bestimme die Lésungen der jeweiligen Gleichung:

a) x> +x-42=0 b) 3x* +7x-10=0
c) 5x° +8x* +3x=0 d) x* -10x* +16x* =0
e) x* —34x? +225=0 f) 2x* +5x=7)2x+6)=0
g)z—if—z hy 0=1- , X#0, x#2
X X X" —2x
10 1 7 N2
2l =t ) > 8" +15=0
x X 8 ’
k) 3e* =5 =% ) (4de™ —12)(4x* +x)=0
e
m) sin x [(cos x —1) =0, xe[0;2] n) cos” x —2cos x =0, xe[0;2]
3
0) 2sin? x — 6sin x +4 =0, 0sx<2m p)%[@sinx—l):o

3. Bestimme die Nullstellen der Funktion f(x):

a) f(x):%(x—l)z(Sx—IZ) b) f(x):—%x4+x2—0,6
4 530
o) f(x)=— -9 d) f(x)=10-—
X x°+4
e) f(x)=16-2e" f) f(x)=(4x* —5x—6)e™
2 4 1 dx
=+ h = +
0) fW=- ) f=—
4. Bestimme die Schnittstellen (Schnittpunkte) der Funktionen f(x) und g(x):
a) f(x)=-2x>+5x-6, g(x)=-3x+2 b) f(x)=x>—-4x+3, g(x)=—-x>+9
c) f(x)=x"—2x7, g(x) :éx2 d) f(x) =x[sinx, g(x)=-x, 0sxs2m

€) f(x):‘%xﬁﬁosx’ g(x)=%cosx,X€['1T;1T] f) flx)=e" =8, g(x)=6—§

Lésungen:

1.x=a) 10,5; b) 8; ¢) 0; d) -2,5:In(9/11) = 0,502; e) /8. 511/8, 911/8, 131/8; f) /3, 211/3, 411/3, 511/3.

2a) pg-Formel -> x4 = -7, x2 = 6; b) abc-Formel -> x4 = -10/3, x2 = 1; ¢) Ausklammern -> x4y = 0, X2 = -3/5, X3 = -1; d) Ausklam-
mern -> X1 = 0, X2 = 2, X3 = 8; e) Substitution z=x2 -> Xy = -5, Xo = -3, X3 = 3, X4 = 5; f) Satz vom Nullprodukt -> x4 = -3,5, xo = 1,
x3 = -3; g) Multiplikation mit Hauptnenner -> x4 = -2, x2 = 1; h) Multiplikation mit (Haupt-) Nenner -> x4 = -1, x2 = 3; i) Multiplikati-
on mit Hauptnenner -> x4 = -2, X2 = 2; j) Substitution z=€* -> x; = In(3), x2 = In(5); k) Multiplikation mit (Haupt-) Nenner, Substitu-
tion z=e* -> x = In(2); ) Satz vom Nullprodukt -> x; = -In(3)/2, x2 = 0, x3 = -1/4; m) Satz vom Nullprodukt -> x; = 0, X2 = T,
X3 = 2T, [X4 = 0]; n) Satz vom Nullprodukt -> x4 = /2, x2 = 311/2; 0) Substitution z = sin(x) -> x=11/2; p) Satz vom Nullprodukt ->
Xy = 0, Xo = T1/6, X3 = 511/6

3a) Satz vom Nullprodukt -> N¢(1|0) (doppelt), N2(12/5|0); b) Substitution z=x* -> Ni(-V1,5]0), Na(-1|0), Na(1]0), N4(¥1,5|0);
¢) Multiplikation mit (Haupt-) Nenner -> N1(-2/3|0), N2(2/3|0); d) Multiplikation mit (Haupt-) Nenner -> N1(-7|0), N2(7|0) ; e) Loga-
rithmieren -> N(-2In(8|0)); f) Satz vom Nullprodukt -> N1(-3/4|0), N2(2|0); g) Multiplikation mit Hauptnenner -> N(In(2)|0); h) Mul-
tiplikation mit Hauptnenner -> N1(-5/4|0), N2(-1|0)

4a) S(2|-4); b) Si(-1|8), S2(3|0); c) S4(0|0), S»(7/3]49/27); d) S4(0]0), S2(31/2|-31/2); e) Si(-1m/2|0), Sz(-1,5/0.05), Ss(11/2|0);
f) Si(In(4)l-4), Se(In(10)}2)
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Datenblatt: Lineare Gleichungssysteme und GauB-Algorithmus

Ein lineares Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 2 Unbekannten habe die Form:

ay1X1 + 82Xz = by (7
ap1X1 + 8p2X2 = by (2
mit den reellen Variablen x4, Xo, den reellen Koeffizienten a4, ... ax und reellen Ergebnissen (rech-

ten Seiten) b+, b,. Das lineare Gleichungssystem hat dann entweder keine Ldsung, eine Lésung
oder unendlich viele Lésungen. Zur Bestimmung der Variablen x; und x; gilt Folgendes:

Lésen von linearen Gleichungssystemen mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten

Gleichsetzungsverfahren: Beide Gleichungen (1) und (2) werden nach derselben Variablen aufgeldst, die
zwei Ausdriicke gleichgesetzt, die daraus entstandene Gleichung nach der anderen Variablen aufgeldst, die
Lésung in eine der nach der ersten Variablen aufgelésten Gleichung einsetzen, um die zweite Variable zu
errechnen.

Einsetzungsverfahren: Eine Gleichung nach einer Variablen aufldsen, Variable in die andere Gleichung ein-
setzen, Lésung dieser Gleichung ermitteln, Lésung in die Gleichung fiir die aufgeldste Variable einsetzen.

Additionsverfahren: Hier fihrt die Addition des Vielfachen einer Gleichung zu der anderen zur Elimination
einer Variablen. Die zweite Variable kann bestimmt werden, Einsetzen in eine der Ursprungsgleichungen
fihrt zur Bestimmung der anderen Variablen.

Ein (allgemeines) lineares Gleichungssystem bestehe aus m Gleichungen (durchnummeriert von 1
bis m) und n Unbekannten (durchnummeriert von 1 bis n) und habe die Form:

a11X1+b1X2+... +a1,,x,,=b1 (1)

ao1X1 + AooXo + ... + AopXpn = bg (2)

AmiX + @maXo + ... + é,;,nxn =bp (m)
mit den reellen Variablen X, ... X,, den reellen Koeffizienten a;4, ... an, und reellen Ergebnissen
(rechten Seiten) by, ... by,. Sind alle Zahlen by, ... by, = 0, so hei3t das lineare Gleichungssystem

homogen, ansonsten inhomogen. Ein Gleichungssystem mit mehr Variablen als Gleichungen (n >
m) heiBt unterbestimmt, eins mit mehr Gleichungen als Variablen (n < m) Gberbestimmt. In abge-
klrzter tabellarischer Darstellung (Matrixdarstellung) lautet das lineare Gleichungssystem in der
Form der durch die rechte Seite erweiterten Koeffizientenmatrix:

a;; dp a,, |b,
ay A4y a,, |b,
amn amZ amn bm

Im Falle einer beliebigen Anzahl von m Gleichungen und n Unbekannten gilt hinsichtlich des
GauB-Algorithmus zur Lésung des Gleichungssystems die folgende Vorgehensweise:

Lésen von linearen Gleichungssystemen (GauB-Algorithmus)

1) Das lineare Gleichungssystem aus Gleichungen und Unbekannten wird in Matrixdarstellung umgeschrie-
ben; einer Gleichung entspricht eine Zeile, einer Unbekannten einer Spalte in der Matrix, die rechte (Zahlen-)
Seite des Gleichungssystems bildet die letzte Spalte der Matrix; die Anzahl der Gleichungen und Unbekann-
ten kann auch verschieden sein. 2) Beim Gauf3-Algorithmus werden, beginnend vom Anfangstableau, Nullen
unter der Hauptdiagonalen wie folgt erzeugt: 1. Schritt: Erzeugen von Nullen in der 1. Spalte, beginnend mit
der Gleichung in Zeile 2; ist a das erste Element in Zeile 1 und b das erste Element in Zeile 2, so werden alle
Matrixelemente in Zeile 2 mit a multipliziert, alle Matrixelemente in Zeile 1 mit b multipliziert und Produkt
minus Produkt als neue Matrixelemente der Zeile 2 gebildet (Vorgehensweise (*)). Ist a das erste Element in
Zeile 1 und b das erste Element in Zeile 3, so gilt die entsprechende Vorgehensweise (*) usw., bis die letzte
Matrixzeile erreicht ist. / 2. Schritt: Erzeugen von Nullen in der 2. Spalte, beginnend mit der Gleichung in
Zeile 3; ist a das zweite Element in Zeile 2 und b das zweite Element in Zeile 3, so gilt die analoge Vorge-
hensweise (*), und dies weiter flir Zeile 4 usw., bis die letzte Matrixzeile erreicht ist. / 3. Schritt usw., bis die
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letzte Matrixspalte erreicht ist. Es entsteht dadurch das Endtableau des Algorithmus, das auf die Art der
Lésungen und die Lésungen des linearen Gleichungssystems hinweist gemaf den folgenden Fallen:

Fall | — eindeutige Lésung: 3/I) Ist im Endtableau des GauB-Algorithmus die Diagonalgestalt gegeben, so gilt
fir die Variable z der letzten Spalte mit dem dazugeh&renden Matrixelement a#0 und dem Element b der
rechten Seite: az = b & z = b/a. / Fur die Variable y der vorletzten Spalte mit dem dazugehérenden Matrix-
element c£0, dem Matrixelement d und dem Element e der rechten Seite gilt: cy+dz=e & cy=e—db/a &y
= e/c — db/(ac) / usw., bis die Variable der ersten Matrixspalte errechnet ist. 4/I) Die Lé6sungsmenge besteht
in diesem Fall — wegen der Eindeutigkeit der Ldsung — aus einem Zahlentupel, also: L = {(Im|...|t)} mit reel-
len Zahlen |, m, ... t.

Fall Il — keine Lésung: 3/Il) Das Endtableau enthalt im Bereich der linken Seite eine Nullzeile, wahrend die
damit korrespondierende rechte Seite ein Element f£0 ist. 4/1) Wir erhalten also die Gleichung: 0 = f #0 und
damit einen Widerspruch. Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Lésung: L = { }.

Fall Ill — mehrdeutige Lésung: 3/1ll) Das Endtableau enthalt im Bereich der linken Seite eine Nullzeile, wah-
rend die dazugehdrige rechte Seite ebenfalls ein Element = 0 enthélt. 4/Ill) Wir erhalten eine mehrdeutige
Lésung, indem wir die Variable z, dessen Diagonalelement =0 ist, gleich einem reellen Parameter r setzen.
Die Lésungsmenge ist dann vom Typ L = {(I(r)|m(r)|...|t(r))| reR} mit linearen, von r abhangigen Funktionen
[(r) = lir + o, m(r) = mqr + my, ..., t(r) = tyr + to. Bei mehreren Nullzeilen des Endtableaus sind auch entspre-
chend viele Variablen gleich Parametern r, s, ... zu setzen, die Komponenten der L6sungsmenge sind Li-
nearkombinationen der Parameterr, s, ...

Beispiel (Bestimmungsaufgabe):

ax’> +b

Die gebrochen rationale Funktion f(x) = verlauft durch die Punkte P(-1]-1,2), Q(0]-2) und R(2|0)
X" +tc

und bestimmt sich mit Punktprobe (Einsetzen der Punkte P, Q, R in die Funktionsgleichung):
_1\2
P(111,2): p-ny= 2D *b_a*b__ 15—
(-D" +c 1+c¢
a+b =-1,2(1+¢) => a+b = -1,2-1,2¢ => a+b+1,2¢c = -1,2 => 10a+10b+12c = -12

2
Q(0]-2): £(0) :M =é =-2=>b=-2c=>b+2c=0
0" +c c
24 +
RE0): f3) =42 P _3a*D | sarb-0
2% +¢ 4+c
vermdge des linearen Gleichungssystems:
4a+b =0
10a+10b+12¢c =-12
4da+b =0

und mit dem Aufldsen des linearen Gleichungssystems unter Verwendung des Gauf3-Algorithmus:

Lineares Gleichungssystem:
+ 4a+ 1b = 0
+ 10a + 10b + 12¢ = -12

+ 1b+ 2c= 0

Anfangstableau:

4 10| 0

1010 12| -12
012] 0

1. Schritt: 2*(2) - 5*(1) /
4 10| 0
01524 | -24
012 0

2. Schritt: 15%(3) - 1*(2) /
4 10| 0
01524 | -24

00 6] 24
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Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:

+4a+ 1b = 0
+ 15b + 24¢c = -24
+ 6c= 24
Lésungen des linearen Gleichungssystems:
c=4
b=-8
a=2
2x* -8
wegen a=2, b=-8, c=4 als: f(x) =———.
x~+4

f(x) = (2x*-8)/(x’+4)
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Aufgabenblatt: Lineare Gleichungssysteme

1. Lése die folgenden linearen Gleichungssysteme:
a)

-4a+7b=3

+5a-3b=2

b)

+ a+5b= 17

+2a—4b=-22

2. Lése die folgenden linearen Gleichungssysteme:
a)
- 2a-7b =6
+ 10a +¢c=0
+4b-c=1
b)
+2a- 2b- ¢c=5
+5a+10b+2c=-4
-7a+ 3b+8c= 4
c)
+3a+ b-2c=-50
-6a+2b-3c= 60
-8a+3b- c=306
d)
+2a-1b+1c=2
+1a-2b+1c=0

+5a-1b+2c=6

Lésungen:
1a) a=b=1; b) a=-3, b=4.
2a) a=0,5; b=-1; c=-5/ 1b) a=2; b=-2; c=3/ 1¢) a=-8; b=102; c=64 / 1d) a=4/3-1/3, b=2/3+1/3, c=t, t als Parameter.
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Datenblatt: Geraden

Geraden sind lineare Funktionen vom Typ y = mx + ¢ (m = Geradensteigung, ¢ = y-Achsen-
abschnitt). Geraden besitzen (bei x=0) den

y-Achsenabschnittspunkt Sy(0|c)

und (bei m#0, y=0) die
Nullstelle N(-¢/m|0)

als Schnittpunkte mit den Achsen des Koordinatensystems. Der Steigungswinkel einer Geraden
errechnet sich aus:

tan ¢ =|m| = ¢ =tan"'|m|.

Die Geradensteigung errechnet sich aus zwei Geradenpunkten P(x1|y;) und Q(xz|y2) mit dem Diffe-
renzenquotienten als:

"N
Xy T X

Es ergibt sich als Ableitung von Geraden y = mx + c:

| y =m

Die Geradenbestimmung erfolgt nach der Punktsteigungsform

Yo _
X=X,

=me y=m(x—x,)+ty =mx—mx, +y,

bei vorgegebener Steigung m und vorgegebenem Punkt P(x;]y:), nach der Zweipunkteform

y_y1:y2_y1® N~ yl(x x)+y‘y2 ylx_yz_yl
X=X X TX X T X l l Xy T X Xy T X

bei vorgegebenen Punkten P(xi]ys) und Q(xz|y2).

Geraden vom Typ y = mx (¢ = 0) heiBen Ursprungsgeraden. Die Ursprungsgerade y = x ist die 1.
Winkelhalbierende, die Ursprungsgerade y = -x die 2. Winkelhalbierende.

Die Geradenbestimmung erfolgt nach der Punktsteigungsform

=me y=m(x—x,)+ty =mx—mx, +y,

bei vorgegebener Steigung m und vorgegebenem Punkt P(x4|y;), nach der Zweipunkteform

Y~ _ 7Y - _ - -
=2 Ly Yo~ Y1(x x)+y = Yo~ Y2 N

XTX X TX Xy T X Xy T X Xy T X

bei vorgegebenen Punkten P(xi]y1) und Q(Xz|y2).

Die Gerade y = mx + ¢ (m # 0, ¢ # 0) bildet zusammen mit den Koordinatenachsen ein Dreieck mit
dem Koordinatenursprung O(0]0), den y-Achsenabschnittspunkt (als Schnittpunkt mit der y-Achse)
S,(0lc) und der Nullstelle (als Schnittpunkt mit der x-Achse) N(-c/m|0) als Ecken. Der Umfang die-
ses Dreiecks ist:
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c
u=|c|+—

2
C

+. et +| =,
m

2
C

EZ

m

der Flacheninhalt:

Bei zwei Geraden g: y = mix + ¢; und h: y = myX + C; interessiert die Lage der Geraden zueinan-
der. Es gilt:

m, =m, = g||h (g und h sind parallel)
m#m, = gnh ;t{ } (9 und h schneiden sich)

m [, =—1 < m = —mL = m, :—mL = g Oh (g, h zueinander senkrecht).
2 1

Schneiden sich die Geraden g: y = myx + ¢y und h: y = myXx + C», S0 gibt es einen Schnittpunkt und
einen Schnittwinkel. Der Schnittpunkt S ist durch Gleichsetzen der Geraden zu ermitteln (lineares
Gleichungssystem):

©2 7% mit Vg == "4 m,+c, == e m, +c,
m, —m, m, —m, m, —m,

und mit S(xslys) als Schnittpunkt. Der Schnittwinkel zwischen den Geraden errechnet sich als:

M+iX + C4 = MoX + Co => X=x, =—

m, —m, - My T My

tan @ = = @ =tan

1+mm, 1+mm,

Der Abstand zwischen zwei parallelen Geraden g: y = mx + ¢; und h: y = mx + ¢, ermittelt sich mit
Hilfe des Steigungswinkels ¢ = tan™'(m) zu:

d =|c, —c,|cosg.

Die Konstruktion von parallelen oder senkrechten Geraden erfolgt nach der Punktsteigungsform.
Eine zu einer Geraden g: y = mx + ¢4 parallele Gerade h: y = mx + ¢, durch einen Punkt P(x1]y+)
lautet:

y=m(x—x,)+y =mx—mx, +y,

Die zu g: y = myx + ¢y senkrechte Gerade h: y = myx + ¢, durch einen Punkt P(x]y) ergibt sich
vermége m, =-1/m, zu:

— 1 X
y=my(x—x)+y =-—x+—+y.
1 my

Beispiele (Geraden):

a) Die Gerade durch den Punkt P(4|1) mit der Steigung m=-4 bestimmt sich nach der Punktsteigungsform:
y—1
x—4
b) Die Gerade durch die Punkte P(1]2) und Q(3|4) errechnet sich nach der Zweipunkteform:
Zif :i:f - i:le e y-2=x-1o y=x+1

¢) Der Schnittpunkt S der beiden Geraden y = 2x+5 und y = -x+2 ergibt sich Gleichsetzen der Geradenter-
me: 2x+5 = -x+2 <& 3x+5 = 2 & 3x = -3 & x=-1 und durch Einsetzen: x=-1 =>y = -(-1)+2 = 3 als: S(-1|3).

=4 = y-1=-4(x-4) = y=—-4x+17
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Aufgabenblatt: Geraden

1. Berechne Achsenschnittpunkte und Steigungswinkel der Geraden; zeichne den Graphen:

2 3 4
a =2x—-3 b ——x—— Cc =-—_
)y ) y=3x-3 Jy=-ox
d)y:—%x+2 &)y =x+7 f)y = 24x

2. Bestimme die Geraden aus Punkt und y-Achsenabschnitt:
a) P(2]-5),c=-7 b) P(-113),c=5 c) P(4|1),c=2

3. Bestimme die Geraden mit der Punktsteigungsform:
a) P(0j4), m=-2 b) P(-1]-4), m=0,5 c) P(-2|13), m =7/4

4. Bestimme die Geraden mit der Zweipunkteform:
a) P(-2]2), Q(4/0) b) P(3]-8), Q(6]4) c) P(-115), Q(4[-10)

5. Bestimme die zur Geraden g parallele Gerade durch den Punkt P:

a)g:y=2x-1, P(4/5) b) g:y =-3x, P(-1]-2) c)g: y:%x+l,F’(O|5)

6. Bestimme die zur Geraden g senkrechte Gerade durch den Punkt P:

a)g:y=3x+2, P(28) b) g:y=5-2x, P(1]4) ) g: y:—%x—Z,P(Sl-S)

7. Wie lautet der Schnittpunkt S und der Schnittwinkel ¢ beider Geraden?

a)y=4x,y=3x+1 b)y=10-2x,y=4

c)y=x—7,y=gx dy=2x+1,y=-2x+7

e)y—lx+2y—lx+1 f)y—lx+5y—-2x—7
2 T2 4

g y=3x-5y=-4x-12 h)y=5x+4,y=05x-5

Lésungen:

1. N = Nullstelle. Sy = Schnittpunkt mit y-Achse, Steigungswinkel @: a) N(1,5|0), Sy(0|-3), ¢=63,43°; b) N(9/4|0), S,(0J-1,5),
¢=33,69°; c) N=S,(0|0), =38,66°; d) N(6/2), S,(0|2), p=18,43°; e) N(7|0), Sy(0|7), ¢=45°; f) N=S,(0|0), ¢p=67,38°.

2a) y = x—7,b) y = 3x+5, ¢) y = -0,25x+2

3a) y = -2x+4; b) y = 0,5x-3,5; ¢) y = 7x/4+6,5

4a) y = -x/3+4/3; b) y = 4x-20, ¢) y = -3x+2.

5a) y = 2x-3, b) y = -3x-5; ) y = 3x/4+5.

6a) y = -x/3+26/3; b) y = 0,5x+3,5; ¢) y = 3,5x-15,5.

7. Schnittpunkt, Schnittwinkel: a) S(1]4), ¢=4,4°; b) S(3|4), ¢=63,43"; c) S(35|28), ¢=6,34°; d) S(1,5|4), ¢=53,13°, e) kein
Schnittpunkt, f) S(-16/3|11/3), =77,47°; g) S(-1/-8), =32,47°; h) S(-2|-6), ¢=52,13°.
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Datenblatt: Ableitungen

Far zwei verschiedene Punkte P(xi]y1) und Q(xz]y2) auf der Zahlenebene ergibt sich die Steigung
m als:

m=22"N (Differenzenquotient)

Xy T X

Der Steigung entspricht ein Steigungswinkel ¢ = tan™(m).

Liegen die Punkte P und Q auf einer Funktion f: D; -> R, gilt also: P(x4[f(x1)) und Q(x2|f(x2)), so wird
der Differenzenquotient zur mittleren (durchschnittlichen) Anderungsrate der Funktion auf dem
Intervall [x1; x2] = Dy:

_f(xz)_f(xl)
m=d G22I

Xy T X

mittlere Anderungsrate)

Die mittlere Anderungsrate der Funktion f(x) auf einem vorgegebenen Intervall [a; b] = Dy ist:

ot O~ F@

; mittlere Anderungsrate)
—a

Haben fir eine Funktion f: D; -> R und ein x0eDs die Punkte P und Q die Form P(xo|f(xo)) und
Q(xo+h|f(xo+h)), so wird die mittlere Anderungsrate

S xg +h) = f(x,)
h

m(h) =

beim Grenzilbergang h -> 0 im Falle der Existenz des Grenzwerts zur momentanen Anderungsrate
oder Ableitung der Funktion f im Punkt Xo:

Sxg +h) = fx,)
h

m(h) = O[3 - m, = f'(x,) (momentane Anderungsrate)

mit m, als Steigung der Tangente t im Punkt P(xo[f(Xo)) an die Funktion f(x):

ty=f'(x,)(x—x,)+ f(x,) (Tangente)

Fir eine Funktion f: D; -> R und ein x,eDs heiBt f'(xo) im Falle der Differenzierbarkeit, d.h. der Exis-
tenz der momentanen Anderungsrate von f in x, die Ableitung der Funktion f im Punkt x,. Die Ab-
leitung f'(xo) ist die Steigung oder Tangentensteigung von f in x,, die Ableitungen in allen Punkten
xeDy bilden die Ableitungsfunktion f: Dy -> R mit der Funktionsvorschrift f'(x). Ho6here Ableitungen
sind: f“(x) = (f(x))’, f““(x) = (f“(x))* usw. Die Ermittlung der Ableitungsfunktionen f‘(x) usw. erfolgt
Uber die Ableitungsregeln (fir Funktionen u(x), v(x) und reelle Zahlen k, r):

(u(x) + v(x))' =u'(x)+v'(x) (Summenregel)
(u(x) + r)' =u'(x) (additive Konstante)
(ku(x))' =ku'(x) (multiplikative Konstante, konstanter Faktor)
(u(x)v(x))' =u'(x)v(x) +u(x)v'(x) (Produktregel)

(M(X)J _ uw(X)v(x) —u(x)v'(x)
v(x) (v(x))?
(u(v(x)))' =u'(v(x))O'(x) (Kettenregel: auBere Ableitung x innere Ableitung)

(Quotientenregel)
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Fir spezielle Funktionen (mit reellen a, b, n, r) stellen sich die Ableitungsregeln wie folgt dar:

(r)l =0, (x" ) =nx"", ((ax+b)")' =ndax+b)"" (Potenzregel)
L) =L
) X
(sin x)v =cosx, (cos x)l =-sinx,
(sin(ax + b))' =acos(ax +b), (cos(ax + b))' =—asin(ax + b)

(trigonometrische Funktionen)
(e") =e, (e‘”‘”’) =ae™"” (natirliche Exponentialfunktionen)

Wourzelfunktion)

(In x) -1 (natiirliche Logarithmusfunktion)
X

Zu beachten sind Vorgehensweisen zum leichteren Ableiten (mit Funktionen u(x), v(x), reellen a, b,
n usw.):

a) Anwendung der Potenzgesetze fir die Funktionsterme und der Potenzregel fur das Ableiten:

1 - 1 1 _ _
f=—=x", f(x)=——=—x ",f(X):;HZ(ax+b)
X ax a (ax +Db)
1 1 _t 1 1 1
f=x=x", f()=—==x", f(x)=—==—x " usw.

\/; an X a

b) Vermeidung der Quotientenregel bei konstantem Zahler und Anwendung der Kettenregel:

__a _ 1 mit £ () = — av'(x) ,
f(x) 0 a(v(x))” mit: f'(x) )
__a  _ 1 it £ = — anv'(x)
f(x) ()" a(v(x)) " mit: f'(x) )"

c) Vermeidung der Quotientenregel z.B. bei gebrochen rationalen Funktionen mit Nenner als Potenz x" und
Anwendung der Potenzregel:

m
a,x t..tax+ta - - -
fx)=-—"*= ! C=a, x""+. . +ax"" +ax™"
xn m 1 0

d) Vermeidung der Quotientenregel bei Nennern vom Typ €** u.4. und Anwendung der Produktregel (mit
Ausklammern von e u.4.):

£ =" 2y @ mit £ =0 (0 27 = au(x) 7 = @ (x) - au(x) 27
e
e) Anwendung der Quotientenregel vor Anwendung der Produktregel bei Bruchtermen
f) Kiirzen der Ableitung nach Anwendung der Quotientenregel:

£ = i oy = W OOG" ~UCOROE)" () _ (v = ey ()
(v(x))" (v(x)™ (v(x))"
Beispiele (Ableitungen):
X2 B 3,4
a) f(x)= s 2 8x 2x f'(x) 8x +4x 8x +x3
b) f(x)=vx(x* =4 =x*° —4Jx => f'(x)=2,5x" -4[472\1/; :2,5\/;3_\/2;

C) f(x)=(x>+5)e™ => f'(x)=2xe" +(x° +5)(—2e ) =2x —2(x* +5))e > =(-2x> +2x —10)e ™

d) f(x)=tanx = S — Gin x(cosx)™ => f'(x) =cos x(cos x) " +sin x [{—1)(cos x) > (—sin x) =1+ tan> x
COS X

e) f(x)=xInx—x => f'(x):1an+x@—l:1nx+1—1:1nx
X

f) £(x)=(4+sin(2x))° => f'(x) =5(4 +sin(2x))* [os(2x) (2 =10(4 + sin(2x))* cos(2x)
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Aufgabenblatt: Ableitungen

1. Bestimme die mittlere Anderungsrate der Funktion f(x) auf dem Intervall:

b) f(x)=+2x” +4,[0;4]
5

3
a) f(x) :% +2x,[0; 3]

2. Bestimme die Ableitung f'(x) der folgenden Funktionen f(x).

12
7x*
e) f(x)=5x+2cos(x)

+4x+3

a) f(x)=—-x"+4x>+16 b) f(x)=
d) f(x)=x+3—4sin(x)

2

9 f()= §c0s<m> 7 ) o =tind e £

k) f(x) :%ebc _§6—3x

D Foo) =%e“ +3 :

m) f(x) = ie'”‘z tel n) f(x)=5+cos(x’)

p) £(x) =[sin(x) + 2] q) f(x) = %xz +6Inx

2

1
s) f(x)= % - 2sin(§) ) f(x)= Eln(4x -5)

3. Bestimme die Ableitung f'(x) der folgenden Funktionen f(x).

b) () =%(i—x%j

a) f(x) =éxz(3x2 +4x-17) "

d) f(x) = x;‘” &) f(x)=(r —4)(x' +3)
6
9 f(x) =%<5x+13)5 ) f() =243’

9

x -4

) fx)= k) f(x)=3(Tx*—4)7

m) f(x) = x’ Bin(x)

q f(x)=x¢"

3
X
4x

p) f(x)=4x[cos(3x)

s) f(x)=(x" +De™ h fx)=

e

v) f(x) =2cos(x)L[é&* w) f(x) =sin(2x) &**

€) f(x)=

n) f(x)=(5-2x%)&os(x)

sin(nx)_l [0,5; 1]
PRkt

¢) f(x)=Vx" =24x+5
f) f(x)=2[cos(3x)—4[sin(5x)

) f(x)=4x—12+¢"
) f(x) =%cos(4x) +§e—2x
0) f(x)=05¢>" =3x
4 . . 7
n f(x) =—sin(7/x) +x* ==
” 2

u) f(x)= %ln(x2 +1) +%ln5

c) f(x):Lf_lz
X
f f(x)=Q2x+3)1x
. R )
) 0= s
) fy=EFD
8
_ sin(x)
0) f(0) ="

N fx)=@x-Dlke™

1-5
W [ =22
0 f =

4. Bestimme die 1. Ableitung der Funktion f(x) und vereinfache gegebenenfalls.

3 4 _ 1 2
—_23 _s_T b — _
a) f(x) Sx +2x-5 3x ) f(x) e 3x+5x2
d) f(x):_2x4(x3 —§x2 +x+5) e) f(x):xze_o’sx

9) f(x)=(x" —6)e™ h) f(x)=(2x+3)’ cos(4x)
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o) fl)=x° —%xz +34x-12
f - X
) f(x) 2 s1n(2x)cos(2)

) f(x)=§@x—2)



Ve :(jf _2) K F=(-x* +6) ' =10)° ) flr)=—

(x=5)?
m) f(x) = 2\)/%1 W f0=5 0) f(x)=In(x* +3)
p) f(x)=x"In(x) a) f(x)= 1“(22x) N f(x)=0nx)’ =5(nx)’ +§

X
5. An welchen Punkten stimmt die Ableitung der Funktion f(x) mit der Steigung m Uberein?
a) f(x)=§x3—6x,m=1 b) f(x)=2x—-e™*, m=6 c) f(x)=X+1,m=-12
-

d) £(x) :g _sinx, m = 0,5, xe[0;2] 100

e) f(x)ze—xym='2

6. An welchen Punkten hat die Funktion f(x) waagerechte Tangenten?

8) f(0)=x+—o B) £ ()= cosx, xelmAn]  0) £ == (20 420~ T)e
X

d) f(x)=%+$ e) f(x)=éx3(x—4) f) f(x)=x-8Inx

7. An welchen Punkten hat die Funktion f(x) Tangenten, die parallel zur vorgegebenen Geraden sind?
17 2+ 1
a) f(x)=3x" —Zx+2,y=—§ b) f(x)=x 2,y=§x—3 c) f(x)=e* 2 y=10x

’
X

8. An welchen Punkten hat die Funktion f(x) Tangenten, die senkrecht zur vorgegebenen Geraden stehen?

x> +2x-3

a) f(x):%x2+5x—11, y:—;x—l b) f(x)=——F—, y=08x+5
X

c) f(x)=cos2m), y=lx+i,xe[0;1] d) f(x)=2x—-4e ™", y=9_lx
T 4 6
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Lésungen:

1. Die durchschnittliche Anderungsrate von f(x) auf [a; b] errechnet sich als: m:M. a)ym=9;b)m=0,2;c) m=-1.
b-a
2. Ableitungen nach der Summen-, Potenz-, Ketten-, Produkt- und Quotientenregel usw.
a) f(x) = -3x2+8x, b) f(x) = 12x*/7+4x+3, f(x) = -48x>/7+4, c) f(x) = x?-2x"245, f(x) = 5x*?/2—x"2
d) f(x) = 1-4cos(x), e) f'(x) = 5—2sin(x), f) f(x) = -6sin(3x)-20cos(5x), g) f(x) = -2msin(1x)/3,
h) f(x) = sin(x/2)/8+2x/5, i) f(x) = 4+&*, |) £(x) = €%, k) F(X) = 1,5e®+5e*, I) f(x) = -2sin(4x) — 0,75e>,
m) f(x) = —xe>* , n) (x) = -2x-sin(x?), o) f(x) = e#*3-3, p) f(x) = 3[sin(x)+2)]?cos(x), q) f(x)—x+6/x
f(x) = -4e™+14e, 1) f(x) = 4cos(Tmx)+3x%, s) f(x ) X/2—c0s(x/2), 1) F(X) = 2/(4x-5), u) F(x) = 3x/(x*+1)

3. Ableitungen nach der Summen-, Potenz-, Ketten-, Produkt- und Quotientenregel usw.
f(x) = (3x"+4x3-7x3)/5, £(x) = (12x°+12x2-14x)/5, b) f(x) = X*/24-3x/8, '(x) = x/12-3/8,
X) = x-7/x-12/%% = x-7x'-12x%, f(x) = 1+7x'2+24x’3 = 1+7/x2+24/x3, d) fx) = (1 +1x+1/X3)/2 = (1+x'+x?)/2,
(%) = (-x'-2x3)/2, e) f(x) = xX—4x*+3x°-12, f(x) = 7x° —16x +9x2, 1) f(x) = 2x*2+3x ", f(x) = 3x”2+3x”2/2,
X) = 12,5(5x+13)4, h) £(x) = -8(3- 4x)3/5 i) f(x) = -12(x%+4)2, f( X) = 48xSx2+4)'3 = 48x/(x*+4)%,
9(x 4) P(x) = -45x4(x5 -4). 45x4/(x -4)2, k) (x) = -126x (7x2-4)*,
X (X +4) /8, m) f'(x ) 3x° smgx +x%cos(x), n) f'(x) = -4xcos(x) — (5- 2x )sm(x),
sm( ), F(x )—-2x 3sin(x )+x cos(x), p)f( X) = 4cos(3x)— 12xsm(3x) q) £(x) = (5x*+x%)e*
r e —(4x1)e = (5-4x)e™, s) f(x) = 2xe 2 — 2(x2+1)e® = (-2x°+2x-2)e El 1) f(x) = xPe™,
f(x) = (32—4x3)e™, u) f(x) = (1 5x)e’x, f(x) = (-6+5x)e™, v) f'(x) = 2(-sin(x)+cos(x ))e
w) f(x) = (2cos(2x)+33|n(2x)) %, X) f(x) = cos(3x)e™, f(x) = (-Ssin(3x)—2cos(3x))e'2x,
4. Ableltungen nach der Summen-, Potenz- Ketten-, Produkt- und Quotientenregel usw.
8 _ 1 4 18 2 5 3
a) f'(x 7x +2+=x72,b) S L4 g =855, 3
f'(x)= 3 f'(x) g YR £ At i

o
-
—_
=
x
<
nonn
-l>-><(0

)f(x)——3 7 gxf’ _EXS —§x4 -> f'(x):—gxﬁ +£x5—Ex4—Ex3,e) f'(x)=(2x-05x%)e™"",
8 16 8 8 8 8 2

f) £'(x)=-2cos(2x) cos(%) + %sin(Zx) sin(g) ,9) f'(x)=(15x> +10x —18)e™,

LY 60 (4, 8Y
h) f'(x) = (2x+3)? Q6cos(4x) — 4(2x +3)sin(4x)]. ) f(x)=— gx—z D= o )
K) f'(x) = (=27 +6)? [x* =10) [-12x" +36x> +60x], ) fr(y)=—2%=20,
(x=5)’
m) :L 1y /2= ! :L 1 -1-= ) - ! =10x(x> +4)7
fx) \/5(2)6 Dx5= f1(0) \@x(HZ N=l-— > f'(0) =10x(x" +4)

P £'(x)=x*Blnx) +1).9) f'(x)=

o) f'(x)= ilx 1- 2x13n(2x)
X X

1 f'(x)=[3(Inx)? —101nx]&
X

5. Es gilt die Gleichung: f'(x) = m. a) B1(-1|3,67) (Tangente: y=x+4,67), B»(1/3,67) Tangente: y=x—4,67); b) B(0|-1) (Tangente:
y=6x—1); c) Bi(1,5]-5) (Tangente: y=-12x+13), B>(2,5|7) (Tangente: y=-12x+37); d) Bi(m/2|-0,21) (Tangente: y=0,5x—1),
B»(31/2|3,36) (Tangente: y=0,5x+1); e) B(In(50)|2) (Tangente: y=-2x+9,8242).

6. Es gilt: f(x) = 0. a) B(2|3) (Tangente: y=3); b) Bi(-m/2|-11/2) (Tangente: y=- m/2), Ba(m/2|T1/2) (Tangente: y= T/2),
Bs(5m/2|5m/2) (Tangente: y=51/2); c) B4(-2]40,95) (Tangente: y=40,95), B»(2|-0,02) (Tangente: y=-0,02); d) B4(-2|0,25) (Tan-
gente: y=0,25), B»(2|0,25) (Tangente: y=0,25); e) B1(0|0) (Tangente: y=0), B»(3|-27/8) (Tangente: y=-27/8); f) B(2|-1,55) (Tan-
gente: y=-1,55).

7. Es gilt: f(x) = y'. a) B(2/3|0,5) (Tangente: y=-0,25x+2/3); b) B1(-2|-3) (Tangente: y=0,5x-2), B2(2|3) (Tangente: y=0,5x+2); ¢)
Bi(-1,59]-9,58) (Tangente: y=10x+6,30), B>(2,28]9,59) (Tangente: y=10x-13,23).

8. Es gilt: f(x) = -1/y". a) B(4|17) (Tangente: y = 9x—19); b) B(-2]-0,75) (Tangente: y=-1,25x-3,25); c) B4(1/12|0,87) (Tangente:
y=-ix+1,13), B2(5/12|-0,87) (Tangente: y=-1rx+0,44); d) B(0|-4) (Tangente: y=6x-4).
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Datenblatt: Tangenten, Normalen

Tangenten sind Geraden t(x) = y = mx + ¢; an eine Funktion f(x) in einem Punkt B(xo|f(xo)) =
B(ulf(u)), dem sog. Berilihrpunkt. Im Beriihrpunkt stimmen Funktion und Tangente in Funktionswert
und Steigung Uberein, d.h. es gilt:

f(Xo) = y(Xo) = t(Xo)

f(Xo) = my
Moglichkeit 1 Moglichkeit 2 Moglichkeit 3
Funktion f(x), Stelle xq Funktion f(x), Stelle u Funktion f(x), Stelle xq
1. Ableitung f'(x) 1. Ableitung f*(x) 1. Ableitung f'(x)
Funktionswert (o), Funktionswert f(u), Ansatz:y=mx +cC
Steigung f'(Xo) Steigung f'(u) als Tangentenformel
Einsetzen in Tangentenformel Einsetzen in Tangentenformel Steigung m = f'(Xo)
Tangente: Tangente: y-Achsen-Abschnitt
ty= 1) (x—x) + f(xp) ty=f)x-u+ fu) ¢ = f(xo) — mxo

Tangente

Normalen sind Geraden n(x) = y = mx + C, senkrecht zu einer Funktion f(x) in einem Punkt
B(xo|f(Xxo)) = B(ulf(u)), d.h. es gilt mit der Tangentensteigung m;

f(xo0) = y(Xo) = n(xo)

—_ 1 1
m lm, =1, m =-—=-
mt f’ (x())
Méglichkeit 1 Méglichkeit 2 Méglichkeit 3
Funktion f(x), Stelle xq Funktion f(x), Stelle u Funktion f(x), Stelle xq
1. Ableitung f(x) 1. Ableitung f'(x) 1. Ableitung f(x)
Funktionswert (o), Funktionswert f(u), Ansatz:y=mx +c
Steigung f(xo) Steigung f'(u) als Normalenformel
Einsetzen in Normalenformel Einsetzen in Normalenformel Steigung m = - )
0
Normale: Normale:
1 ( V4 f(x) 1 ( Y+ @) y-Achsen-Abschnitt
ny=-— x—x,)+ f(x, ny=-— x—u)t f(u ¢ = f(Xo) — mxg
J'(x) [
Normale

Ein BerUhrpunkt B(xo|yo) zwischen zwei Funktionen f(x) und g(x) hat die Eigenschaften:

f(x0) = g(xo) = Yo
F(Xo) = 9'(Xo)

Zur Bestimmung von Beriihrpunkten ist zun&chst die einfache der beiden Gleichungen nach x,
aufzulésen und X, in die andere Gleichung zur Uberprifung der Gleichheit einzusetzen.

Schnittpunkte S(xo|yo), in denen sich Funktionen f(x) und g(x) senkrecht schneiden, gentigen den
Eigenschaften:

f(xo) = g(xo) T Yo

S (x)

g'(-xo) =
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Zur Bestimmung dieser Schnittpunkte ist zunachst die einfache der beiden Gleichungen nach x,
aufzulésen und x, in die andere Gleichung zur Uberpriifung der Gleichheit einzusetzen.

Im Folgenden sollen Tangenten durch einen vorgegebenen Punkt P(xi|y;) an eine Funktion f(x)

gelegt werden:

Moglichkeit 1

Mdglichkeit 2

Mdglichkeit 3

Funktion f(x), Beruhrstelle xg

Funktion f(x), Berihrstelle u

Funktion f(x), Berthrstelle u

1. Ableitung f(x)

1. Ableitung f(x)

1. Ableitung f(x)

Tangentengleichung mit Punkt
P(x4ly1) auf der Tangente:

Vi :f'(XB)(Xl _x3)+f(x3) ()

Tangentengleichung mit Punkt
P(x4]y1) auf der Tangente:

yi =) —u)+ f Q) ()

Steigung zwischen BerlUhrpunkt
und Punkt P(x4]y;) als Tangenten-
steigung im BerUhrpunkt:

2=

X

Auflésen der Gleichung (*)
nach xg -> Lésung(en) xg
-> Beriihrpunkt(e) B(xg|f(xg))

Auflésen der Gleichung (*)
nach u -> Lésung(en) u
-> Berdhrpunkt(e) B(ulf(u))

Auflésen der Gleichung (*)
nach u -> Lésung(en) u
-> Berdhrpunkt(e) B(ulf(u))

Einsetzen der Lésung(en) xg in
Tangentenformel -> Tangente(n)

t: y=f'(xB)(x—xB)+f(xB)

gentenformel -> Tangente(n)

ty=f1x—u)+ f(u)

Einsetzen der Lésung(en) u in Tan-

Einsetzen der Lésung(en) u in
Tangentenformel -> Tangente(n)

ty=f'x—u)+ f(u)

Tangente an eine Funktion durch einen Punkt

Normalen sind Geraden n: y=-

zu einer Funktion f(x) in einem Punkt B(xn|f(Xn))

1
Jxy)

(x=xy)+ f(xy) bzw. n: y=-

(x—u)+ f(u) senkrecht

1
J'w)

B(ulf(u)). Im Folgenden sollen Normalen durch

einen vorgegebenen Punkt P(x4]ys) senkrecht zu einer Funktion f(x) gelegt werden:

Moglichkeit 1

Mdéglichkeit 2

Mdoglichkeit 3

Funktion f(x), Schnittstelle xy

Funktion f(x), Schnittstelle u

Funktion f(x), Schnittstelle u

1. Ableitung f(x)

1. Ableitung f(x)

1. Ableitung f(x)

Normalengleichung mit Punkt
P(x4]y1) auf der Normale:

(Xl _)CN)"'f(XN) (*)

1
T )

Normalengleichung mit Punkt
P(x1ly1) auf der Normale:

1 .
o) (x; —u) + f(u) ()

Y=

Steigung zwischen Schnittpunkt
und Punkt P(x4]ys) als Steigung der
Normale im Schnittpunkt

Y1_f(”):_ 1 *)
[

X, —u

Aufldsen der Gleichung (*)
nach xy -> Lésung(en) xy
-> Schnittpunkt(e) B(xn|f(xn))

Auflésen der Gleichung (*)
nach u -> Lésung(en) u
-> Schnittpunkt(e) B(ulf(u))

Auflésen der Gleichung (*)
nach u -> Lésung(en) u
-> Schnittpunkt(e) B(ulf(u))

Einsetzen der Lésung(en) xy in
Normalenformel -> Normale(n)

t: y=f'(xN)(x—xN)+f(xN)

Einsetzen der Lésung(en) u in Nor-
malenformel -> Normale(n)

ty=f'x—u)+ f(u)

Einsetzen der Lésung(en) u in
Normalenformel -> Normale(n)

ty=f1x—u)+ f(u)

Normale einer Funktion durch einen Punkt

Der Schnittpunkt B(xn|f(xn)) einer Funktion f(x) und einer Normalen durch einen Punkt P(x;|y1) ist
gleichzeitig auch der Punkt auf der Funktion, der von allen Punkten auf f(x) den geringsten Ab-
stand zum vorgegebenen Punkt P besitzt. Allgemein lasst sich der geringste Abstand zwischen
einer Funktion und einem Punkt auch vermdge folgender Extremwertaufgabe bestimmen:

Voraussetzung: Funktion f(x) mit Funktionspunkten Q,(ulf(u)), Punkt P(x4]y4)

Aufstellen der Abstandsfunktion als Abstand zwischen P und Q, -> d (1) = \/(u - xl)2 +(f(m) -y, )?

Minimieren der Abstandsfunktion d(u) (etwa: d‘(u) = 0) -> Minimum ug, mit minimalem Abstand d(uo)

Kleinster Abstand zwischen Funktion und Punkt
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Beispiele (Tangenten, Normalen):

a) I. Fir f(x) = (5x+2)e 05 berechnet sich die Tangente an der Stelle x% 0 vermoge der allgemelnen Tangen-
tengleichung y = f(xo)(x—xo) + f(Xo) wegen f'(x) = 5 +(5x+2)(-0,5¢’ 0 ) = (-2 5x+4) * und somit: f(0) = 2,
f(0) = 4 als: t: y = f(0)(x—0) + f(0) = 4(x—0) + 2 = 4x+2.

II. Alternativ ergibt sich fur f(x) = (5x+2)e*%, f(x) = (-2,5x+4)e *** an der Stelle x,=0 die Tangente auf Grund
von f(0) = 2, (0) = 4 und der allgemeinen Geradengleichung y = mx + c:

Tangentensteigungm =f(0) =4 =>y=4x+c¢C

Tangentenberthrpunkt P(0|2) => 2 =4-0 + ¢ => 2 = ¢ => Tangente t: y = 4x+2.

b) Der Punkt Q(x|f(x)) auf der Funktionskurve f(x) = x* + 3x — 2 mit kiirzester Entfernung zum Punkt P(0]-5)
errechnet sich, indem eine Normale an die Funktion f(x) durch den Punkt P geflhrt wird. Der Punkt Q be-
stimmt sich mit f'(x) = 2x + 3 und P(0|-5) auf Grund der allgemeinen Normalengleichung y = -(x—u)/f'(u) + f(u)
(Einsetzen von x=0, y=-5, f(x), f(x)) mit:

5 = -(0-u)/(2u+3) + (UP+3u—2) © -5 = u/(2u+3) + UP+3u—2 < -3 = U/(2u+3) + U*+3u &

-3(2u+3) = U + (U*+3U)(2u+3) © -6U—9 = U + 2u°+3U%+6U°+9u © 0 = 2u*+9u+15u+9 < 0 = uP+3u”+5u+3

mit Lésung u=-1 als: Q(-1[f(-1))=Q(-1|-4). Die kirzeste Entfernung zwischen Funktion f(x) und Punkt P ist die
Entfernung zwischen den Punkten Q und P, also: d(P,Q) = V2.

a) 5 b) ) C)

c) Zur Bestimmung der Tangenten an die Funktion f(x) = x + 4/x vom Punkt P(3|-1) aus ist zunachst die Ab-
leitung f'(x) = 1 — 4/x* zu bilden, um dann zur Bestimmung der auf der Funktion Ilegenden BerUhrpunkte
B(ulf(u)) in die allgemeine Tangentengleichung y = f'(u)(x—u) + f(u) den Punkt P (x=3, y=-1) sowie Funktion
und Ableitung einzusetzen. Es ergibt sich die nach u auflésbare Gleichung:

-1 = (1-4/u®)(3-u) + (U+4/u) & -1 = 3—u—12/L+4/u+u+4/u © -1 = 3+8/u—12/u° © 0 = 4+8/u—12/u°
0=4u’+8u-12 & 0 = U’+4u-3 ® u=-3,u =1,

so dass die zwei Berlhrpunkte B4(-3]f(3))=B(-3]-13/3), Bo(1|f(1))=B2(1|5) lauten, die dazugehdrigen Tangen-
ten ty: y = 5x/9-8/3, to: y = -3x+8.
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Aufgabenblatt: Tangenten, Normalen

1. Bestimme die Tangente an der Stelle x, an die Funktion f(x):

a) f(x)=%x2+2x,xo=4 b) f(x)=i+x,xo=-2 c) f(x)=2e +1,%=0

d) £(x) =2 ~10x—6, %) = -1 e)f(x)=§sin(ng— =2 1) fD)=xtnx+2, %=1
T

1
4 b
2. Bestimme die Tangenten an den Nullstellen der Funktion f(x):

) f(0= (¢ =42+ ) f()=6-; ) f= e =,

3. Bestimme die Wendetangente der Funktion f(x):
e +2—¢™"

a) f(x)=%x3+6x2+15x—7 b) f(x)= 5

1 1
c) f(x)= Zx + Ecosx , 0sx<Tr
4. Zeige, dass an den angegebenen Stellen x, Schnittpunkte oder Berlihrpunkte zwischen den Funktionen
f(x) und g(x) vorliegen.
a) f(x)=x’ —12x+3, g(x)=36x-125,% =4 b) f(x)=x"—4x>, g(x)=x*,%=0,%=5
c) f(x)=2sinx, g(x)=3cos(4x)—1, xo=m/2 d) f(x) :4+xlz, g(x) :—ix+4,75, Xo=-1,%=2

5. Ermittle die Berlhrpunkte zwischen den Funktionen f(x) und g(x):

a) f(x)=-2x>+5x-1, g(x)=-x+35 b) f(x)=x" —4x+3, g(x):—%x2 +5x-10,5
_4 _ — 2 —10 — 7 ,-0.5x 1, 15
c) f(x)= 5 3, g(x)=—4x>+5 d) f(x)=10-2¢ ,g(x)_ge +?
X

6. Bestimme die Normale an der Stelle xo an die Funktion f(x):

a) f(x)=x>-12x+9,xg=-2 b) f(x):g,xoﬂ C) f(x):-%e“‘l +2x,% =05
e

7. Uberpriife, ob sich die Funktionen f(x) und g(x) senkrecht schneiden:

2
a) f()="+1, g(x) =2 +25 b) F(=4x 42, g =d- Ly
X 2 4 4

8. Eine ganz rationale Funktion 3. Grades berihrt die x-Achse im Ursprung und hat an der Stelle x = 2 die
Tangente y = x — 2. Bestimme die Funktion.

9. Eine ganz rationale Funktion 3. Grades verlauft durch den Punkt P(0|5), hat bei x = 1 ein Wendestelle und
besitzt dort eine Tangente, die durch die Achsenschnittpunkte N(-2|0) und S,(0|6) geht.

10. Wie lauten Berihrpunkte und Tangenten, wenn vom Punkt P(xg|ye) Tangenten an die Funktion f(x) gelegt
werden?

a) f(x) :x42 +x, P(3[5) b) f(x)=x+2-e",P(0[2) ¢) f(x)=x"—4x*, P(0|0)

11. Bestimme den kiirzesten Abstand zwischen der Funktion f(x) und dem Punkt P(Xo|yo)-

a) f(x)=x>-15,P(0|3) b) f(x)=3x*—4x’ +5,P(4|4) c¢) f(x)=4x’e™", P(5]1)
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12. Wie lautet die Tangente der Funktion f(x)=2x+3 +i2 an der Stelle u = 1? Berechne eine N&herung
5x

fir den Funktionswert f(1,2).

13. Wie groB ist die Flache zwischen der Funktion f(x)=x”(6 - x) und der Tangente durch den Hoch-
punkt von f(x)?

14. Wie groB ist die Flache zwischen der Funktion f(x)=x" —4x +2 und der Normale im Wendepunkt von
f(x)?

Lésungen:

1. Tangentenformel: y = f(xo)(x-Xo) + f(xo) bzw. y = f(u)(x-u) + f(u). a) y=6x-8; b) y=0,75x-1; ¢) y = -x+3; d) y = -7x—4;
e)y =-2,5x+4,75; f) y = x—1.

2) | b) c) o)

2. Nullstellenbestimmung: f(x) = 0 -> x4, ...; Tangentenbestimmung. a) y=3x+6 bei N(-2|0), y=-1,875x-0,9375 bei N(-0,5/0),
y=5x—10 bei N(2|0); b) y=-36x-12 bei N(-1/3|0), y=36x-12 bei N(1/3]0); c) y=3x bei N(0|0).

3. Bestimmung der Wendestelle: f“(x) = 0 -> x4, ... mit f/(x)#0, ...; Tangentenbestimmung. a) y=-9x-39 bei W(-4|-3); b) y=x+1
bei W(0|1); c) y=0.75x-0.79 bei W(11/2|0,39).

4. Schnittpunkt: f(xo) = g(xo), Bertihrpunkt: f(xo) = g(Xo), f'(Xo) = g'(Xo). a) B(4]19) mit f(4)=g'(4)=36; b) B(0|0) mit f'(0)=g'(0)=0,
S(5[25); ¢) B(11/2]2) mit f(11/2)=g’(11/2)=0; d) B(0|8) mit (0)=g*(0)=1.

5. Schnittpunkt-/Berhrpunktermittlung: f(x) = g(x) bzw. f(x) = g‘(x) -> X1, ... -> Untersuchung auf Beriihrpunkt. a) B(1,5/2) mit
f'(1,5)=g'(1,5)=-1; b) B(3|0) mit f(3)=g‘(3)=2, ¢) Bi(-1|1) mit f'(-1) = g'(-1) = 8, Bz(1[1) mit f(1)=g‘(1)=-8; d) B(0|8) mit
f'(0)=g‘(0)=1.

6. Normalengleichung: y = -(X-Xo)/f'(Xo) + f(Xo0) bzw. y = -(x-u)/f'(u) + f(u). a) y=0,0625x+37,125; b) y=x/48+1547/48; c) y=-x+1.

7. Schnittpunktermittlung: f(x)=g(x) -> x4, ...; senkrechtes Schneiden: f*(x1)-g'(x1) = -1. a) [S1(-4]|0,5) mit Schnittwinkel ¢=33,69°],
S2(113) mit Schnittwinkel ¢=90°; b) S(1]0) mit f(1) = 1, g*(1) = -1, b) S1(-2|3), S2(2|3) mit Schnittwinkel ¢=90°.

3

2
8. Ansatz: f(x) = ax*+bx?+cx+d -> LGS -> a=1/4, b=1/2, c=d=0 -> f(x)= X _r
4 2

9. Ansatz: f(x) = ax’+bx*+cx+d, Tangente y=3x+6 -> LGS -> a=1, b=-3, ¢=6, d=5 -> f(x)=x’ —=3x* +6x+5
10. Ansatz: yg = f(u)(Xo-u) + f(u) -> u1, ... -> By(u1lf(u1)), ... @) B1(2|3) mit Tangente y=2x-1, B»(4|8) mit Tangente y=3x-4; b)
B(1]0,28) mit Tangente y=-1,72x+2; c) B4(0|0) (liegt auf f(x)) mit Tangente y=0, B»(2|-8) mit Tangente y=-4x.

11. Ansatz: yo = -(Xo-u)/f'(u) + f(u) -> u1, ... -> Sy(u1|f(u1)), ... -> Abstand d=d(P,S1), ... a) Si(-2|2,5) mit d=2,06, [S2(0|-1,5) mit
d=4,5], S3(2|2,5) mit d=2,06; b) S(1,26|4,56) mit d = 2,8; c) S(4,88/0,72) mit d=0,3.

12. Tangente: y=1,2x+4,2; Naherung: f(1,2) = 1,2:1,2+4,2 = 5,64.

4
13. Hochpunkt H(4|32), Tangente y=32 -> Schnittpunkt f(x)=y -> S(-2|32) -> Flache A = j[32 —x*(6—x)]dx = 108.

-2
14. Wendepunkt W(0|2), Wendenormale y=x/4+2, Schnittpunkte f(x)=y -> S1(-2,06]1,49), So=W, S3(2,06|2,52) -> Flache A = 2A;

2,06

_ 5 ! K;‘ + 2) (v —4x)}dx - 2452 =9,04.
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Datenblatt: Integrale, Stammfunktionen

Fir eine integrierbare Funktion f: Ds -> R ist F(x) =If(x)dx + C eine Stammfunktion (unbestimmtes

Integral) mit F*(x) = f(x) und Integrationskonstante C. Die Ermittlung der Stammfunktionen F(x) er-
folgt Gber die Aufleitungs- oder Integrationsregeln (fir Funktionen u(x), v(x) und reelle Zahl k):

j (u(x) +v(x))dx = j u(x)dx + j v(x)dx (Summenregel)
I(ku(x))dx =k I u(x)dx (konstanter Faktor)
ju'(x)v(x)dx =u(x)v(x) - ju(x)v'(x)dx (partielle Integration)

Daneben gilt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

F)=[f(0de+C = F'(x)= f(x)

d.h.: fr eine Funktion f(x) erlangt man durch Integrieren eine Stammfunktion F(x), die abgeleitet
wieder f(x) ergibt.

Fir spezielle Funktionen (mit reellen a, b, n, r) stellen sich die Integrationsregeln wie folgt dar:

jdx =I1dx =x, Irdx =rx, J.x"dx = Lx"+1 , J.idx =ln|x|

n+l

! dx =lln|ax +b|
ax+b a

(Potenzregel, n # -1)
jsinxdx =-cosx, Icosxdx =sin x,

_[(ax+b)"dx=L|:—ll—(ax+b)"+l , J.
n+tl a

j sin(ax + b)dx = —lcos(ax +b), j cos(ax +b)dx = lsin(ax +b)
a a
(trigonometrische Funktionen)

je"dx =e", je‘”‘”’dx =L pan (natiirliche Exponentialfunktionen)
a

Zu beachten sind Vorgehensweisen zum leichteren Aufleiten (mit reellen a, n usw.):

a) Anwendung der Potenzgesetze fir die Funktionsterme und der Potenzregel fur das Ableiten:

FO= L=, f) = =i, fy = = (ax+b)”,
X ax a (ax +b)
F=tx=x", f(x)= j; =x ", f)= a”l\/; =éx_” Lsw.

b) .Umgekehrte Kettenregel (der Ableitung)®, d.h. (nur) fir v(x) = ax+b als innere Funktion und v‘(x) = a:
[ rveodx= L rey, [ fax+bydx = L plax+b)
v'(x) a

c) Integration von z.B. gebrochen rationalen Funktionen mit Nenner als Potenz x" und Anwendung der Po-
tenzregel fir das Aufleiten:

m
a,x” t.t+tax+ta - - -
flx)=—2 — O =q x""+.+ax"" +a,x™"

Zu einer Funktion f(x) ist die Menge der Stammfunktionen F(x) eine Schar paralleler Kurven, die
sich durch eine Integrationskonstante C voneinander unterscheiden. Einer speziellen Stammfunk-
tion F(x) durch einen Punkt P(xc|yo) entspricht eine Integrationskonstante C, bestimmbar Uber
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F(Xo) = Yo und mit Fo(x) als schon errechneter Stammfunktion zu f(x), so dass C = yo—F(X) und
F(x) = Fo(x) + C qilt.

FUr eine integrierbare Funktion f: Dy -> R ist F(x) =jf(x)dx + C eine Stammfunktion (unbestimmtes

Integral) mit F*(x) = f(x) und Integrationskonstante C. Die Ermittlung der Stammfunktionen F(x) er-
folgt Uber die Aufleitungs- oder Integrationsregeln. Ist F(x) eine Stammfunktion zu f(x), so ergibt
sich als bestimmtes Integral mit den Integrationsgrenzen a,beR:

[ fodx=[F)], = Fb) - F(a)

geman:

Vorgehensweise

Bestimmung einer Stammfunktiion F(x) zu f(x)

Einsetzen der oberen und der unteren Grenze in die Stammfunktion

Stammfunktionswert der oberen Grenze minus Stammfunktionswert der unteren Grenze bilden

Bestimmtes Integral

Hinsichtlich der bestimmten Integrale und der Integrationsgrenzen gilt noch (fr reelle a, b. c):

Tf(x)dx =0, ff(x)dx = -Tf(x)dx, j.f(x)dx =jf(x)dx + j.f(x)dx

b
sowie weiter: jf'(x)dx:[f(x)]z = f(b) - f(a) (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

Eine auf dem Intervall [a; b] definierte, integrierbare Funktion f(x) hat als Mittelwert:

1
b-a

m=

jf(x)dx

Der Mittelwert m als gewichtetes bestimmtes Integral ist damit die H6he eines Rechtecks, das auf
dem Intervall [a; b] mit der Flache der Funktion f(x) inhaltsgleich ist.

Unter bestimmten Voraussetzungen ist das bestimmte Integral der Wert einer Flache, wobei fir
Flachen zwischen Funktion f(x) und x-Achse Uber die Funktion f(x) integriert wird, fur Flachen zwi-
schen Funktion f(x) und g(x) Uber die Differenzfunktion f(x) — g(x). Dabei gilt:

Vorgehensweise

Bestimmung der Nullstellen einer Funktion f(x): f(x) = 0 (auf einem Intervall [a; b]). (Intervallgrenzen und)
Nullstellen sind: x4, Xo, Xs, ...

Bestimmung einer Stammfunktion F(x) zu f(x)

Errechnung der bestimmten Integrale als Teilflachen:

+ A :‘J.f(x)dx:[F(x)];Za +A, = jf(x)dx=[F(x)];ﬁ;,

*21

Aufaddieren der Teilflachen zur Gesamtflache:
A = A1 + A2 + ...

Flache zwischen Funktion und x-Achse

bzw.:

Vorgehensweise

Bestimmung der Schnittstellen zweier Funktionen f(x) und g(x): f(x) = g(x) (auf einem Intervall [a; b]). (Inter-
vallgrenzen und) Schnittstellen sind: x4, Xp, X3, ... (n Schnittstellen, n-1 Flachen)

Bestimmung einer Stammfunktion H(x) zu h(x) = f(x) — g(x) (Differenzfunktion h(x) vereinfachen)

Errechnung der bestimmten Integrale als Teilflachen:
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+A = Th(x)dx =[HW]?> £ 4, = Th(x)dx =[H@] s -

X 21

Aufaddieren der Teilflachen zur Gesamtflache: A = A; + Ay + ...

Flache zwischen zwei Funktionen

Flache(n) zwischen Fﬁnktion und x-Achse Flache zwischen iwei Funktionen

FUr eine integrierbare Funktion f: Dy -> R ist F(x) =jf(x)dx + C eine Stammfunktion (unbestimmtes

Integral) mit F*(x) = f(x) und Integrationskonstante C. Die Ermittlung der Stammfunktionen F(x) er-
folgt Gber die Aufleitungs- oder Integrationsregeln. Die Integralfunktion (Flachenfunktion) wird defi-
niert Uber das bestimmte Integral vermdge:

I,0={ fde

Sie ordnet daher jedem x eine (Netto-) ,Flache* zu, die auf der einen Seite von x=a begrenzt wird.
Die Integralfunktion 7,(x) ist eine Stammfunktion von f(x) mit 7,(a) =0, es gilt:

[ =1, -1,x), 1,0 = f(0)

Bei uneigentlichen Flachen A (Flachen mit unendlicher Lange, aber endlichem Flacheninhalt) zwi-
schen Funktion und x-Achse, zwischen zwei Funktionen bzw. zwischen Funktion und Asymptote
ist zunachst das bestimmte Integral A(u) mit Grenze x = u zu berechnen und dann u -> « (bzw.
u -> -») durchzufiihren, also:

+ AW = [h(de=[H@] .- > £ A= [h(x)dx
D.h.: A(u) ist eine Integralfunktion mit existierendem Grenzwert (waagerechter Asymptote) flr
u-> (bzw. u -> -),

Besitzt die Funktion an der Integralgrenze x = a eine senkrechte Asymptote, so ist der Grenzpro-
zess u -> a im Falle der Existenz des Integrals wie folgt durchzufuhren:

b b
*Aw) = [hdx =[HW], = Hb)-H@) -> tA= jh(x)dx.

Far eine auf dem Intervall [a; b] definierte, integrierbare Funktion f(x) (=0) hat der Rotationskérper,
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der durch Drehung der Flache zwischen Funktion und x-Achse um die x-Achse entsteht, das Vo-
lumen:

b

v =7 (f () dx

a

Rotationskorper zwischen Funktion und x-Achse Rotationskorper zwischen zwei Funktionen

Far zwei auf einem Intervall [a; b] integrierbare Funktionen f(x) und g(x) mit f(x) =2 g(x) (und a, b
etwa als Schnittstellen der Funktionen) berechnet sich das Volumen des um die x-Achse gedreh-
ten Rotationskdrpers ,zwischen“ den Funktionen als:

V= nf (reo) (a2 Jax= nf (f0) dx~ ”j (s) ax

Analog zur Rotation um die x-Achse entsteht ein Rotationskdrper, wenn eine Funktion um die y-
Achse rotiert. Zur integrierbaren Funktion f: [a; b] -> R mit y = f(x) muss dazu eine ebenso integ-
rierbare Umkehrfunktion g: [f(a); f(b)] -> R mit x = g(y) = f'(y) existieren. Dann ergibt sich mit y; =
f(a), yo = f(b) das Volumen:

v =nf(g() dy

N

Beispiele (Integrale, Stammfunktionen, Flachen):

a) f(x)=(x*+3)> =x*+6x"+9 => F(x)=%x5 +2x°+9x+C

b) f(x) = — 2 = 12(4x+D) => F(x) =120 (dx+1) O- = ~15(@4x +1)> = -2
(4x +1) -2 4 (4x+1)
x+5_ 1 5 1 4,5 1 5 451 5

c) f(x)= =+ =—x +=x"=> F(x)=—Injx|-=x" =—In|x| ——

T T I 4 ()4”4 4||4x

/) 7l 1 2 7
d = —x+ = = — - e il
) f(x)=sin(—x+1) => F(x) cos(—x+1)[— cos(—x+1)

2
e) Die Flache zwischen der Funktion f(x) = -x2(x-6) und der x-Achse errechnet sich auf Grund von:

f(x) = 0 & -x*(x-6) = 0 © x*(x-6) =0 <> x* = 0, x—6 = 0 & x=0, x=6
und damit der Nullstellen N(0|0), N(6|0) der Funktion als:
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6 6 6
A= [(=x* (x=6)dx = [ (=’ +6x2)dx={—ix4 +2x3} :(—i%“ +2E63j—0=108 FE.
0 0

0

f) Die Flache zwischen den Funktionen f(x)=-x>+2 und g(x) =x> —2x—2 ist zu bestimmen. Die
Schnittstellen zwischen den beiden Funktionen errechnen sich als:

fx)=g(x) = —x*+2=x"=2x-2 2 0=2x"-2x-4 = x*—x-2=0 =

lei l+2 :ligo X=-1,X=2.
27 \4 272

Die Schnittstellen sind untere und obere Grenze des Integrals, das nun ohne Kenntnis, ob die Funktion f(x)
oberhalb der Funktion g(x) liegt oder umgekehrt, mittels Vereinfachung der Differenz und Bildung einer
Stammfunktion sich berechnen lasst als:

h ‘ 2 ’ 16 2
(=2 +2) = (" ~2x=2))dx = [ (-2x +2x+4)dx=[—§x3 +x° +4x} =(—?+4+8J—(§+1—4j =9
-1 -1 -1

Da das Integral positiv ist, kann die FlAche damit identifiziert werden. Es ist also: A =9 FE.
e) f)

g) Die Flache zwischen der Funktion f(x)=e™" und der x-Achse auf dem Intervall [0; «) ist zu bestimmen.

Fir die Gberall positive Funktion f(x) lasst sich der Grenzprozess nach Einfiihrung von u mit u> 0 wie folgt
durchfiihren:

Au) = je_2X+3dx — |:_le—2x+3:| — _le—2u+3 _(_le—2m+3) — 163 _le—2u+3 -
) 2 . 2 2 2

1 1 1 Y
—e’-—M=—=¢" =A=Ie 23 dx
2 2 2 )

so dass sich die unendlich lange, endlich gro3e Flache A ergibt.

h) Die Flache zwischen der Funktion f(x)=% und der x-Achse auf dem Intervall [0; 1] ist zu berechnen,
X

wobei die Funktion an der Stelle xo=0 eine Polstelle besitzt. Der Grenzprozess fihrt nach Einflhrung von u
mit0<u<1zu:

A(u)Zj%dx:[Z\/;]L22\/_—2\/522—2\/5 -> 2—2\/6=2—0=2=A=j

und somit zum Flacheninhalt des uneigentlichen Integrals.

1
—=dx
N x

i) Das Volumenintegral des Rotationskérpers, der entsteht, wenn die Funktion f(x)=+x*+4 um die x-
Achse im Intervall [-2; 2] rotiert, hat den Wert:

2 ) r 1, ’ 8 64
V:nj Vx? +4 dx=2nj(x +4)dx =2 & +4x| =2 g+8—0 :?n=67,02 VE
-2 0

0
(u.a. auf Grund der Symmetrie von Funktion und Integral).

(FE = Flacheneinheiten, VE = Volumeneinheiten)
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Aufgabenblatt: Integrale, Stammfunktionen

1. Bestimme eine Stammfunktion F(x) von f(x).

a) f(x) =§x4 -2x* +15 b) f(x):x}_;;”

¢) f(x)=53x-9)" d) f(x)= (1—L;x)3

9) f(x)=8e™"T =327 h) f(x)= 27" —i;ﬁ +5
) f(x) = (2e2) ) f ) =(5et -3)

3 f(x)=%x/m ) f(x):ﬁ

m) £(x) = 3sin(2x) - 5cos(3x) n) f(x) = %COS(%x ¥ 1} +%cos(%x —1}

2. Bestimme die Stammfunktion F(x) von f(x) mit der Eigenschaft F(xo) = yo.

a) f(x)= x{%—x} F(0)=5 b) f(x) =§<5x ) F(0) =0
¢) f(x) =%sin(2x) , F(m) =2 d) f(x)=5-2¢7,F(0) =10
e) f(x)=5V3x+7,F(@3)=-1 f) f(x)=1-sin(x) +cos(x), F(1/2) = 1

3. Uberpriife, ob F(x) eine Stammfunktion von f(x) ist.

a) f(x)=xe™, F(x)=—(x+De™™ +13 b) f(x)=x%e*, F(x)=(x>—2x+1)e"
x —cosx[sin x

¢) f(x)=uxsin(x), F(x)=sin(x) — xcos(x) d) f(x)=sin’x, F(x)= >

4. Berechne die bestimmten Integrale.

4 3
a) [(* - 20-1)ax b) [ (2x+5)"dx

0 -1

M-t d d4 2 +12)%d
c)! ? ? x )'([(e ) dx

4 4 In2 5

+—\d f d
e)-!‘(x xjx )-([362” x
5. Berechne den Mittelwert der Funktion f(x) auf dem Intervall [a; b].
a) f(x)=3v2x,[2;8] b) f(x)=2sin(]—2-[xj—1,[-2; 2]
&) f(x) =1+, [1;10] d) f(x)=10 + 26", [0 2]
X
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6. Bestimme die Flache zwischen x-Achse und Funktion!
a) f()c)ZS—%x2 b) f(x)=x3—4x C) f(x)=x4—6x2+5

3

d) f(x)=%—3x2 o) f) f(x)=x—5+% 9) f(x)=—e> +9¢* -8

7. Bestimme die (Gesamt-) Flache zwischen den beiden Funktionen!
a) f(x)=x>, g(x)=6x-5 b) f(x)=x>—8x7, g(x)=2x"
c) f(x)=x"+2x, g(x)=48-9x> d) f(x)=x(x=D(x+2), g(x)=—x"—x+2

8. In welchem Verhaltnis stehen die Inhalte der beiden Flachenstiicke zueinander, die der Graph der Funkti-

on f(x)= —% x(x =2)(x +4) jeweils mit der x-Achse einschlief3t?

9. Wie groB ist die Flache, die der Graph der Funktion f(x) = %cos(x) +% mit den Koordinatenachsen im

1. Quadranten einschlie3t? Berechne exakit!

10. Wie groB ist der exakte Inhalt der Flache, die von den Funktionen f(x) = cos(% x) und g(x)= Sin(l X)
2

und der y-Achse eingeschlossen wird?

11. Tangenten und Normalen:

a) Wie groB ist der exakte Inhalt der Fliche, die von der Funktion f(x) = x’ +8 und der Tangente an f(x)
an der Stelle xo = 1 eingeschlossen wird?

b) Wie groB ist der Inhalt der Fléche, die die Funktion f(x) = x* = x und die Wendenormale einschlieBen?

c) Wie groB3 ist der exakte Inhalt der Flache, die die Funktion f(x) :éx2(9—x) und die Tangente im

Hochpunkt einschlieBt? Die Flache wird von y-Achse geteilt. In welchem Verhaltnis stehen die Inhalte der
beiden Teilflachen zueinander?

d) Gegeben ist die Funktion f(x)=x*+3x’ +12x—16. Wie groB ist die Flache, die von den Tangenten
an den Nullstellen sowie der x-Achse eingeschlossen wird?

e) Berechne die Flache, die von der Funktion f(x) :%x2 und den Tangenten an f(x) durch den Punkt

P(1]-2) eingeschlossen wird.

12. Integralgrenzen, Funktionsparameter:
a) Gegeben sei die Funktion f(x) = x° +2x. Die Senkrechte x = u, u > 0, begrenze die Flache zwischen

Funktion und x-Achse. Wie muss u gewéhlt werden, damit die Flache den Flacheninhalt 3 hat? (Exakte
Rechnung).

b) Die Funktion f(x)=4x>—x’ begrenzt zusammen mit der x-Achse eine Fliche. Die Senkrechte x = u,

0 < u < 4, unterteilt diese Flache in zwei Teilflachen. Wie muss u gewahlt werden, damit beide Teilflachen
denselben Flacheninhalt haben? Wie muss u gewahlt werden, damit die Flacheninhalte der linken und rech-
ten Teilflache im Verhaltnis 3:1 stehen?

c) Die Parabel f(x) = x(x —3) schlieBt mit der 1. Winkelhalbierenden auf dem Intervall [0; b] zwei Flachen
ein. Wie gro3 muss b gewahlt werden, damit die beiden Flachen inhaltsgleich sind?

d) Die Flache zwischen Normalparabel f(x) = x” und Ursprungsgerade y = mx habe den Flacheninhalt 4.
Wie groB3 ist m?
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13. Bestimme die unendlichen Flachen!

a) T%dx b) T 3 dx )] Tidx

d) T#dx
! X 2e* o 4/x $ (2x +3)°

-2

14. Bestimme das Volumen des Drehkérpers, der entsteht, wenn die Funktion f(x) im Intervall [a; b] um die x-
Achse rotiert.

a) f(x)=4-x*,a=-2,b=2 b) f(x)=+4-x,a=0,b=4
¢) f(x)=v9-4x*,a=-15b=15 d) f(x)=x>(x—8),a=0,b=8

15. Bestimme das Volumen des Drehkérpers, der entsteht, wenn die Funktion f(x) zwischen ihren Nullstellen
um die x-Achse rotiert.

a) f(x)=32-2x" b) f(x)=64-x>
c) f(x)=x"—4x? d) f(x)=e> —12¢* +20

16. Bestimme das Volumen des Drehkérpers, der entsteht, wenn die Flache zwischen den Funktionen f(x)
und g(x) um die x-Achse rotiert.

a) f(x)=x", g(x)=4x b) f(x)=9-x", g(x)=5
Q) f(0)=Ax+9, g(x) =x+3 q) f(x)=ix2+1, g(x)=6-x"
Lésungen:

1a) F(x) = 2x/1 5—2x3/13+15x; b) f(x) = x—1+2x?, F(x) = X*/2-x=2/x; ¢) F(x) = (3x-9)%/3; d) f(x) = 4(1-7x)3, F(x) = 2(1-7x)%/7;

e) F(x) = x/2+2(3x+4)'/3; f) F(x) = 86®/9-5e/9; g) F(x) = 2e**"—1,56*7; h) F(x) = 4€>*~x*/12+5x; i) f(x) = 8¢"®*°, F(x) =
-4e¥%9/3: ) f(x) = 256-30€*+9, F(x) = 12,56-30e"+9x; k) f(x) = (2x-5)%%, F(x) = (2x=5)"%/3; 1) f(x) = (7+4x) /5, F(X) =
3(7+4x)%%/8; m) F(x) = -1,5c0s(2x)-5sin(3x)/3; n) F(x) = 5sin(0,4x+1)/4+4sin(1,75x—1)/21.

2a) f(x) = 0,5x°=xC, F(x) = x*/6—x*/4+5, b) F(x) = 3(5x-2)*/80-0,4; c) F(x) = -0,25c0s(2x)+2,25; d) F(x) = 5x+2e>*/3+28/3; e) F(x)
= 10(3x+7)%2/9-649/9; f) F(x) = x+cos(X)+sin(x)-1/2.

3. F(x) = f(x) Gberprdifen.

4. Integralwert = a) 4/3; b) 16080,8; c) 1,6351; d) 2257910,78; ) 13,045; f) 0,625.

5. Mittelwert m = a) 28/3; b) -1; ) 1,4; d) 13,44.

6. Nullstellen x =, (Gesamt-) Flache A =: a) -4, 4, 128/3; b) -2, 0, 2, 8; ¢) V5, -1, 1, V5, 12,8; d) 0, 9, 182,25; €) 1, 4, 1,955;
f) 0, In8, 14,8645.

7. Schnittstellen x, Flache A =: a) 1, 5, 32/3, b) 0, 10, 2500/3; ¢) -8, -3, 2, 312,5; d) -2, -1, 1, 37/12.

8. Nullstellen x=-4, x=0, x=2 -> 2 Flachen A = 64/3, A2 = 10/3 -> Gesamtflache A = A1+Az = 74/3 -> Verhaltnis A:Az = 32:5.
9. Integralgrenzen x=0, x=21/3 -> Flache A = V3/4+T1/6.

10. Integralgrenzen x=0, x=1/2 -> A = 0,8284.

12a) u = v2; b)

13. Unendliche Flachen A = a) 12; b) 1,5e%; ) 96; d) 1/18.

14. Drehkoérpervolumen V = a) 107,23, b) 25,13; ¢) 56,55; d) 62746,69.

15. Nullstellen x =, Drehkérpervolumen V =: a) -4, 4, 13725,83; b) -8, 8, 2144,66; c¢) 0, 4, 490,21; d) In2, In10, 615,05.

16. Schnittstellen x =, Drehkdrpervolumen V =: a) 0, 4, 428,93; b) -2, 2, 442,34; c) -5, 0, 65,45; d) -2, 2, 268,08.

]
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Datenblatt: Funktionsuntersuchung (ganz rationale Funktionen)

Eine ganz rationale Funktion (Polynom) f: R -> R ist vom Typ: f(x)=a,x" +a,_ x"" +..+a,x +a,

(far natlrliche Zahlen n und reelle Koeffizienten ay, ..., a,). n heiBt der Grad der ganz rationalen
Funktion. Die Kurvendiskussion ermittelt die Besonderheiten der aus einer Funktion f(x) sich erge-
benden Kurve im x-y-Koordinatensystem, des Graphen von f(x). Hinsichtlich einer ganz rationalen
Funktion f(x) heif3t das:

Zentrale Punkte der Kurvendiskussion

. B _ n n-1
Funktion: f(x)=a,x" +a, x"" +..+tax+a,

I. Ableitungen (nach Potenz- und Summenregel sowie Regel vom konstanten Faktor):
f'(x)=na,x"" +(n-a, ,x"> +..+a,
f'(x)=n(n- l)atn)c”_2 +(n-Dn- 2)61,1_1)6'1_3 +..+2a,

f"'x)=n(n-D(n- 2)anx"_3 +(n—-1D)(n-2)(n- 3)61,1_116"_4 +...+6a,

[l. Nullstellen (Anzahl maximal n; Gleichung f(x) = 0 I6sen):
f(x) = 0 -> X4, X2, ... -=> N(X4]0), N(x2|0), ... (Nullstellen mit gerader Vielfachheit als Hoch-/Tiefpunkte ohne
Vorzeichenwechsel; Nullstellen mit ungerader Vielfachheit mit Vorzeichenwechsel)

[ll. Hochpunkte, Tiefpunkte (Anzahl maximal n-1; Gleichung f(x) = 0 I6sen, Ldsungen in f(x) einsetzen):
a) f'(x) = 0 -> x4, Xo, ...
b) f(x1) < 0 -> H(x4|f(x1)) oder f“(x1) > 0 -> T(x4]f(x1)); f“(x2) < 0 -> H(xoJf(x2)) oder f“(x2) > 0 -> T(Xo[f(X2)); ...

IV. Wendepunkte (Anzahl maximal n-2; Gleichung f“(x) = 0 I6sen, Lésungen in f“/(x) einsetzen):
a) f'(x) = 0 -> x4, Xo, ...
b) '(x1) # 0 -> W(x4[f(x1)); F*'(x2) # 0 -> W(Xa[f(x2)); ...

IVa. Sattelpunkte xq liegen vor, wenn (nach lll. und 1V.) gilt:
f(xo) = 0, *(Xo) = 0, f*(xo) # 0 -> S(Xqlf(Xo))

Kurvendiskussion ganz rationaler Funktionen

Zuséatzliche Punkte der Kurvendiskussion

V. Monotonie (steigende [wachsende], fallende Monotonie [nach IIl.]; bei abwechselnden Hoch- und Tief-
punkten Xy, Xo, ..., Xo Mit X; < X2 < ... < X, Xp als Stelle im jeweiligen Monotonieintervall):

— Monotonieintervall (-, x4): f(xX) monoton steigend (x; als Hochpunkt, f'(xo)>0) oder monoton fallend (x; als
Tiefpunkt, f'(x0)<0);

— Monotonieintervall (x4, X2): f(x) monoton fallend (x; als Hochpunkt, x, als Tiefpunkt, vorheriges Intervall mit
steigender Monotonie, f'(xg)<0) oder monoton steigend (x; als Tiefpunkt, x, als Hochpunkt, vorheriges
Intervall mit fallender Monotonie f(x)>0); ...

— Monotonieintervall (x,, «): f(x) monoton fallend (x, als Hochpunkt, vorheriges Intervall mit steigender Mono-
tonie f‘(xo)<0) oder monoton steigend (x, als Tiefpunkt, vorheriges Intervall mit fallender Monotonie,
f'(x0)>0)

VI. Krimmung (Links-, Rechtskrimmung, Konvexitat, Konkavitat [nach [IV.]; bei Wendepunkten x4, Xy, ..., X,
mit X4 < X < ... < Xp, Xp als Stelle im jeweiligen Krimmungsintervall):

— Krimmungsintervall (-, x;): f(x) links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, f“(xo)>0) oder rechts gekrimmt
(bei Hochpunkt im Intervall, f(xq)<0);

— Krimmungsintervall (x4, x2): f(x) rechts gekrimmt (bei Hochpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit
Linkskrimmung, f“(xo)<0) oder links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit Rechts-
krimmung, f“(x0)>0); ...

— Krimmungsintervall (x,, «): f(x) rechts gekrimmt (bei Hochpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit
Linkskrimmung, f“(xo)<0) oder links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit Rechts-
krimmung, f*(xg)>0)

VII. Symmetrie:

a) Achsensymmetrie (zur y-Achse): f(-x) = f(x) oder: nur gerade Exponenten im Term von f(x) (gerade)

b) Punktsymmetrie (zum Ursprung): f(-x) = -f(x) oder: nur ungerade Exponenten im Term von f(x) (ungerade)
c) f(x) achsensymmetrisch -> f'(x) punktsymmetrisch -> f“(x) achsensymmetrisch usw.

f(x) punktsymmetrisch -> f/(x) achsensymmetrisch -> f*(x) punktsymmetrisch usw.

VIII. Verhalten fir betragsmaBig groBe x (x->00, x->-c0) (n als Grad der ganz rationalen Funktion):

an>0 nungerade n gerade an<0 nungerade n gerade
X->00 f(x) -> 0 f(x) -> 0 X->00 f(x) -> -0 f(x) -> -o0
X->-00  f(x) -> -00 f(x) -> X->-00  f(x) -> 00 f(X)->-00

Kurvendiskussion ganz rationaler Funktionen
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Beispiel (Funktionsuntersuchung):

Fiir die Funktion f(x) = 0,1x?(x—4)(x+9) = 0,1(x"*+5x°~36x°) ergeben sich als Ableitungen:

fi(x) = 0,1(4x°+15x°=72x), f“(x) = 0,1(12x*+30x-72), “(x) = 0,1(24x+30).

Nullsetzen von Funktion f(x) bzw. der Ableitungen f'(x) und f*(x) bei Uberpriifung mit der 2. bzw. 3. Ableitung

fihrt auf die Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte als besondere Kurvenpunkte der Funktion und somit auf
den Funktionsgraphen:

Wertetabelle:

X f(x) f'(x) '(x) Besondere Kurvenpunkte
-9 0 -105.3 63| |Nullstelle N(-9]0)
-6.514 -110.9084 -0.01 24.18||Tiefpunkt T(-6.51|-110.91)
-4 -64 27.2 0||Wendepunkt W(-4|-64)
0 0 0 -7.2||Nullstelle N(0|0) = Schnittpunkt S,(0|0) = Hochpunkt H(0|0)
1.5 -5.8941 -6.07 -0.01||Wendepunkt W(1.5|-5.89)
2.762 -11.1083 -0.02 10.24||Tiefpunkt T(2.76|-11.11)
4 0 20.8 24{|Nullstelle N(4|0)
Graph:

Auf Grund der Extrempunkte ergeben sich als Monotonieintervalle mit fallender oder steigender Monotonie:
(-o0; -6,51): f(x) ist monoton fallend (Tiefpunkt an der Stelle x=-6,51)

(-6,51; 0): f(x) ist monoton steigend (Tiefpunkt an der Stelle x=-6,51, Hochpunkt an der Stelle x=0)

(0; 2,76): f(x) ist monoton fallend (Hochpunkt an der Stelle x=0, Tiefpunkt an der Stelle x=2,76)

(2,76; «): f(x) ist monoton steigend (Tiefpunkt an der Stelle x=2,76).

Wegen der Wendepunkte stellen sich die Krimmungsintervalle mit Links- oder Rechtskrimmung wie folgt
dar:

(-o0; -4): f(x) ist links gekrimmt (Tiefpunkt an der Stelle x=-6,51, Wendepunkt an der Stelle x=-4)
(-4; 1,5): f(x) ist rechts gekrimmt (Hochpunkt an der Stelle x=0, Wendepunkte an den Stellen x=-4, x=1)
(1,5; «): f(x) ist links gekrimmt (Tiefpunkt an der Stelle x=2,76, Wendepunkt an der Stelle x=1).

Die Funktion ist weder achsensymmetrisch zur y-Achse noch punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung,
da der Funktionsterme eine Summe von Potenzen mit geraden und ungeraden Exponenten darstellt.

Vor dem Hintergrund der Funktionsuntersuchung ergibt sich aus dem Definitionsbereich D; = R und wegen
des Tiefpunkts T(-6,51]-110,91) als globales Minimum der Funktion f(x) der Wertebereich: W = [-110,91; ).
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Datenblatt: Funktionsbestimmung (ganz rationale Funktionen)

Im Rahmen der Funktionsbestimmung ganz rationaler Funktionen f: R -> R mit Funktionsterm:
f(x)=a,x"+a, x"" +.+ax+a, (fur natlrliche Zahlen n und reelle Koeffizienten ay, ..., a,)

werden die Koeffizienten des gesuchten Funktionsterms auf Grund vorgegebener Eigenschaften
der Funktion ermittelt:

Geraden

Funktion: y = mx + b (m als Steigung, b als y-Achsen-Abschnitt)

Punkt P(x4]y;), Steigung m Punkte P(x1]y4), Q(X2|y>)
Punktsteigungsform: 2 —21 =, Zweipunkteform: ¥~ Yt = Y2 "N
X=X, X=X X5 TX
-y = _ Umstell R D U
Umstellen zu: y =m(x —x,) + y, mstellen zu: y =————(x—x,) +y,
Xy T X
Steigung: m = 22—
Xy T X
R N
Ursprungsgerade y = mx (durch den Ursprung): y =—x mit: m = —
X X

Bestimmungsaufgabe fiir Geraden

Parabeln

Funktion: f(x)=ax’ +bx +c (Normalform), f(x)=a(x—x)> + y, (Scheitelform)

Scheitelpunkt S(xs|ys):

Punkt P(x4|y):

f)=a(x=x5)" +yg

f(xl):a(xl _xs)2 Ty, =y >a=

Y17 Vs

(Xl - xs)z

Bestimmungsaufgabe fiir Parabeln (2. Grades, Scheitelform)

Funktion 2. Grades

Funktion 3. Grades

Funktion 4. Grades

f(x)=ax* +bx+c
f'(x)=2ax+b

Funktion und Ableitungen:
f(x)=ax’ +bx* +cx+d
f'(x)=3ax’ +2bx+c
f"(x)=6ax+2b

f(x)=ax’ +bx’ +cx” +dx+e
f'(x)=4ax’ +3bx> +2cx+d
f"(x)=12ax> + 6bx + 2c

3 Unbekannte a, b, ¢c->
3 Funktionseigenschaften ->
3 Gleichungen

4 Unbekannte a, b, ¢, d ->
4 Funktionseigenschaften ->
4 Gleichungen

5 Unbekannte a, b, ¢, d, e ->
5 Funktionseigenschaften ->
5 Gleichungen

f(xl)=ax12 +bx, +c=y,
f'(x,)=2ax, +b=Yy,

Lineare Gleichungen vom Typ:
f(xl):axf +bx12 tex, +d =y,
f'(x,)=3ax; +2bx, +c=y,

S (x3) =6ax; +2b =y,
fr bestimmte x- und y-Werte

fx)=ax' +bx +cx +dx, +e=y,
f'(x,) =4ax, +3bx +2cx, +d =y,
£ (xy) =12ax; +6bx, +2c =y,

Aufstellen des linearen Gleichungssystems:
Gleichungen mit Unbekannten a, b, ... gemaf den Funktionseigenschaften:

Punkt P(x4|y4):

Nullstelle xq bzw. N(x,|0):
Ursprung O(0]0) als Funktionspunkt:
y-Achsenabschnittspunkt S,(0]yo):
Schnittstelle x4 mit Funktion g(x):
Steigung m in x:

BerUhrpunkt x; mit der x-Achse:
Ursprung O(0]0) als Berihrpunki:
Tangente y = mx+c in x:
Normale y = mx+c in X;:
BerUhrpunkt x; mit Funktion g(x):

f(x4) = y1

f(Xo) =0

f(0)=0

f(0) = yo

f(x4) = g(x1)

fi(x1) =m

f(xq) =0, f(x4) =0
f(0)=0,f(0)=0

f(x1) = y(xy) = mxj+c, fi(xq) =m
f(xq) = y(X4) = mxy+c, f(xq) =-1/m
f(x1) = g(x4), F(x4) = g'(x4)

Michael Buhlmann, Analysis fir Schiler und Abiturienten

37




Hoch-/Tiefpunkt xg: fi(xg) =0

Hoch-/Tiefpunkt H/T (xg|ye): f(xg) = yE, fi(xg) =0

Krimmung Kk in x4: f(x4) =

Wendepunkt xy: f“(xw) = O

Wendepunkt W (xw|yw): f(xw) = yw, f“(xw) =0

Wendetangente y = mx+c in Xy: f(xw) = y(xw) = mxw+c, f'(xw) = m, f“(xw) =0
Wendenormale y = mx+c in xy: f(xw) = y( w) = Mxw+¢, f'(xw) = -1/m, f“(xw) = 0
Sattelpunkt xs: fi(xg) =0, f“(xs) =0

Sattelpunkt S(xs|ys):: f(xs) = ys, f(xs) = 0, f(xs) = 0

Lésen des linearen Gleichungssystems (etwa mit dem Gauf3-Algorithmus) -> Errechnung der Unbekannten

a,b,..>

f(x)=ax* +bx+c

‘f(x)=ax3 +bx* +cx+d

Aufstellen der Funktionsgleichung:
‘ f(x)=ax" +bx’ +cx” +dx+e

Bestimmungsaufgabe fiir ganz rationale Funktionen (2.-4. Grades)

Funktion 2. Grades
(Symmetrie zur y-Achse)

(f(-x) = f(x))

Funktion 3. Grades Funktion 4. Grades
(Symmetrie zum Ursprung) (Symmetrie zur y-Achse)

(f(-x) = -f(x)) (f(-x) =(x))

f(x)=ax>+c

f'(x)=2ax

f(x)=ax3+cx f(x)=ax4+cx2+e
f'(x)=3ax2 +c f'(x)=4ax3 +2c¢x
J"'(x) =6ax £ (x) =12ax* + 2¢

2 Unbekannte a, c->
2 Funktionseigenschaften ->
2 Gleichungen

2 Unbekannte a, ¢ -> 3 Unbekannte a, c, e ->
2 Funktionseigenschaften -> 3 Funktionseigenschaften ->
2 Gleichungen 3 Gleichungen

Lineare Gleichungen vom Typ:

f(x1)=ax12 +tc=y,
f'(x,)=2ax, =y,

f(xl)=axf +cx12 te=y,
f'(x2)=4ax§ +2cx, =y,
f'(xy)=12ax; +2c=y,

f(x) =axl3 +eox, =y,
f'(x,) =3ax§ +tc=y,
1 (xy) =6ax; =y,
flr bestimmte x- und y-Werte

Aufstellen des linearen Gleichungssystems:

Gleichungen mit Unbekannten a, c, ...

geman den Funktionseigenschaften:

Punkt P(x1]y:): f(x1) = y1

Nullstelle xq bzw. N(xq|0): f(xg) =0

Ursprung O(0]0) als Funktionspunkt: f(0) = 0

y-Achsenabschnittspunkt S,(0]yo):  f(0) = yo

Schnittstelle x; mit Funktion g(x):  f(x1) = g(x4)

Steigung m in x4: fi(xy) =m

BerUhrpunkt x; mit der x-Achse: f(x4) =0, f(x7) =0

Ursprung O(0]0) als BerUhrpunkt:  f(0) =0, f(0) =0

Tangente y = mx+c in x;: f(X4) = y(x1) = mxy+c, f(x1) =m

Normale y = mx+c in xi: f(x4) = y(x1) = mxy+c, f(x1) =-1/m
BerUhrpunkt x; mit Funktion g(x):  f(xq) = g(x4), f'(X1) = 9‘(x1)
Hoch-/Tiefpunkt xg: fi(xg) = 0

Hoch-/Tiefpunkt H/T (xg|ye): f(xg) = yg, f'(xg) =0

Krimmung Kk in x4: f(x4) = k

Wendepunkt xy: f“(xw) =0

Wendepunkt W (xw|yw): f(Xxw) = yw, f“(xw) =0

Wendetangente y = mx+c in Xy: f(xw) = y(xw) = mxw+c, f'(xw) = m, f“(xw) =
Wendenormale y = mx+c in Xy: f(xw) = y(xw) = mxw+c, f'(xw) = -1/m, f“(xw) =0
Sattelpunkt xs: fi(xs) = 0, f“(xs) =0

Sattelpunkt S(xs|ys):: f(xs) = ys, f'i(xs) =0, f“(xg) =0

Lésen des linearen Gleichungssystems (etwa mit dem GauB-Algorithmus) -> Errechnung der Unbekannten

ac,..->

f(x)=ax’>+c

|f(x)=ax3 +cx

Aufstellen der Funktionsgleichung:
‘ f(x)=ax" +cx* +e

Bestimmungsaufgabe fiir symmetrische ganz rationale Funktionen (2.-4. Grades)
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Beispiele (Bestimmungsaufgaben):

a) Gesucht ist eine ganz rationale Funktion 3. Grades, die eine einfache Nullstelle bei x=-4, eine doppelte bei
x = 2 besitzt und die y-Achse bei y=1 schneidet. Zur Bestimmung der Funktion f(x) ist von der Produktdar-
stellung einer ganz rationalen Funktion 3. Grades auszugehen; d.h. es gilt: f(x) = a(x—x1)(x—x2)(x—x3) fir Null-
stellen x4, X2, X3. Hier gilt: x;=-4, xo=x3=2, so dass die Darstellung: f(x) = a(x+4)(x—2)2 tragt. Zur Bestimmung
der Unbekannten a ist der y-Achsenabschnittspunkt S,(0|1) (y=1) in die Funktionsgleichung einzusetzen, so
dass:

f(0) = a(0+4)(0-2)° = a-16 = 1 => a=1/16
gilt. Es ergibt sich als Funktionsterm: f(x) = (x+4)(x-2)/16.

f(x) = (x+4)(x=2)%/16 f(x) =0,5x"-2x"+4

b) Eine ganz rationale Funktion 4. Grades besitzt im Punkt W(0|4) einen Wendepunkt mit waagerechter
Tangente und hat im Punkt P(1|2,5) die Steigung -4. Zur Bestimmung der Funktion f(x) ist vom Ansatz: f(x) =
ax*+bx3+cx+dx+e mit zu bestimmenden reellen Koeffizienten a, b, ¢, d, e auszugehen. Es gilt hinsichtlich
der hier benétigten 1. und 2. Ableitung: f(x) = 4ax’+3bx*+2cx+d, f(x) = 12ax*+6bx+2c. Zur Bestimmung der
finf Unbekannten sind fiinf Eigenschaften der Funktion heranzuziehen. Wir betrachten zunachst die Stelle
x=0, da hier einige Koeffizienten direkt bestimmbar ist. Da der Punkt W(0|4) (als Wendepunkt mit waage-
rechter Tangente) ein Sattelpunkt der Funktion ist, gilt:

f(0) = 4 => a-0%+b-0%+c-0%+d-0+e = 4 => e=4 (Funktionspunkt)

f(0) = 0 => 4a-0°+3b-0%+2c-0+d = 0 => d=0 (waagerechte Tangente)

f(0) = 0 => 12a-0°+6b-0+2¢ = 0 => c=0 (Wendepunkt).

Die Funktion hat wegen c=d=0, e=4 das Aussehen: f(x) = ax*+bx’+4 mit: f(x) = 4ax’+3bx?, Im Punkt P(1]2,5)
gilt nun wegen der dort bestehenden Tangentensteigung m = (1) = -4:

f(1) = 2,5 => a-1*+b-1°+4 = 2,5 => a+b = -1,5 (Funktionspunkt)

f(1) = -4 => 4a-1°+3b-1? = -4 => 4a+3b =-4 (Tangentensteigung.)

Das lineare Gleichungssystem mit den Unbekannten a und b:

(1) a+b=-1,5

(2) 4a+3b=-4

ist z.B. mit Additionsverfahren zu I6sen. Multiplikation der Gleichung (1) mit -3 fUhrt auf:

(3) -3a-3b=4,5

(4) 4a+3b=-4.
Addition der beiden Gleichungen (3) und (4) ergibt:
a=0,5.

Einsetzen von a=0,5 z.B. in die Gleichung (1) fOhrt auf:
0,5+b =-1,5 => b=-2.

Damit sind alle Koeffizienten bestimmt: a=0,5, b=-2, c=d=0, e=4. Die ganz rationale Funktion lautet somit:
f(x) = 0,5x"—2x*+4 und erfillt — wie die Funktionsuntersuchung von f(x) zeigt (Wendepunkt an der Stelle x=0)
— alle vorgegebenen Eigenschaften.

Michael Buhimann, Analysis fiir Schiiler und Abiturienten 39



Aufgabenblatt: Ganz rationale Funktionen

1. Bei einer Kurvendiskussion (Funktionsuntersuchung) einer ganz rationalen Funktion f: R -> R sind folgen-
de Punkte zu beachten: 1) Ableitungen, 2) Nullstellen, 3) Hoch- und Tiefpunkte, 4) Wendepunkte, 5) Verhal-
ten gegen +w, 6) Monotonie, 7) Krimmung, 8) (Wertetabelle und) Zeichnung. Diskutiere die folgenden ganz
rationalen Funktionen:

a) f(x)=x’-6x’ b) f(x):x4-§x3+8x2
©) ()= (8x) d) f(x)=x* —8x7 =9

2. Eine Parabel 2. Grades besitzt den Scheitelpunkt S(-1|-4) und verlauft durch den Punkt P(3]4).
3. Eine Parabel 2. Grades verlauft durch die Punkte P(-2|2), Q(1]5) und R(4|-1).

4. Bestimme aus dem nachstehenden Schaubild eine ganz rationale Funktion 3. Grades.

Kastchenbreite/-hohe: 1 LE

5. Eine ganz rationale Funktion 3. Grades besitzt auf der y-Achse einen Hochpunkt mit Funktionswert 12
sowie den Wendepunkt W (4|-20).

6. Eine ganz rationale Funktion 3. Grades schneidet den Ursprung des Koordinatensystems mit der Steigung
1 und hat in H(-2|1) einen Hochpunkt.

7. Gesucht ist eine ganz rationale Funktion 4. Grades. Sie besitzt einen Sattelpunkt bei S(0|0). Die Tangente
an die Funktion in P(4]|128) schneidet bei x = 2 die x-Achse.

Lésungen:

1. H = Hochpunkt, N = Nullstelle, T = Tiefpunkt, W = Wendepunkt, Verhalten fir x->t«: a) N=H(0|0), W(2|-16), T(4|-32), N(6]0),
-0 > +%0; b) N= T(0]0), W(2/3]2,2), W(2|5,3) als Sattelpunkt, += -> +; c) N=W(0[0) als Sattelpunkt. W(4|128), H(6|216), N(8|0),
-0 -> -0; d) N(-3|0), T(-2|-25), W(-1,15]-17,83), H(0|-9), W(1,15|-17,83), T(2]25), N(3|0), Achsensymmetrie, += -> +.

2. Scheitelform: f(x) = 0,5(x+1)*—4.

3. Lineares Gleichungssystem -> GauB-Verfahren -> f(x) = -0,5x?+0,5x+5.

4. Graph -> N(-4|0), N(1]0), N(8|0), P(3|-7) -> f(x) = 0,1-(x+4)(x-1)(x-8).

5. §(0)=12, £(0)=0, f(4)=-20, f“(4) =0 -> f(x) = 0,25x°—-3x2+12.

6. f(0)=0, f(0)=1, f(-2)=1, f(-2)=0, -> f(X) = 0,5x°+1,75x%+x.

7. P(2]0), Q(4|128) -> t: y = 64x—128 -> f'(4)=64 sowie: f(0)=0, (0)=0, f*(0)=0 -> f(x) = -0,5x*+4x°.
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Datenblatt: Funktionsuntersuchung (gebrochen rationale Funktionen)

Eine gebrochen rationale Funktion (Polynom) f: Dy -> R ist als Bruch von ganz rationalen Funktio-
: " "+ T tax+

nen, d.h. als Quotient aus Zahler- und Nennerpolynom vom Typ: f(x)= T hx T
b x" +b, x"" +..+bx+b,

(fGr natdrliche Zahlen m, n und reelle Koeffizienten ay, ..., an, bo, ..., by). Die Kurvendiskussion
ermittelt die Besonderheiten der aus einer Funktion f(x) sich ergebenden Kurve im x-y-
Koordinatensystem, des Graphen von f(x). Hinsichtlich einer gebrochen rationalen Funktion f(x)
heiBt das:

Zentrale Punkte der Kurvendiskussion

ax"+a, x""+.+ax+a, :an(x—le)k‘ (x = xy,)" OLIR, (%)
-1 kl k
b, x" +b,_ x"" +.+bx+b, b, (x—xp) (x—xp,)" L.[R,(x)

m

Funktion: f(x) =

I. (Maximaler) Definitionsbereich, senkrechte Asymptoten (Polstellen), Nullstellen:
a) Nenner=0-> b, x" +bm_1x’"'1 +..+bx+b, =0 -> Xp1, Xpg, ... -> Ds = R\{Xp1, Xpy, ...} (Definitionsbereich)

n-1

b) Zéhler=0-> g, x" +a, ,x"" +..+tax+a, =0 -> Xn1, Xng, ---

¢) Auswertung:

— Stimmt eine Nennernullstelle xp mit einer Zahlernullstelle xy Gberein, so kann der Funktionsterm f(x) um
den Faktor (x-xp)I = (x-xN)k (I=k) zu f*(x) gekirzt werden; ist die Vielfachheit der Nennernullstelle echt gré-
Ber k, so liegt bei xp eine senkrechte Asymptote vor; ist die Vielfachheit der Nennernullstelle kleiner gleich
k, so liegt bei xp eine Liicke mit Lickenwert f*(xp) vor.

— Ansonsten liegen bei xpq, Xp2, ... Senkrechte Asymptoten mit Linearfaktor (x-xp)I vor, und zwar mit Vorzei-
chenwechsel bei ungeradem | (mit Vorzeichenwechsel bei senkrechter Asymptote xp mit f(x)->-
(X->Xp, X<xp) UNd f(X)-> (X->Xp, X>Xp) 0der mit f(x)-> (X->Xp, X<Xp) UNd f(X)->- (X->Xp, X>Xp)), Ohne Vor-
zeichenwechsel bei geradem | (ohne Vorzeichenwechsel bei senkrechter Asymptote xp mit f(X)->-«
(X->Xp, X<Xp) UNd f(X)->- (X->Xp, Xx>Xp) 0der mit f(x)-> (X->Xp, X<Xp) UNd f(X)-> (X->Xp, X>Xp)).

— Ansonsten liegen weiter bei xn1, Xn2, ... Nullstellen mit Linearfaktor (x-xp)k vor, und zwar mit Vorzeichen-
wechsel bei ungeradem k, ohne Vorzeichenwechsel bei geradem k (Hoch-, Tiefpunkt).

Il. Waagerechte Asymptote: Fir x -> £ gilt:
>0 fallsn<m
n n-1
ax ta _x  +..taxta a
fx)=—= e L 0 -> . fallsn=m
m m-
b,x" +b, _x"" +..+bx+b,

m

-> koo fallsn>m

[ll. Ableitungen (nach Quotientenregel; zuvor (wenn mdglich) Funktionsterm f(x) zu f*(x) kiirzen; bei Ablei-
tungen gleiche Faktoren in allen Summanden des Bruchs kiirzen; zu beachten sind Vorgehensweisen zum
leichteren Ableiten, d.h.: Vermeidung der Quotientenregel bei konstantem Z&hler und Anwendung der Ket-
tenregel, Vermeidung der Quotientenregel z.B. bei gebrochen rationalen Funktionen mit Nenner als Potenz
x" und Anwendung der Potenzregel)

IV. Hochpunkte, Tiefpunkte (relative Extrema; Gleichung f'(x) = 0 I8sen, L&sungen in f(x) einsetzen):
a) f'(x) = 0 -> x4, Xo, ...
b) f(x1) < 0 -> H(x4/f(x4)) oder f'(x4) > 0 -> T(x4]f(x1)); f'(x2) < 0 -> H(x2[f(x2)) oder f'(x2) > 0 -> T(Xo|f(X2)); ...

V. Wendepunkte (Gleichung f“(x) = 0 I6sen, Lésungen in f*/(x) einsetzen):
a) f'(x) = 0 -> x4, Xo, ...
b) £"(x1) # 0 -> W(xy f(x1)); " (xg) # 0 -> W(elf(xz)); ..

Va. Sattelpunkte xq liegen vor, wenn (nach IV. und V.) gilt:
f(Xo) = 0, *(Xo) = 0, f*(xo) # 0 -> S(Xqlf(Xo))

Kurvendiskussion gebrochen rationaler Funktionen

Zuséatzliche Punkte der Kurvendiskussion

VI. Monotonie (steigende [wachsende], fallende Monotonie [nach I., IV.]; bei Hoch- und Tiefpunkten sowie
senkrechten Asymptoten x4, X, ..., X, Mit X1 < X2 < ... < X;, Xo als Stelle im jeweiligen Monotonieintervall):

— Monotonieintervall (-=, x4): f(x) monoton steigend (x; als Hochpunkt, x; als Polstelle mit f(x)->« (x->X;,
x<X1), f'(Xo)>0) oder monoton fallend (x; als Tiefpunkt, x; als Polstelle mit f(x)->- (x->X;, Xx>X4), f'(X0)<0);

— Monotonieintervall (x4, X2): f(x) monoton fallend (x; als Hochpunkt, x, als Tiefpunkt, x; als Polstelle mit
f(X)-> (X->Xy, X>X1), X2 als Polstelle mit f(x)->« (x->Xo, X<Xz), f'(Xo)<0) oder monoton steigend (x; als Tief-
punkt, x, als Hochpunkt, x, als Polstelle mit f(x)->- (X->Xz, X<Xz), f'(X0)>0); ...

— Monotonieintervall (x,, <): f(x) monoton fallend (x, als Hochpunkt, x, als Polstelle mit f(x)-> (X->Xn, X>X;),
f'(x0)<0) oder monoton steigend (x, als Tiefpunkt, x, als Polstelle mit f(x)->- (X->X,, X>Xy), f'(X0)>0)
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VII. Krimmung (Links-, Rechtskrimmung, Konvexitat, Konkavitat [nach I., V.]; bei Wendepunkten sowie
senkrechten Asymptoten xy, Xo, ..., X, Mit X4 < Xo < ... < Xp, Xp als Stelle im jeweiligen Krimmungsintervall):

— Krimmungsintervall (-, x4): f(x) links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, x; als Polstelle mit f(x)->«
(x->X4, X<x1), f“(xo)>0) oder rechts gekrimmt (bei Hochpunkt im Intervall, x; als Polstelle mit f(x)->-«
(X->X1, X<X1), f“(Xq)>0);

— Krimmungsintervall (x4, x2): f(x) rechts gekrimmt (bei Hochpunkt im Intervall, x; als Polstelle mit
f(x)->- (X->X1, X>X1), X2 als Polstelle mit f(x)->-< (x->Xa, X<X2), f'(Xo)<0) oder links gekrimmt (bei Tiefpunkt
im Intervall, x4 als Polstelle mit f(x)->« (x->X1, X>X1), X2 als Polstelle mit f(x)->« (X->Xz, X<Xz), f'(X0)>0); ...

— Krimmungsintervall (x,, «): f(x) rechts gekrimmt (bei Hochpunkt im Intervall, x, als Polstelle mit f(x)->-«
(X->Xn, X>Xn), f(X0)<0) oder links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, x, als Polstelle mit f(x)-> (X->Xp,
X>Xp), F(X0)>0); ...

VIII. Symmetrie:
a) Achsensymmetrie (zur y-Achse; fir gerade Funktionen): f(-x) = f(x) oder:

Zahler gerade, Nenner gerade -> f(x) gerade
Zahler ungerade, Nenner ungerade -> f(x) gerade

b) Punktsymmetrie (zum Ursprung; fir ungerade Funktionen): f(-x) = -f(x) oder:

Zahler gerade, Nenner ungerade -> f(x) ungerade
Zahler ungerade, Nenner gerade -> f(x) ungerade

¢) f(x) achsensymmetrisch -> f'(x) punktsymmetrisch -> f“(x) achsensymmetrisch usw.
f(x) punktsymmetrisch -> f/(x) achsensymmetrisch -> f*(x) punkisymmetrisch usw.

Kurvendiskussion gebrochen rationaler Funktionen

Beispiel (Funktionsuntersuchung):

12(x —4)(x +3)

Flr die gebrochen rationale Funktion f(x) = mit y=12/5 als waagerechter Asymptote gilt:

S5(x—D(x—3)
Wertetabelle:
X f(x) f'(x) '(x) Besondere Kurvenpunkte
-3 0 -0.7 -0.38 || Nullstelle N(-3|0)
0 -9.6 -13.6 -28.27 || Schnittpunkt S,(0|-9.6)
1 - - - || Senkrechte Asymptote/Pol (mit Vorzeichenwechsel) x = 1
217 23.3824 -0.07 43.17 || Tiefpunkt T(2.17]23.38)
3 - - - || Senkrechte Asymptote/Pol (mit Vorzeichenwechsel) x = 3
4 0 5.6 -13.33 || Nullstelle N(4|0)
7.82 3.0177 0 -0.04 || Hochpunkt H(7.82|3.02)
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Aufgabenblatt: Gebrochen rationale Funktionen

1. Untersuche die folgenden gebrochen rationalen Funktionen auf Nullstellen, senkrechte und waagerechte
Asymptoten. Skizziere den Graphen der jeweiligen Funktion.

3x—-6 2
= b = -
a) fo =2 ) F0=
X2 -9 3x*+2x-5
= d = - -
A x> +4 ) ) x? +3x
5(x = 4)(x +3) (x=2)*(x+1)
= /v -7 f = = M 7
e) f(x) (2x+5) ) f(x) 43201
ax+

b . Bestimme die reellen Parameter a, b. ¢ so,
+c

dass die Punkte P(0|2), Q(2|3,5) und R(10|4,5) auf der Funktion liegen. Untersuche die errechnete Funktion

auf Nullstellen, senkrechte und waagerechte Asymptoten.

2. Gegeben ist die gebrochen rationale Funktion f(x) =

4x*
x* -4
a) Bestimme den maximalen Definitionsbereich und Wertebereich der Funktion und alle Asymptoten. Welche
Aussage kann man zur Symmetrie der Funktion treffen?
b) Zeige, dass f(x) nur einen Extrempunkt hat.
¢) Auf dem Intervall [-1; 1] soll die Funktion durch eine ganz rationale Funktion g(x) 2. Grades angené&hert
werden, die mit f(x) den Hochpunkt gemeinsam hat und an den Intervallrdndern mit f(x) Gbereinstimmt.

3. Gegeben ist die Funktion f(x) =

4. Gegeben ist die Funktion f(x)= % +Lis,
X

a) Zeige: Die Funktion besitzt den Tiefpunkt T(4|2).

b) Der Tiefpunkt bildet zusammen mit dem Ursprung O

des Koordinatensystems, dem Punkt P(0|4), dem auf der

Kurve von f(x) befindlichen Punkt Q(ulf(u)), O<u<4, und

dem Punkt U(4]0) ein Flinfeck. Fiir welchen Punkt Q ist

der Flacheninhalt des Fiinfecks minimal? Wie grof3 ist .
der minimale Flacheninhalt?

Abbildung: Funktion f(x), Fliinfeck OPQTU,
1 Késtchenbreite/-héhe = 1 Langeneinheit

Lésungen:

1. Graphen: N = Nullstelle, s.A. = senkrechte Asymptote, VZW = Vorzeichenwechsel, w.A. = waagerechte Asymptote:
a) D=R\{-1}, N(2]0), x=-1 s.A. mit VZW, y=3 w.A.; b) D;=R\{3}, x=3 s.A. ohne VZW, y=5 w.A.; ¢) Di=R, N(-3|0); N(3|0), y=1 w.A,;
d) D=R\{-3, 0}, N(-5/3]0), N(1]0), x=-3, x=0 s.A. mit VZW, y=3 w.A_; e) Di=R\{-2,5}, N(-3]0), N(4|0), x=-2,5 s.A. ohne VZw, y=5/4
w.A_; f) Dr = R\{-3; 1}, N(-1|0), N=T(2|0), x=-3 s.A. ohne VZW, x=1 s.A. mit VZW, y=1 w.A.

2. f(x) = (5x+4)/(x+2) -> Nullstelle N(-0,8|0), senkrechte Asymptote x=-2 mit Vorzeichenwechsel, waagerechte Asymptote y=>5.

3. Dy = R\{-2; 2}, W; = R\(0; 4]; b) Hochpunkt H(0[0); ¢) g(x) = -4x%/3.

4b) Extremwertaufgabe: Flacheninhalt des Flinfecks bestehend aus zwei Trapezen -> A(Zu) = 0,5(4+f(u))u+0,5(f(u)+2)(4-u) =
2u+0,5uf(u)+2f(u)-0,5uf(u)+4-u = u+2f(u)+4 = 9u/8+2/u+4 zu minimieren -> A'(u) = 9/8-2/u° = 0 -> u=4/3 mit A“(4/3)>0 wegen
A“(u) = 4/u® -> Flinfeckpunkt Q(4/3|7/3) -> Fiinfeckflacheninhalt A(4/3) = 7 minimal.
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Datenblatt: Exponentialfunktionen und Wachstum

Die lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung:
y+ay =b
(far reelle Zahlen a, b) fuhrt (bei a=0) auf das lineare Wachstum y = mt + ¢, (bei a#0, b=0) auf das

exponentielle Wachstum y = ce", (bei a#0, b#0) auf das beschrinkte Wachstum y = S — ce™ (Zeit:
teR, t=0).

Lineares Wachstum (Zunahme: m>0; Abnahme: m<0) wird dargestellt
durch eine lineare Funktion (Gerade) vom Typ

f@)=mt+c

mit Anfangsbedingung f(0) = ¢ und Steigung (Anderungsrate) meR ver-
moge der Differenzialgleichung:

fr@=m
Die Bestimmung der Funktion f(r) = mr + ¢ erfolgt nach der:
f(t) ~— W —
t—t,
> f()y=m@—-t)+y =mt—mt +y,

a) Punktsteigungsform: m mit Geradenpunkt P(t;]y1)

b) Zweipunkteform: SOy _ ¥~ mit Geradenpunkten P(t;|y4), Q(t2]y2)
r—1, t, —t,

_ Y.y D 2b ZND S
> f()y=—=—L@-1)+y =>—Lr-—=2-1
L, —L t, —L I, —f

Lty

Exponentielles Wachstum (Wachstum: k>0; Zerfall: k<0) gentgt einer
Exponentialfunktion vom Typ

f@)=cie"
mit Anfangsbedingung f(0) = ¢ > 0 und Wachstumsfaktor (Proportionali-
tatsfaktor) keR vermége der Differenzialgleichung:

1@ =klf@)

die die Anderung des Wachstums als proportional zum Bestand be-
schreibt (Bestand: f(t), Anderungsrate: f(t)). Es gilt:

f(0)=c, f'(t) =kcle", f(0) =kc

Fiir k>0 ergibt sich als Verdopplungszeit Ty: T, :1“72, far k<0 als Halbwertszeit Ty: 7, = ‘1;12 .

Hinsichtlich der Bestimmung der Funktion f(z) = c 2" gilt:

Mit Anfangsbedingung Ohne Anfangsbedingung
Ansatz: f(t) =c " Ansatz: f(t) = c "
Anfangswert f(0) -> ¢ = (0) Punkt P(ty]ys) der Funktion: f(z,) =c 2" =y,
Punkt Q(tzly2) der Funktion: f(z,) =c " =y, Punkt Q(tzly,) der Funktion: f(z,) =c " =y,
kt,
> k= 1n(y2j/t2 (Umstellen nach k) S £ @k =YL (Division der Gleichungen)
¢ cle™ vy,
> k= ln(le/(t1 —t,) (Umstellen nach k)
B
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> ¢ =y, @™ (Umstellen nach c)

Ergebnis: f(t) = ¢ " Ergebnis: f(t) = ¢ &

Bestimmung der exponentiellen Wachstumsfunktion

Beschranktes Wachstum (Wachstum: ¢>0; Zerfall: c<0) liegt vor, wenn
der Wachstumsprozess der Differenzialgleichung

@) =kl(S=f@)
genigt, also bei k>0 die Veranderung des Wachstums proportional zum
Rest (Manko) bis zu einer (oberen oder unteren) Grenze SeR ist. Die
Lésung der Differenzialgleichung ist dann:
f(Hy=S-cle™

mit S als Schranke (t->«: f(t) -> S), f(0) = S — ¢ als Anfangswert
(f(0) < S: Wachstum; f(0) > S: Zerfall), c = S — f(0), k als Proportionali-
tatsfaktor. )

Zur Bestandsfunktion ergibt sich als Anderungsrate:

f'(t)=kcle™, (0) =kc
Mit f(0) = 0 als Anfangsbestand gilt: ¢ = S und: f(r)=S1-¢") als spezielle Funktion des be-

schrankten Wachstums. Anderungsrate ist hier: f'(r) =kS &7 .
Hinsichtlich der Bestimmung der Funktion f(t) =S —ce™ gilt:

Mit Anfangsbedingung Ohne Anfangsbedingung
Ansatz: f(t) =S —c[¢™ mit vorgegebenem S Ansatz: f(t) =S —c[¢™ mit vorgegebenem S
Anfangswert f(0) -> ¢ = S —(0) Punkt P(tilys) der Funktion: f(t,) =S —c 2" =y,
Punkt Q(tzlyz) der Funktion: f(r,) =S —=c & =y, |Punkt Q(tslys) der Funktion: f,)=8S—-ce" =y,
>cl"™=85-y, >cl"=85-y,c"=85-y,
> k= ln(S — o J/tz (Umstellen nach k) S £ 2" =S5 ™n (Division der Gleichungen)
¢ c™ S-y,
> k= ln[s e J/(tl —1,) (Umstellen nach k)
S-y,
> c=(S—-y,) @™ (Umstellen nach c)
Ergebnis: f(t)=S-cle™ Ergebnis: f(t)=S—-cle™

Bestimmung der beschrankten Wachstumsfunktion

Auf Dauer stellt sich bei der Bestandsfunktion f(r) =S —c[@™ der Wert S ein (t -> «: f(t) -> S als
waagerechte Asymptote).
Beim Aufstellen und Umformen zur Differenzialgleichung f'(r) =k [(S — f(¢)) ist zu beachten:

Absolute Zunahme a, prozentuale Abnahme des Bestands k (pro Zeiteinheit)
> f'() =a-kf @)

> f'(t) = k[% - f(t)j (Ausklammern des Proportionalitatsfaktors k)

a

> (1) =k(S - f@®) (mit § = E)
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Aufgabenblatt: Exponentialfunktionen und Wachstum

1. Gesucht sind exponentielle Wachstums- bzw. Zerfallsfunktionen f(t), die jeweils den folgenden Bedingun-
gen geniigen:
a) Anfangswert 12,5; Wert zum Zeitpunkt 22: 17,8.
) f(4) = 120; f(10) = 85.
c) f'(t) = -0,23f(t); f(0) = 45,3.
) f'(t) = 0,1f(1); f(0) = 2,4.

2. Gesucht sind beschrankte Wachstums- bzw. Zerfallsfunktionen f(t), die jeweils den folgenden Bedingun-
gen genigen:

a) S =100, f(0) = 25, (8) = 60.

b) S =600, f(2) = 850, f(5) = 800.

c) f(t) = 0,2:(400-f(t)), Anfangswert: 0.

d) f'(t) = 56 — 0,41(t), f(0) = 80.

3. Eine Fliissigkeit kiihlt gem&B der Temperaturfunktion 7'(t) =20 + 75¢ " ab (t in Minuten, t=0, f(t) in °C).

Wie hoch ist die Anfangstemperatur der Flissigkeit? Um wie viel Grad ist die Fllssigkeit nach 10 Minuten
abgeklhlt, um wie viel kihlt sie zwischen der 8. und der 12. Minute ab, um wie viel nimmt die Temperatur
durchschnittlich in der ersten Viertelstunde ab? Wie hoch ist die durchschnittliche Anderungsrate zwischen
der 10. und 20. Minute? Wie hoch ist die Temperaturabnahme am Beobachtungsanfang, wie hoch in der 15.
Minute? Bestimme die momentane Anderungsrate zum Zeitpunkt t=5.

4. Vom Wachsen einer Bakterienkultur sind bekannt: Die von Bakterien bewachsene Fléche ist 4 Stunden
nach Beobachtungsbeginn 6,8 cm® groB, 2 Stunden spater 9,2 cm®. Bestimme die exponentielle Wach-
stumsfunktion sowie die Verdopplungszeit.

5. In einen Behalter flieBen in der Minute 30 Liter Wasser, wahrend gleichzeitig 2% des im Behalter befindli-
chen Wassers wieder herausflieBen. Bei Beobachtungsbeginn ist der Behélter leer. Bestimme die zugehéri-
ge Differenzialgleichung und die Funktion des beschrankten Wachstums.

a) Wie viel Wasser sammelt sich auf lange Sicht im Behélter an?
b) Wie viel Wasser ist nach 1 72 Stunden im Behalter?
¢) Wann befinden sich 1200 Liter Wasser im Behalter?
d) Wie viel Wasser flieBt in der 50. Minute in den Behalter?
e) Wann betragt die Anderungsrate 5 Liter pro Minute?
f) Wie viel Wasser flie3t in den Behalter, wenn sich darin 500 Liter Wasser befinden? Wie viel Wasser befin-
det sich im Behalter, wenn 12 Liter netto zuflieBen?
g) Wie viel Wasser ist zwischen der 25. und 40. Minute in den Behalter hineingeflossen, wie viel herausgef-
lossen, um wie viel Liter hat der Bestand im Behélter in diesem Zeitraum zugenommen?

6. Uber ein Ventil kann das Wasservolumen in einem Wasserbehélter geregelt werden. Die Starke des Was-
serstroms durch dieses Ventil ist gegeben durch eine Funktion f mit:

f(t)=4e™ =0,le" (t[h], f(t) [m°/h))
und mit positiven fgt) als Wasserzufuhr, mit negativen als Wasserentnahme. Zu Beobachtungsbeginn (t=0)
befinden sich 10 m” Wasser im Behélter.

a) Skizziere die Funktion f(t).

b) Gib die Funktion an, die das Wasservolumen im Behalter beschreibt.

¢) Wann ist die im Behalter befindliche Wassermenge maximal, wann befindet sich kein Wasser mehr im
Behalter?

Lésungen:

3. T(0) = 95, T(0)-T(10) = 47,41, T(8)-T(12) = 11,11, m = -3,884, m = -1,744.

4. f(t) = 3,72e%1%"",

5. Differentialgleichung: f(t) = +30—0,02-f(t) = 0,02(1500-f(t)), f(0)=0 -> f(t) = 1500—1500e*%% = 1500(1-e%%).
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Datenblatt: Trigonometrische Funktionen und Periodizitat

Die trigonometrischen Grundfunktion f(x) = sinx (Sinusfunktion) und f(x) = cosx (Kosinusfunktion)
haben das folgende Aussehen:

N N NN

Kastchenbreite/-hohe: 1 LE Kastchenbreite/-hohe: 1 LE

Sinusfunktioﬁ f(x) = sin(x) Kosinusfunktiojn f(x) = cos(x)
Sinus (sinx) und Cosinus (cosx) haben bei einer Periode von 21 die folgenden Grundwerte:
n n n n 2n 3n 5n 7n 57 4n  3m 5n In lln
X 0 - = = == = = n = = — === — = 2n
6 4 3 2 3 4 6 6 4 3 2 3 4 6
1 1 1
snx 0+ tvnlpag o lple Loy LA lay Jlala il
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1
cosx |1 =3 il oo L2l Jlp-iello Ll Ly
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Den Grundwerten entsprechen die Lésungen der trigonometrischen Gleichungen:
sinx = a ‘ cosx =a

mita=0, + L, .1 5, +1 3, #1
2 2 2

X = by + 2K1 bzw. x = by + 2K1T, k ganzzahlig
mitby, by=0, 72,2 4. 7 2n 2n Sn - 7n Sn 3n St o n ln oo
6 4 3 2 3 3 6 6 4 2 3 4 6
Trigonometrische Gleichungen
Far Sinus und Cosinus gelten noch hinsichtlich Symmetrie, Komplementarwinkel, Periodizitat (k

ganzzahlig):

—-1<sinx<1, —1<cosx<l1
sin(—x) = —sinx, cos(—x) =cos x

. T (7T
sinx =cos| ——x| cosx=sin| ——x
2 2

sin(x +2kn) =sinx cos(x +2k71) =cos x

sin® x+cos?x =1

Trigonometrische Funktionen sind auf Sinus und Cosinus aufbauende Funktionen u.a. vom Typ

f(x)=alsin(b(x—c))+d
f(x)=alcos(b(x—c)) +d

48 Michael Buhlmann, Analysis fur Schiler und Abiturienten



Dabei sind: a = Amplitude, b = Periodenfaktor, ¢ = Verschiebung entlang der x-Achse, d = Mittelli-
nie = Verschiebung entlang der y-Achse. Der Wertebereich ist: [d—a; d+a]. Fir die Periode p der

Funktion f(x) gilt: p :2777. Die Funktion f(x) schneidet im Abstand von p/2 die Mittellinie in den
Wendepunkten W(xw|d) mit xw = C, Xw = C £ p/2, Xw = C £ p, ... Die Funktion f(x) hat im Abstand von

p Hochpunkte H(xy|d+a) bzw. Tiefpunkte T(xr|d—a) mit x4 = C, Xy = C £ p, ... bzw. X = ¢ + p/2,
Xr=C+p/2£p, ... (a>0).

Bzgl. des Ab- und Aufleitens der trigonometrischen Funktionen gilt:

f(x)=alsin(b(x—c))+d -> f'(x)=ab[cos(b(x—c))
f(x)=alcos(b(x—c))+d > f'(x)=—ab[sin(b(x —c))

bzw.

f(x)=alsin(b(x—c)) +d -> F(x)= —% [Bos(b(x — ¢)) + dx

f(x)=alcos(b(x=c))+d -> F(x)= % Qin(b(x - ¢)) + dx

Hinsichtlich der Bestimmung von trigonometrischen Funktionen gelten die Regeln: Mittellinie

d:% (mit Hochpunkt H(xulyn), Tiefpunkt T(xrly7)); Amplitude |a|:TyT:yH d (mit
Hochpunkt H(xy|yn), Tiefpunkt T(xr|yr); Periodenfaktor » =21 (mit Periode p); Verschiebung ent-
p

lang der x-Achse ¢ = xw (mit erstem oder zweitem Wendepunkt W (xw|yw) mit positivem xy).

Beispiele (Sinus-, Kosinusfunktionen):

a) Z.B. kann die Sinuskurve f(x) = 3-sin(4x)+1 wie folgt in das x-y-Koordinatensystem eingezeichnet werden
(a=3, b=4, c=0, d=1 bei f(x) = asin(b(x-c))+d):

Schritt 1: Zeichne die zur x-Achse parallele Mittellinie y = d = 1 der Sinusfunktion
ein.

Schritt 2: Zeichne im Abstand |a| = 3 von der Mittellinie d = 1 die parallelen Gera-
deny=d-|a]=4undy=d + |a] = -2 ein. Die Sinusfunktion verlauft dann im Strei-
fen zwischen diesen Parallelen; die Hochpunkte befinden sich auf der Geraden y =
4, die Tiefpunkte auf der Geraden y = -2.

Schritt 3: Die Periode der Sinusfunktion betrégt p = 2m/b = 1.5708. Innerhalb einer
Periode, etwa zwischen x=0 und x=1.5708, verlauft die Sinuskurve von der Mittelli- ~
nie (x=0, W) zum Hochpunkt (x=0.3927, H, 1. Periodenviertel), vom Hochpunkt zur
Mittellinie (x=0.7854, W, 2. Periodenviertel), von der Mittellinie zum Tiefpunkt
(x=1.1781, T, 3. Periodenviertel), vom Tiefpunkt zur Mittellinie (x=1.5708, W, 4.
Periodenviertel).

Schritt 4: Verbinde die Hoch- (H), Tief- (T) und Mittellinien-/Wendepunkte (W) der
Sinusfunktion zur Sinuskurve im x-y-Koordinatensystem.

b) Die Funktion f£(t)=10-15 I]:os(ﬁ (t — 1)) stellt die Jahresentwicklung der Durchschnittstemperaturen an
6

einem bestimmten Ort auf der Nordhalbkugel der Erde dar, 0<t<12, t in Monaten, f(t) in °C. Die tiefste Durch-
schnittstemperatur liegt bei -5°C (t=1), die héchste bei 25°C (t=7, Periode p=12). Der Mittelwert der Durch-
schnittstemperaturen Gber das gesamte Jahr betragt 10°C, Uber das erste Halbjahr:

1 ¢ T 1 90 . 7 ° 1( 90 . 57 90 J
m=——|(10-15cos(— (¢t —1))dt =—| 10t ——sin(—(t —1 =—| 60— —sin(*—) ——sin(—) | =5,23°C,
6—0£( (6( ) 6{ pn (6( ))l) p - (6) pn (6)

Uber die Sommermonate 6<t<9:

1 m 1 90 . 1 ’ 1( 90 . 4w 90 j
m=——1(10-15cos(—(t —1)dt =—|10t ——sin(— (t —1 =—| 90 ——sin(—) + —sin(— 21,52°C.
9_6J6.( (6( ) 6[ po (6( ))l p po (3) po (6)
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Aufgabenblatt: Trigonometrische Funktionen und Periodizitat

1. Skizziere die Graphen zu folgenden trigonometri-
schen Funktionen:

a) f(x) = 2-cos(mx)+1

b) f(x)= %sin(g(x ~1))-1

) f(x)=3sin(2(x+1))-2

2. Gesucht ist eine Sinusfunktion der Form

f(x) = a-sin(b(x-c)) + d
vermoége der nebenstehenden Abbildung. | 2

Kastchenbreite/-hche! 1 LE

3. Der Querschnitt einer Entwasserungsrinne soll durch eine Kosinuskurve beschrieben werden. Ein Beton-
teil dieser Rinne ist 5 m (Meter) lang, 4 m breit und 2 m hoch. Die maximale Rinnentiefe betragt 1,5 m.

a) Stelle die Gleichung der Kosinuskurve f(x) im 1. Quadranten auf und skizziere den Rinnenquerschnitt.

b) Wie groB ist die Querschnittsflache der Rinne, wie viel Kubikmeter Beton hat ein Rinnenbauteil, wie viel
Kubikmeter Beton muss verbaut werden, wenn die Rinne eine Lange von 200 m hat?

¢) Wie viel Kubikmeter Wasser kann die Rinne insgesamt fassen? Wie viel Wasser enthalt die Rinne, wenn
der Wasserstand halb so hoch ist wie der maximale Wasserstand?

4. Die Funktion f(;)=15—4sin(%(t+2)) beschreibt den Temperaturverlauf an einem Frihlingstag,

0<t<24 (t in Stunden, f(1) in °C).

a) Wann ist die niedrigste Temperatur erreicht, wie lautet die Héchsttemperatur?

b) Wann steigt die Temperatur am starksten an?

c) Wie hoch ist die mittlere Temperatur Gber den ganzen Tag hinweg, in den ersten und zweiten 12 Stunden
des Tages, zwischen 11 und 14 Uhr?

Lésungen:

1a) b) c)

Kastchenbreitel-hohe! 1 LE Kastchenbreitel-hohe! 1 LE . Kastchenbreite/-hohe: 1 LE

2. f(x) = 8-sin(1/4(x+1))+1.
3a) f(x) = 0,75-cos(Tx/2)+1,25; b) Rinnenquerschnitt A = 3 m?, Bauteilquerschnitt A = 5 m%; ¢) Querschnitt/Wasser A = 1,51 m?.
4a) T(4|11), H(16]19), b) W(10|15), c) Durchschnittstemperaturen: m =15, m=128, m=17,2, m=17,4.
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Datenblatt: Symmetrie von Funktionen

Definitionen: Eine Funktion f: D; -> R heif3t (i.e.S.)
achsensymmetrisch zur y-Achse, wenn

f(-x) = f(x) fur alle xeDs
gilt. Sie heif3t (i.e.S.) punktsymmetrisch zum Koor-
dinatenursprung O(0|0), wenn

f(-x) = -f(x) far alle xeDy

gilt.

Achsensymmetrische, punktsymmetrische Funktion L —— e

Es qilt u.a. fur ganz rationale Funktionen:

a) Eine ganz rationale Funktion mit Potenzen von geraden Hochzahlen (0, 2,
4, ...) ist achsensymmetrisch. Konstante Funktionen sind achsensymmetrisch.
b) Eine ganz rationale Funktion mit Potenzen von ungeraden Hochzahlen (1,
3, 5, ...) ist punktsymmetrisch.

c) Fir ganz rationale Funktionen mit Potenzen gleichzeitig von geraden und
ungeraden Hochzahlen ist keine Symmetrie (i.e.S.) erkennbar.

d) Vielfache und Summen von achsensymmetrischen Funktionen sind ach-
sensymmetrisch.

e) Vielfache und Summen von punktsymmetrischen Funktionen sind punkt-
symmetrisch.

f) Gemischte Summen aus achsensymmetrischen und punktsymmetrischen
Funktionen sind weder achsensymmetrisch noch punktsymmetrisch.

Weiter qilt fir zwei Funktionen u(x) und v(x) und deren Produkt f(x) =
u(x)-v(x) bzw. Quotient f(x) = u(x)/v(x):

a) u(x) achsensymmetrisch, v(x) achsensymmetrisch => f(x) achsensymmet-
risch

b) u(x) punktsymmetrisch, v(x) achsensymmetrisch => f(x) punktsymmetrisch
c) u(x) achsensymmetrisch, v(x) punktsymmetrisch => f(x) punktsymmetrisch
d) u(x) punktsymmetrisch, v(x) punktsymmetrisch => f(x) achsensymmetrisch

Das durch die obigen mathematischen GesetzmaBigkeiten formulierte
Konzept der Ermittlung von Achsen- und Punktsymmetrie lasst sich
damit auf Produkte von ganz rationalen Funktionen und auf gebrochen
rationale Funktionen Ubertragen. Bei gebrochen rationalen Funktionen
ist auf die ,Symmetrie“ des maximalen Definitionsbereichs zu achten.

Far trigonometrische Funktionen gilt:

a) Die Sinusfunktion f(x) = sin(x) ist punktsymmetrisch.

b) Die Kosinusfunktion f(x) = cos(x) ist achsensymmetrisch.
¢) Die Tangensfunktion f(x) = tan(x) ist punktsymmetrisch.

Die Exponentialfunktion f(x) = e* ist selbst nicht symmetrisch, jedoch
sind Exponentialfunktionen mit achsensymmetrischen Exponenten
achsensymmetrisch und gewisse Summen von Exponentialfunktionen | f
wie f(x) = € + e achsensymmetrisch oder wie f(x) = e* — €™ punkt—
symmetrisch.

Symmetrieeigenschaften von Funktionen spielen auch bei Ab- und Auf-
leitungen eine Rolle. Es gilt:

a) Die Ableitung f'(x) einer achsensymmetrischen Funktion f(x) ist punktsym-
metrisch.

b) Die Ableitung f(x) einer punktsymmetrischen Funktion f(x) ist achsensym-
metrisch.

c¢) Fir eine punktsymmetrische Funktion f(x) ist jede Stammfunktion F(x) ach-
sensymmetrisch.

d) Fdr eine achsensymmetrische Funktion f(x) existiert eine punktsymmetri-
sche Stammfunktion mit F(0) = 0.
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Beispiel (Symmetrie):
F(x) (F(0)=0, Punktsymmetrie):

f(x) (Achsensymmetrie):

VARV,

f(x) (Punktsymmetrie):

N/

) (Achsensymmetrie):

VARV,

Funktion: f(x) = x*cos(x)
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Datenblatt: Grenzkurven, Asymptoten, Liicken von Funktionen

Definition: FUr eine Funktion f: Df -> R heiBt die Funktion y Grenzkurve (Asymptote) von f fir
X->%, X->- pbzw. X->t% wenn

lim(f(x)-y)=0 bzw. lim (f(x)-y) =0 bzw. lim (f(x)=y)=0
gilt. Ist die Grenzkurve y eine Gerade, also y = mx + ¢, so hei3t die Grenzkurve Asymptote. Ist

hierbei m = 0, so ist y eine waagerechte Asymptote, fur m # 0 eine schiefe Asymptote.

Der Grenzwertbegriff ergibt sich aus dem Umfeld dieser infinitesimalen Begrifflichkeit im Zusam-
menhang von Stetigkeit, Ableitung und Integral.

Es gilt hinsichtlich von Funktionen f(x) und Grenzkurven y die Formulierung:

f(X) -> y flr X->%, X->- bzw. X->*©
Grenzkurven sind im Allgemeinen ganz rationale Funktionen (Polynome), jedoch kénnen auch
andere Funktionstypen auftreten.

Flr gebrochen rationale Funktionen ergibt sich der folgende Sachverhalt:

Waagerechte, senkrechte Asymptoten, Liicken

ax"+a, x"" +..+ax+a, _a, (x=xy) " (x = xy,)" OLIR, (x)
-1 kl k
b,x" +b,_ x"" +.+bx+b, b, (x—xp) (x—xp,)" L.[R,(x)

m

Funktion: f(x) =

I. (Maximaler) Definitionsbereich, senkrechte Asymptoten (Polstellen), Nullstellen:
a) Nenner=0-> b, x" +bm_1x’”'1 +..+bx+b, =0 ->Xp1, Xpa, ... -> Dy = R\{Xp1, Xp, ...} (Definitionsbereich)

o -1 —
b) Zéhler=0-> g, x" +a, ,x"" +..+ta,x+a, =0 -> Xn1, Xng, ---

c) Auswertung:

— Stimmt eine Nennernulistelle xp mit einer Zahlernullstelle xy Uberein, so kann der Funktionsterm f(x) um
den Faktor (x-xp)I = (x-xN)k (I=k) zu f*(x) gekirzt werden; ist die Vielfachheit der Nennernullstelle echt gré-
Ber k, so liegt bei xp eine senkrechte Asymptote vor; ist die Vielfachheit der Nennernullstelle kleiner gleich
k, so liegt bei xp eine Licke mit Lickenwert f*(xp) vor.

— Ansonsten liegen bei xpq, Xp2, ... Senkrechte Asymptoten mit Linearfaktor (x-xp)I vor, und zwar mit Vorzei-
chenwechsel bei ungeradem | (mit Vorzeichenwechsel bei senkrechter Asymptote xp mit f(x)->-
(x->Xp, X<xp) und f(x)-> (X->Xp, x>Xp) oder mit f(x)-> (x->Xp, X<xp) und f(x)->-= (x->Xp, X>Xp)), ohne Vor-
zeichenwechsel bei geradem | (ohne Vorzeichenwechsel bei senkrechter Asymptote xp mit f(X)->-
(X->Xp, X<Xp) UNd f(X)->- (X->Xp, Xx>Xp) 0der mit f(x)-> (X->Xp, X<Xp) UNd f(X)-> (X->Xp, X>Xp)).

— Ansonsten liegen weiter bei Xy, Xng, ... Nullstellen mit Linearfaktor (x-xp)k vor, und zwar mit Vorzeichen-
wechsel bei ungeradem k, ohne Vorzeichenwechsel bei geradem k (Hoch-, Tiefpunkt).

Il. Waagerechte Asymptote: Fir x -> £ gilt:
>0=y fallsn<m
x"+a, x"" +.. +ax+a,

aVl
= -> =y fallsn=m
x"+b _x"" +..+bx+b,

m

-> o0 fallsn>m

_an
f(X)—b

m

Asymptoten, Liicken bei gebrochen rationalen Funktionen

Grenzkurven, senkrechte Asymptoten (Polstellen) sowie Licken treten auch jenseits gebrochen
rationaler Funktionen in Erscheinung. FUr die Exponentialfunktion gilt:

Waagerechte Asymptoten

Funktion: f(x) = e, a>0: Funktion: f(x) = e**, a<O0:

X->00: f(X) -> + x->: f(x) -> 0 = y waagerechte Asymptote

x->-=: f(x) -> 0 = y waagerechte Asymptote X->-%0; f(X) -> +

Funktion: f(x) = (ax"+...+a9)e®, a>0: Funktion: f(x) = (ax"+...+a9)e®, a<0:

X->: f(x) -> + (a,>0) bzw. f(x) -> -~ (a,<0) x->: f(x) -> 0 = y waagerechte Asymptote

x->-=: f(x) -> 0 = y waagerechte Asymptote x->-: f(x) -> +% (a,>0, n gerade; a,<0, n ungerade)
bzw. f(x) -> -~ (a,<0, n gerade; a,>0, n ungerade)

Waagerechte Asymptoten bei Exponentialfunktionen
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Datenblatt: Grafisches Auf- und Ableiten

Bzgl. der Null-, Extrem- und Wende-

stellen sowie der Monotonie und Krim-
mung ergibt sich der folgende Zusam-
menhang zwischen Funktionen f(x), Ablei-
tungen f(x), f’(x) und Stammfunktionen

F(x) und bei asymptotischem Verhalten:

Stammfkt. F(x)

Funktion f(x)

Hochpunkt bei xg

Nullstelle bei xg
VZW von + nach -

Tiefpunkt bei xg

Nullstelle bei xg
VZW von - nach +

steigende Monotonie in x

fx)=0

fallende Monotonie in x

f(x) <0

Wendestelle bei xw

Hoch-/Tiefpkt bei xw

Wendestelle als Sattel-
punkt bei xw

(doppelte) Nullstelle
bei xw
Hoch-/Tiefpkt bei xw

Linkskrimmung in x

steigende Monotonie in
X

Rechtskrimmung in x

fallende Monotonie in x

X -> too:

X -> too:

F(x)->ax+C f(x) ->a
X -> too; X -> too;
F(x)->C f(x) -> 0

Funktion f(x)

Ableitung f'(x)

Hochpunkt bei xg

Nullstelle bei xg
VZW von + nach -

Tiefpunkt bei xg

Nullstelle bei xg
VZW von - nach +

steigende Monotonie in x

f(x) =0

fallende Monotonie in x

F(x) <0

Wendestelle bei xw

Hoch-/Tiefpkt bei xw

Wendestelle als Sattel-
punkt bei xw

(doppelte) Nullstelle
bei xw
Hoch-/Tiefpkt bei xw

Linkskrimmung in x

steigende Monotonie in

X, [f“(x) 2 0]
Rechtskrimmung in x fallende Monotonie in
X, [f“(x) < 0]
X -> too; X -> too;
f(x) ->ax+C fi(x) -> a
X -> too; X -> too;
f(x) ->C f(x)->0

Es gilt also im Allgemeinen beim Ableiten:

Wendestelle — Extremstelle — Nullstelle ,

beim Aufleiten:

Nullstelle — Extremstelle - Wendestelle

oder die NEW-Regel:

Fx) NEW
f(x) N E W
f(x) N EW

links
gekriimmt

N7

links

monoton
steigend

o

gekriimmt

Fix)

N=W=8§

rechts
gekriimmt
T
mono-
ton
fallend
positiv
monton
fallend f(x)
H
\ W
N| \
N=T
rechts gekrimmt monoton
steigend
monoton links gekrimmt
steigend
nega-
tiv
positiv
positiv
N \—/ N

T

negativ

H = Hochpunkt, N = Nullstelle, S = Sattelpunkt, T = Tiefpunkt, W = Wen-

depunkt
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Aufgabenblatt: Grafisches Auf- und Ableiten

1. Leite grafisch ab bzw. auf.

F(x)

Kastchenbreite/shahe| 1 LE

Kastchenbreite/shahe| 1 LE

Kastchenbreite/:hohe] 1 LE

Kastchenbreite/shohe! 1 LE

Kastchenbreite/-hohe| 1 LE

Kastchenbreite/-hohe| 1 LE
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F(x)
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2. Die nachstehende Abbildung zeigt das Schaubild einer Funktion f(x) auf dem Intervall [-2; 5]. Begriinde,
ob die folgenden Aussagen wabhr, falsch oder unentscheidbar sind.

(h F(x) besitzt auf dem angegebenen Intervall zwei Wendestellen.
(1 F(0) > F(2).

(1)  Das Schaubild von f/(x) ist Gberall linksgekrimmt.

(Iv) f(0)<1.

(V)  F(x) besitzt im angegebenen Intervall Nullstellen.

(V1) j F(x)dx<0.

Kastchenbreite/-hdhe] 0.5 LE

3. Die nachstehende Abbildung zeigt das Schaubild einer Funktion f(x) auf dem Intervall [-3; 10]. Begrinde,
ob die folgenden Aussagen wabhr, falsch oder unentscheidbar sind.

(h F(x) besitzt auf dem angegebenen Intervall einen Tiefpunkt.
(1) Esgilt: F(x) -> 5 fur x-> =,

(1) F(x) hat auf dem angegebenen Intervall eine Wendestelle.
(I F(0) < F(10)

( f{(x) hat auf dem angegebenen Intervall eine Nullstelle.

( f(x)

‘(x) ist auf dem angegebenen Intervall links gekrimmt.

Kastchenbreite/-hohe! 1 LE]
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Datenblatt: Parameterfunktionen, Funktionenscharen

Funktionenscharen (Funktionen mit Parametern,

Parameterfunktionen) entstehen, wenn Funk-

tionsgleichungen zur Funktionsvariablen x zu-

satzlich reelle Parameter t enthalten, wenn also:

fix) = f(x, t) mit einer beliebigen, aber festen

Zahl t gilt. Die Kurven fi(x) mit den vorgegebe-

nen reellen t stellen die Funktionenschar gra-

fisch dar, etwa als ,Funktionenblschel® oder als

Schar zueinander paralleler Funktionen (z.B. bei - TS
Stammfunk-tionen). Funktionenscharen entste- , N
hen auch durch Verschiebung und/oder Stre-

ckung von Funktionen (fi(x) = f(x+t), fi(x) = t-f(x)

usw.)

FOr Parameterfunktionen gelten alle mathemati-

schen GesetzmaBigkeiten der Differential- und

Integralrechnung (Parameter als additive Kons-

tante, konstanter Faktor u.a.). Daher entsteht die
Ortskurve als Kurve von besonderen Punkten Funktionenschar f(x) = X’~tx, )
P(x(t)|y(t)) der Funktionenschar f,(x) (Hoch-, Tief- Ortskurve der Tiefpunkte T(t/2|-t7/4): y = -x
, Wendepunkte) mittels Bestimmung dieser Kur-

venpunkte fur jedes fi(x) und der Elimination des

Parameters t, so dass aus: x=x(t), y=y(t) die

Ortskurve y=0(x) entsteht.

Beispiele (Parameteraufgaben):

a) Gegeben ist eine Schar von Funktionen der Form: f,(x) = (x +¢) """ mit teR. Die ersten drei Ableitungen
sind: f'(x) =1 +(x+n)" A=(x+r+H"", f,"(x) =1 +(x+r+)RT" A=(x+r+2)"",
fM(x) =10 +(x+r+2)@"" O=(x+r+3)[2"". Aus Parameterfunktion und Ableitungen ergeben
sich: die Nullstelle N(-t|0), der Tiefpunkt T(-t-1]-e®"), der Wendepunkt W(-t-2|-2e"?). Bzgl. der Ortskurve
der Tiefpunkte der Funktionenschar gilt nun:

T(t=1]-€2"): x=-t-1, y=-2" => t=-x—1, y = -2V = _e®*" = 01(x).

Entsprechend ergibt als Ortskurve der Wendepunkte: oy(x) = -2,

(-x-1)- 2x+1

a) Ortskurve der Tiefpunkte a) Ortskurve der Wendepunkte

b) Zur Parameterfunktion f,(x) = a-cos(x) bestimmt sich die Flache zwischen der Funktion und den Geraden

2
y = aund x=m/2 als: A= I(a—acosx)dx:[ax“ —asinx]g/2 =a %—asin(g)—oza %—a:a(g—lj.

0

Die Fléche Aist —1 groB, wenn a = oV gilt.
4 4 2 2
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Aufgabenblatt: Parameterfunktionen, Funktionenscharen

1. Leite ab (reelle Parameter a, s, t).

a) f,(x)=32a" -2ax’ b) f,(x) =4’ =2t*x’
o) f.(x) = —20x(x* —=9¢%) d) £.(x) = tizx* +6x —8ix +171°
e) f,(x) =100 -5ty ) £ =2t

N a X
9) f,(x)= %cos(tx) -Xx h) f,(x)= tizsin(tx) COS(;)
) f,(x)= 5% +te ™" i) f,(x)=(a+x)e”

1L

K £,(x) = (6 —1x)e ) £(0)= }(x ~5)e™
m) f,(x)= (x* +4t)e™ n) f.(x)= Sin(2sx)e?

3
2. Fur die Funktionenschar f (x) = —);7 +x? + 21x, t#0, ist dasjenige t zu bestimmen, so dass
t

a) im Schnittpunkt mit der y-Achse die Funktion die Steigung 3 besitzt,

b) der Wendepunkt der Funktion an der Stelle xy = 4 liegt,

¢) eine Nullstelle der Funktion an der Stelle xy = 8 liegt,

d) die Normalensteigung der Funktion an der Stelle xo = -1 den Wert 1 hat,
e) eine Extremstelle an der Stelle xg = -3 vorliegt.

3. Gegeben seien die Kosinusfunktion f(x):zcos(gx) sowie die parametrisierte Geradenschar

g,(x)=t(x-1), treell.

a) Die Funktionen f(x) und gi(x) schneiden sich im Punkt N(1]0). Fir welches t steht die Gerade g;(x) dort
senkrecht auf der Funktion f(x)?

b) Fur welche t liegt auf dem Intervall [0; 1] die Gerade gi(x) unterhalb der Funktion f(x)?

c) Berechne fiir t>0 die Flache zwischen Funktion f(x) und Gerade gi(x) auf dem Intervall [0; 1]. Fir welches t

ist die Flache 2 groB?
7l

4. Gegeben sind die Funktionenscharen f,(x) = —x*> —(t —4)x+4t und g, (x) =¢(x*> —16),t>0.

a) Zeige, dass sich fir jedes t die Funktionen fi(x) und gi(x) im Punkt N(4|0) schneiden. Fir welches t stehen
die Funktionen fi(x) und gy(x) im Punkt N(4|0) senkrecht aufeinander?

b) Wie grof3 ist der von t abhangige Flacheninhalt zwischen der y-Achse und dem Funktionen fi(x) und g(x)?
Fir welches t ist dieser Flacheninhalt 112 Flacheneinheiten gro3?

5. Zeige, dass die Flache zwischen jeder Funktion der Funktionenschar g (x) =acos(ax), a > 0, der Tan-

gente an g,(x) im Punkt N(£|O) und der y-Achse unabhangig von a ist.
2a

6. Gegeben ist die Funktionenschar f, (x) =x* (2t - x) , t>0.

a) Wie groB ist die Flache, die die Funktion fy(x) mit der x-Achse im 1. Quadranten des Koordinatensystems
einschlieBt?

b) Wie muss t gewé&hlt werden, damit die Fldche zwischen Funktion fi(x) und x-Achse im 1. Quadranten des
Koordinatensystems den Wert 12 besitzt?

7. Gegeben ist flr jedes reelle t#0 die Kurvenschar £ (x) = -ltx‘* +1tx3 —1x.
' 8 2

a) Bestimme die Wendepunkte von fi(x). Fir welches t liegt in einem der Wendepunkte ein Sattelpunkt vor?
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b) Fur welches t ist die Gerade y = 9,5x+7 Tangente an fi(x) an der Stelle xo = -1?

¢) Zeige: Jede Funktion der Kurvenschar hat genau zwei Stellen mit Steigung -0,5.

d) Fiur welches t hat fi(x) an der Stelle x = 1 eine Nullstelle? Wie groB3 ist fiir dieses t der Flacheninhalt der
Flache zwischen Funktion und x-Achse im 4. Quadranten des Koordinatensystems?

8. Gegeben ist fiir jedes reelle a die Kurvenschar f (x) = ix“ + ix3 - gxz +x+2+a.

20 12
a) Zeige: Alle Kurven der Kurvenschar schneiden sich in zwei gemeinsamen Punkten.

b) Firr a # -1 schlieBt f,(x) mit f.4(x) eine Flache ein. Fir welches a hat diese Flache den Inhalt 442 ?

9. a) Bestimme die Ortskurve der Tiefpunkte der Parabelschar f (x) = tx* —zix, t>0.
t
b) Bestimme die Ortskurve der Wendepunkte der ganz rationalen Funktion f,(x) = v’ —3t7x7, t20.

c) Bestimme die Ortskurve der Hochpunkte der ganz rationalen Funktion f (x) = —i2x3 +2x +38, t20.
t t

10. Fir welches t>0 ist die Flache zwischen den Funktionen f,(x) = t’ sin(tx) und g (x) = —1sin(tx) im
t

Bereich zwischen y-Achse und erstem Schnittpunkt mit positiver x-Koordinate am kleinsten?

11. a) Gibt es fir die Funktionenschar f,(x) =t +tcos(§ x), t>0, und die Parabel g(x) = x° + 4 einen Para-

meter t, so dass an der Stelle xo = 0 ein Beruhrpunkt zwischen den beiden Funktionen vorliegt?

b) Bestimme flr die zwei Parabelscharen f (x) :ix2 und g, (x)=4 -, t>0, die allgemeinen Schnitt-

punkte. Wie muss t gewahlt werden, damit sich die zwei Parabelkurven f(x) und gi(x) senkrecht schneiden?

c) Fir welches t liegt der Wendepunkt der Funktion f, (x) = (2x —5t)e™" an der Stelle xy = 27

d) Fir welches t liegt der Tiefpunkt einer Funktion aus der Funktionenschar f, (x) =12x% =3x +4¢, t>0, auf
der x-Achse, fir welches t hat der Hochpunkt der Funktion den niedrigsten y-Wert?

12. Gegeben ist eine Schar von Funktionen der Form: f,(x) = (x +7) 2" mit t>0.

a) Bestimme Nullstellen, Hoch- und Tiefpunkte sowie Wendepunkte der Funktion fy(x).
b) Wie lauten die Ortskurven von Tief- und Wendepunkten der Funktionen f;(x)?

Lésungen:
3a) f(1)-g¢(1) = -1 -> t=1/11; b) gi(0) = f(0) = 2 -> t=-2, also: t>-2; ¢) A(t) = 4/T + t/2, t=2/m.
4a) f(4)-g'(4) = -1 -> 1=0,031, t=-2,02; b) A(t) = 152t/3 + 32/3, t=2.
5. A =T1%8-1.

4 212 N
6a) f2(x) = 2x3(4-x), N(0|0), N(4|0), A = 128/3; b) A; = Ifr (Ndx=|Z— x> =Zx*| =2 =12->t= 5v9.

3 4

0 0

7a) W(0[0), W(1[t/8-1/2), f(1) = -0.5t+0.75t-0.5 = 0 -> t=2 mit W(1|-1/4) als Sattelpunkt; b) fi(-1) = -t/8-t/4+1/2 = -2,5 -> t = 8;

1
) fi(x) =-0,5->x=0,x=1,5d) f(1)=0->t=4, A= _If4(x)dx =0,1.
0

J2
8a) Schnittpunkte S1(-V2[11/5-772/6), Sz(\N2|11/5+7V2/6); b) A = f (f,(x) = f., (x))dx = W2 >a=2
-2

9. Tiefpunkte T, Hochpunkte H, Wendepunkte W, Ortskurve o(x): a) T(t2/4|-t/16) -> o(x) = —x/x/2, x>0; b) W(t]-2t" -> o(x) =
-2x*, x20; ¢) H(1/6]-1/54+25/3) -> o(x) = -9x + 25/3, x20.

10. Intervall [0; T/] -> A(t) = 2t + 2/t2 -> A'(t) =2 — 4/t = 0 -> t=3V2.

11a) fi'(x) = -tmsin(1mx/2)/2, g‘(x) = 2x, f(0) = 2t = g(0) = 4 -> t = 2 mit f'(0) = 0 = g'(0); b) Achsensymmetrie, Schnittpunkte
S1(-4/5t4/5), So(4/\5t4/5), f(x) = tx/2, gi'(X) = -2tx, mmg = -1 -> f/(4/\5t)-gi(4/V5t) = -1 -> t = 5/16; ¢) f(x) = (-2x+5t+2)e™,
fi(x) = (2x-5t-4)e™, f*(x) = 0 -> x = (5t+4)/2 = 2 -> t = 0; d) f'(x) = 3t%°-3, f*(x) = 612, f'(X) = 0 -> x = +1/t, f*(-1/t) < 0 -> Hoch-
punkt H(-1/t|2/t+4t), Ortskurve vermége x = -1/t y = -2x-4/X, y* = -2+4/x% = 0 -> x = -¥2 mit y"““(-¥2) > 0 -> t = 142,

12a) N(-t]0), T(-t-1]-e®"), W(-t-2]-?"?); b) Tiefounkte auf y = -e**', Wendepunkte auf y = -262**3.
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Datenblatt: Extremwertaufgaben

Extremwertaufgaben behandeln (aus einer mathematischen Modellierung erwachsene) Problem-
stellungen, bei denen es um die Bestimmung von (globalen, lokalen) Maxima oder Minima geht.
Lokale Extrema sind dabei die mit den Mitteln der Differentialrechnung errechneten Tief- und
Hochpunkte einer Funktion H(u) meist auf einem Intervall [a; b] 0.4. (H'(up)=0, H*(ue)>0 [Minimum],
H*(uo)<0 [Maximum]), bei der Bestimmung der globalen Extrema werden die Intervallrandstellen a
und b und deren (eventuell maximale, minimale) Funktionswerte H(a), H(b) mit einbezogen (Rand-
extrema). Die auf Extrema zu untersuchende Funktion H(u) als Hauptbedingung kann unter Her-
beiziehung einer Nebenbedingung y = N(u) entstehen, so dass H(u) = H*(u, N(u)) gilt.

Extremwertaufgaben finden u.a. Anwendung bei folgenden Problemstellungen:

a) Eine Funktion f(x) und die x-Achse werden geschnitten von der senkrechten Geraden x = u in den Punk-
ten R(ulf(u)) und Q(u|0). Zusammen mit einem Punkt P(xo|yo) ergibt sich dann das rechtwinklige Dreiecks
PQR, dessen Flacheninhalt zu maximieren ist. Der geometrische Flédcheninhalt A = gh/2 wird zur Flachenin-
haltsfunktion: A(u) = [u=Xo|-|f(u)|/2, deren globales Maximum zu bestimmen ist (evtl.: A‘(u)=0).

b) Die Abstandsfunktion zwischen zwei Funktionen f(x) und g(x) auf einem Intervall [a; b] ergibt sich als: d(x)
= |f(x)—g(x)|, der maximale Abstand als globales Maximum von d(x).

c) Der minimale Abstand zwischen einer Funktion f(x) und einem Punkt P(xo|yo) ergibt sich aus dem Mini-

mum der Abstandsfunktion d(x) = /(x = x,)> + (£ (x) = y,)* -

Beispiele (Extremwertaufgaben):

a) Zur Funktion f(x) = X—4x+7 ergibt sich die Tangente an die Funktion f(x) an der Stelle xo=-2 als y = 8x+23.
Tangente und Funktion schneiden sich an den Stellen x=-2, x=4. Im Bereich zwischen den Schnittpunkten ist
der Abstand zwischen Funktion und Tangente maximal, wenn das Maximum der Abstandsfunktion d(x) =
y—f(x) (-2<x<4; hier: f(x)ssy) bestimmt wird. Die Abstandsfunktion als Differenzfunktion lautet: d(x) = y(x)—f(x)
= (8x+23)—(x3-4x+7) = -X"+12x+16. Zur Bestimmung des Maximums leiten wir ab: d’(u) = -3x?+12. Nullsetzen
der Ableitung ergibt: d’(x)=0 < -3x*+12 = 0 & 12 = 3x* & 4 = x* < x=+2. Der Punkt x=2 befindet sich im
vorgegebenen Bereich [-2; 4]. Es gilt weiter: d”(u) = -6x und damit: d”(2) = -12<0, so dass bei x=2 in der Tat
ein Maximum vorliegt. Der Abstand berechnet sich als: d(2) = -8+24+16 = 32. Die Randextrema bei x=-2 und
x=4 haben jeweils den Abstand d(-2) = d(4) = 0, so dass d(2) = 32 global ist.

a) b) Funktion, Punkt b) Abstandsfunktion

b) Zur Funktion f(x) = x> —i)ﬁ und zum Punkt P(1|2) hat die Abstandsfunktion

d(X) = \J(x =1 +(f(x) = 2)°

ihr Minimum an der Stelle X, = 1,6 mit minimalen Abstand d(1,6) = 0,7685. Der Funktionspunkt Q lautet:
Q(1,6]1,536). Somit ist der Abstand zwischen den Punkten: d(P,Q) = 0,7685.
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Aufgabenblatt: Extremwertaufgaben

1. Ein rechtwinkliges Dreieck maximaler Flache soll zwischen x-Achse und Funktion f(x) =4x—x* so ein-

beschrieben werden, dass eine Ecke des Dreiecks sich im Koordinatenursprung befindet und der rechte
Winkel an der x-Achse anliegt. Wie groB3 ist die maximale Flache? Wie viel Prozent macht die maximale
Dreiecksflache von der Flache zwischen Funktion und x-Achse im 1. Quadranten des Koordinatensystems
aus?

2
2. Bei der Funktion f(x) =ax’ + hal soll der Parameter a>0 so bestimmt werden, dass f an der Stelle x = 1
a

einen moglichst kleinsten Funktionswert besitzt.

3. Fur die Parabel £ (x) = ! - x?2 -,(x _49) soll der Parameter t>0 so bestimmt werden, dass der Funkti-
’ 1+1 4

onswert im Tiefpunkt am gré3ten wird.

4. Fur welchen Punkt Q auf der Normalparabel f(x) = x? ist der Abstand zum Punkt P(4|2) minimal? Wie
groB ist der minimale Abstand?

5. Fur welches ag[0,1] wird der Inhalt der Flache im 1. Quadranten zwischen der x-Achse und der Funktion
f(x) = (1-0®)x?(a-x) maximal?

6. Mit Hilfe der Funktion f(x)=4xe >** wird im 1. Quadranten des Koordinatensystems ein achsenparalle-

les Rechteck gebildet, dessen gegeniberliegende Ecken im Koordinatenursprung O(0|0) und im Punkt
Q(u[f(u)) auf der Funktion liegen. Fir welches u ist das Rechteck ein Quadrat, fiir welches u der Flachenin-
halt des Rechtecks maximal? Um wie viel unterscheidet sich der Flacheninhalt des Quadrats von dem des
flaichenmaximalen Rechtecks?

7. Far welches reelle x20 ist die Differenz der Funktionswerte zwischen der Funktion f(x)= sin(g x) und

der Geraden y = x +1 am geringsten? Wie groB ist diese Differenz?

Lésungen:

1. Dreieckflache: A(u) = u(4u-u®)/2 bei u = 2,67 maximal, A(2,67) = 4,74; Gesamtflache
als Integral: A = 10,67 -> Prozentsatz = 4,74/10,67 = 44,4%.

2. h(a) = a+4/a -> h‘(ag =1-4/a®=0->a=2als gesuchter Parameter.
3. x7 = (148972, yr = -t¥/4+12t = h(t) -> h'(t) = -3t7/4+12 = 0 -> t=4

4. Abstandsfunktion d(x) = \/(x-4)2 +(f(x)-2)* ->d(x) =0 -> Q(1,65]2,72), dmin = 2,46
mit: d(0) = 0 und x->: d(x)->> (Randstellen).

“ 1 . .
5. A(a) = (1—a2)J(ax2 -xXdx=—(@-a’) >A(@=0->a-= \F mit: A(\F) =
0 12 3 3
0,0062, A(0) = 0, A(1) = 0 (Randstellen).
6. Quadrat: u = f(u) -> u = 6,93; maximale Flache: A(u) = u-f(u) bei u = 10 maximal;

A(10)-A(6,93) = 54,13-48,02 = 6,11.
7. Differenzfunktion d(x) = y(x)—f(x) -> d‘(X) = 0 -> x = 0,56, dmin = 0,79.
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Musteraufgaben (ohne Hilfsmittel)

Aufgabe 1:

Bestimme die erste Ableitung: f(x) = x’ sin(2x) + %x .

Aufgabe 2:
3
2
Bestimme die erste Ableitung und vereinfache: f(x) = XZX -
e e

Aufgabe 3:

Bestimme die erste Ableitung und vereinfache: f(x) = %(sz -5)%.

Aufgabe 4:
In8
Berechne das bestimmte Integral: J:) de ™ dx .

Aufgabe 5:

Berechne das Integral: I8x_12

1

dx .

2
X

Aufgabe 6:
1 . :
Wie lautet die Stammfunktion F(x) zu f(x) = Esm(m) —cos(27x) mit F(1) = 1/m?

Aufgabe 7:
Bestimme alle Nullstellen der Funktion f(x)=x° +5x* —=36x°.

Aufgabe 8:
Lése die Gleichung: e¢* +4e™™ =5.

Aufgabe 9:
Loése die Gleichung: sin” x +2sin x —3 = 0, 0sx<2m.

Aufgabe 10:
_ 2

Bestimme den Punkt auf der Funktion: f£(x) :1 f , dessen Tangente parallel zur Gerade mit der Glei-
X

chung y = 16x ist. Wie lautet die Tangente in diesem Punkt?

Lésungen:

(%) = 3x®sin(2x)+2x°cos(2x)+1/2.
f(x) = 3x%e-2x%e® = (3x*-2x)e ™.
- f(x) = 3x(2x2=5)2.

. 63/32.

. -4+12/e.

o Ol AWM =

F(x) = —icos(m) - isin(27vc) + L.
2 2 2

7. N(-2|0), N(0]0), N(2]0).

8. x=0, x=In(4).

9. x=11/2.

10. u=-0,5 -> P(-0,5|3) -> Tangente t: y = 16x+11.
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Aufgabe 11:

In der nebenstehenden Abbildung ist die Funktion f(x) gege-
ben. Welche Aussagen bzgl. der Stammfunktion F(x) und der
Ableitungsfunktion f(x) sind richtig, falsch oder nicht ent-
scheidbar?

() Die Stammfunktion hat auf dem Intervall [-2; 2] einen
Hoch- und einen Tiefpunkt.

(I) Die Ableitungsfunktion hat an der Stelle x = 0 einen Tief-
punkt.

(1) Die Ableitungsfunktion hat als waagerechte Asymptote die
x-Achse.

(IV) Es gilt flf'(x)dx =1.

(V) Die Stammfunktion hat auf dem Intervall [-2; 2] mindes-
tens eine Nullstelle.

Kastchenbreite/-hohe! 1 LE

Aufgabe 12:

Bestimme die erste Ableitung und vereinfache: f(x) =ix2 cos(3x) .

Aufgabe 13:
inx+
Bestimme die erste Ableitung: f(x) = s1nx2 > .
X
Aufgabe 14:
8

dx -

Berechne das bestimmte Integral: r
0

V2x+1

Aufgabe 15:
%1
Berechne das bestimmte Integral: Esin(Zx)dx.

=T

Aufgabe 16:

Bestimme die Gleichung einer ganz rationalen Funktion dritten Grades, die durch den Koordinatenursprung
lauft, dort eine Tangente mit der Steigung 1 hat und den Hochpunkt H(2|32) besitzt.

Aufgabe 17:

Eine ganz rationale Funktion 3. Grades besitzt im Schnittpunkt mit der y-Achse die Tangente y = -3x+4 und
hat mit T(1]1) einen Tiefpunkt. Bestimme die Funktion.

Aufgabe 18:

Bestimme die Normale zur Funktion f(x) = im Punkt P(1/|f(1)). Wo schneidet die Normale die Ach-

x*+4

sen des Koordinatensystems?

Lésungen:

12. £(x) = 0,5xcos(3x)—0,75x2sin(3x).

13. (x) = (sin(x)+5)x 2 -> f(x) = cos(x)/x*—2(sin(x)+5)/x°.
14. 16.

15. 0.5.

16. f(x) = ax®+bx®+cx+d, f(0)=0 -> d=0, f(0)=1 -> c=1; also: f(x) = ax’+bx’+x, f(2)=32, f(2)=0 -> a=-7,75, b=23; also:
f(x) = -7,753+23%2+X.

17. f(x) = ax’+bx®+cx+d, f(0)=y(0)=4 -> d=4, {(0)=y‘=-3 -> c=-3; also: f(x) = ax’+bx>-3x+4, f(1)=1, f(1)=0 -> a=-3, b=-3; also:
f(x) = -3x°-3x2-3x+4.

18. Normale n: y = 2,5x-1,5 -> y-Achsenabschnittspunkt S;(0]-1,5), Nullstelle N(0,6|0).
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Aufgabe 19:
Wo schneidet die Tangente im Punkt P(2|f(2)) die Asymptote der Funktion f(x)=8—5¢2*2 ?

Aufgabe 20:

In der nebenstehenden Abbildung ist die Funktion f(x) gegeben.
Welche Aussagen bzgl. der Stammfunktion F(x) sind richtig,
falsch oder nicht entscheidbar?

(I) Die Stammfunktion ist flr x > -4 monoton steigend.

() Die Stammfunktion hat an der Stelle x = -4 einen Hoch-
punkt.

() Im Intervall [-4; 4] gibt es zwei Stellen, an denen die
Stammfunktion die Steigung 1 besitzt.

(IV) Die Stammfunktion hat auf dem Intervall [-2; 2] eine Null-
stelle.

Kastchenbreite/-hoh: 1 LE|

Aufgabe 21:
An welchen Stellen besitzt die Funktion f(x) =(x*> —6) [¢™" waagerechte Tangenten?

Aufgabe 22:
Lése die Gleichung: e** —15¢** +50 =0.

Aufgabe 23:

: : 4 +8x
Wie lauten Tangente und Normale zur Funktion f(x)=

an der Stelle xo = 2?7 Wie groB3 ist der FI&-

cheninhalt des Dreiecks, das Tangente, Normale und x-Achse miteinander bilden?

Aufgabe 24:

Bestimme den Inhalt der Flache zwischen der Funktion f(x) = x’ —4x* und der x-Achse.

Aufgabe 25:
Wie lautet die Funktionsgleichung der um 5 nach rechts und 2 nach oben verschobenen Sinuskurve

y = sin(x), deren Periode 4 ist und deren Amplitude 3 betragt?
Aufgabe 26:

Zeige, dass die Funktion f(x)=(2x +5) 2™ nur einen Wendepunkt besitzt? Wie lautet dieser?

Aufgabe 27:
Lose die Gleichung: Izt(ﬂ +1)dt =12.
0

Lésungen:

19. Waagerechte Asymptote y = 8, Tangente t: y = 10x—17 -> Schnittpunkt S(2,5|8).

21. f(x) = (-2x%+2x+12)e® = 0 -> Stellen x=-2, x=3.

22. x=In(5)/2, x=In(10)/2.

23. Tangente t: y = -3x+11, Normale n: y = x/3+13/3 -> Nullstellen N(10/3|0), Nn(-13|0) -> Flacheninhalt A = 0,5-50/3-5 = 125/3.
24. Nullstellen N(0|0), N(4|0) -> Flacheninhalt A = 64/3.

25. f(x)= 3sin(§ (x=5)+2-

26. f(x) = 0 -> Wendepunkt W(-2|e®).
27. X=-2, Xx=2.
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Aufgabe 28:

Bestimme die erste Ableitung und vereinfache: f(x) =e " sin(5x).

Aufgabe 29:
Bestimme die erste Ableitung und vereinfache: f(x) = (x> —8)[&™>".

Aufgabe 30:

Bestimme zur Funktion: f(x) = 4. 5cos(2x) die Stammfunktion, die durch den Punkt P(ﬁ |-1
T

) verlauft.

Aufgabe 31:
a) Bestimme zur gebrochen rationalen Funktion f(x) = 3—% die maximale Definitionsmenge, den Werte-
X

bereich und die Asymptoten.
b) Wo schneidet die Tangente an die Funktion im Punkt P(2|f(2)) die x-Achse?

Aufgabe 32:

Bestimme die ganz rationale Funktion dritten Grades, die die x-Achse im Koordinatenursprung berihrt und
bei H(4|16) einen Hochpunkt besitzt.

Aufgabe 33:
Bestimme die erste Ableitung: f(x) = (2x+1)[{/4x+3.

Aufgabe 34:

Bestimme eine Stammfunktion zur Funktion: f(x) =

5-2x
at

Aufgabe 35:

In3

Berechne das Integral: Ide'
et
0

Aufgabe 36:

In2
Berechne das bestimmte Integral: I Ze“dx .
0

Lésungen:
28. f(x) = (-3sin(5x)+5cos(5x))e .
29. f'(x) =[2x* +2x+16]e”*".

4 5.
30. F(x) =—x—=sin(2x) - 3.

7l 2
31a) D = R\{0}, W; = R\{3}, x=0 als senkrechte Asymptote mit Vorzeichenwechsel, y = 3 als waagerechte Asymptote; b)
£'(x) :2721, f(2) = 2, f(2) = 1,5, Tangente t: y = 1,5(x-2)+2 = 1,5x-1, y = 0 & x=2/3, Ny(2/3/0).

X

32. Ansatz: f(x) = axC+bxe+cxd, F(x) = 3axt+2bx+c; Gleichungen: f(0) = 0 = d, (0) = 0 = ¢, f(4) = 16 = 64a+16b, f'(4) = 48a+8D,
Lésung: f(x) = -0,5x° + 3x2.

3. fr(0=2ax+3+ 22

Jax+3
34. f(x)zé—ﬂ’ F(X)=51n‘x‘—2\/£.
R
35. 242/15.
36. 7/12.
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Aufgabe 37:
Bestimme die Wendetangente zur Funktion f(x) = x* —=3x” +10.

Aufgabe 38:

4
An welchen Punkten besitzt die Funktion f(x) = % waagerechte Tangenten?
e

Aufgabe 39:

d _ldx. Berechne die Flache zum Wert z = 4. Wie lautet der Fla-

Die Flache A(z) sei das Integral: A(z) = I 3
X
1

cheninhalt, wenn z -> +« gilt?

Aufgabe 40:
Wo schneidet die Normale der Funktion f(x)=5+4e"" im y-Achsenabschnittspunkt die x-Achse des
Koordinatensystems?

Aufgabe 41:
Lése die Gleichung:

2Bin’ x+sinx-1=0
fir 0 < x < 2m.

Aufgabe 42:

a) Gesucht ist eine Parabel 2. Grades, die in S(1]|9) ihren Scheitelpunkt hat und durch den Punkt P(3|5) ver-
lauft.

b) Wie grof ist die Flache zwischen Parabel und x-Achse?

Aufgabe 43:

Bilde die erste Ableitung und fasse zusammen: f(x) :w .

Aufgabe 44:

Berechne das Integral: J.&dx-
X

Aufgabe 45:

Bestimme die Wendetangente zur Funktion f(x) = 12_ iz .
X X

Lésungen:
37. f“(x) = 0 -> Wendepunkt W(18), f(1) = -3 -> Wendetangente t: y = -3(x-1)+8 = -3x+11.
38. f'(x) =[4x’ =3x*]e™ =0 ® x=0, x=4/3 -> P(0|0), Q(4/3256/81/e*).

39.A(z) = - 1 +L + l A(4) = 9/32, A(z) -> 1/2 flr z->+<.
z 228 2
40. Normale: y = -0,5x+9 -> Nullstelle N(18|0).
41. Substitution z = sin(x) => sin(x)=0,5, sin(x)=-1 => x = T/6, x = 31/2.

4
42a) f(x) = -x*+2x+8; b) Nullstellen N(-2|0), N(4|0), Flacheninhalt: A = j(—xz +2x +8)dx = 36.
-2
, 3xcos(3x —4) —2sin(3x — 3)
43. flx)= = .
44. F(x) = 10:In|x| -> Integralwert = 10.
45. f“(x) = 0 -> Wendepunkt W(1[8), t: y = -4x+12.
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Aufgabe 46:

Lose die Gleichung: % +£2 =1 (x #0).
X x

Aufgabe 47:
2

Zeige, dass qilt: .[(ex +x—Ddx=e>-1.
0

Aufgabe 48:
Entscheide, ob folgende Aussagen richtig oder falsch sind:

(h Eine ganz rationale Funktion 3. Grades hat mindestens eine Nullstelle.
(1 Eine ganz rationale Funktion 3. Grades hat genau einen Wendepunkt.

() Die Funktion f(x)= x+3+¢%* ist iberall rechts gekrimmt.
2

(V) Die Funktion f(x) =2x +cosx ist stets monoton steigend.

Aufgabe 49:
Entscheide, ob folgende Aussagen richtig oder falsch sind:

(I) Das Produkt einer zur y-Achse achsen- und einer zum Koordinatenursprung punktsymmetrischen Funkti-
on ist zum Koordinatenursprung punktsymmetrisch.

(Il) Die Funktion f(x)= %xz (x +11) ist achsensymmetrisch zur y-Achse.

(1) Achsensymmetrische Funktionen besitzen auf der y-Achse eine Extremstelle.

(IV) Die Kettenkurve f(x)= % (e“" + e‘“‘) ist achsensymmetrisch zur y-Achse.

Aufgabe 50:
Ergénze! Fir die Funktion

ilt:
g) g(x) hat waagerechte Tangenten bei x = , X = , X =
b) g(x) ist monoton steigend flir <X< oderx>__
c) Die Ableitung g‘(x) hat Nullstellen bei x = X = , X=
d) Die Ableitung g‘(x) ist negativ fiir x < oder <X<
e) Die Funktion g(x) ist symmetrisch.
f) Die Ableitung g‘(x) ist symmetrisch.
g) Die Stammfunktion G(x) hat an den Stellen x = , X = , X = Wendepunkte.
h) Die Stammfunktion G(x) hat an der Stellex=___ einen Wendepunkt mit waagerechter Tangente.
i) Die Stammfunktion G(x) ist links gekrimmt fir <X< oderx>_
j) Far die Funktion g(x) gilt fir x->e: f(x) -> __ , flr x->-<:f(x) -> _
k) Fir die Stammfunktion G(x) gilt fir x->e0: f(x) -> | flr x-> -0:f(x) ->
[) Die Stammfunktion G(x) kann Nullstelle/n besitzen.
Lésungen:
46. % + % =1 © 9+48x%=x" © 0=x*-8x%-9 & 0=72-82-9 ® z=-1, z=9 & [x*=-1], x*=9 & x=#3.
X X

50. f(x) hat: Nullstellen N((-2|0), N(0]0), N(2|0), Extrempunkte T(-V2|-8), H(0|0), T(v2|8); f(x) ist achsensymmetrisch zur y-Achse.
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Aufgabe 51:
a) Berechne die Lésungen der Gleichung:
x* + 5x° = 36.
b) Leite die Funktion f(x) ab und fasse die Ableitung zusammen:

f(x) =%x(x -12.

¢) Berechne die Tangente an die Parabel f(x) = -0,5x% + 6x + 1 an der Stelle xo = 2.
d) Ermittle Koordinaten und Art des einzigen Extrempunktes der Funktion

1 1 5
(x)=—x*—-=x"+2.
! 8 2
e) Bestimme den Hoch- und Tiefpunkt der Funktion
1 3
(x)=—x*==x*+5.
! 4 2
f) Bestimme die Wendepunkte der Funktion
f(x) =%x4 —12x* +7x +11.

g) Berechne das Integral:

(1
j(—xz +3jdx.
AP

2

h) Berechne den Inhalt der von der Funktion f(x) = 2x* — x® und der x-Achse eingeschlossenen Flache.

Aufgabe 52:
Gegeben sei die Funktion f(x) =2[(1+ cos(gx)) .

a) Erlautere, wie die Funktion f(x) aus der Kosinusfunktion y = cos(x) entsteht.

b) Berechne den Inhalt der Flache zwischen der Funktion und den Achsen im 1. Quadranten des Koordina-
tensystems.

Aufgabe 53:

Die 2. Ableitung einer Funktion f(x) ist eine Kosinusfunktion mit Hochpunkt H(0|4) und Tiefpunkt (11/2|-4). Wie
lautet die Funktionsgleichung f(x), wenn die Funktion die y-Achse bei y=-1 und die 1. Winkelhalbierende an
der Stelle x=1/4 schneidet.

Lésungen:

51a) x = -2, x = 2; b) f(x) = 0,8x°—1,6x°+0,8x -> f(x) = 2,4x*-3,2x+0,8; ¢) f(2) = 11, f(2) = 4 -> Tangente:
y = 4x+3; d) Extremstellen: f(x) = 0 -> [x = 0; Sattelpunkt], x = 3 -> f(3)>0 -> Tiefounkt T(3|-1,375); e) f(x) = 0,75x*-3x
= 0 -> Hochpunkt H(0|5), Tiefpunkt T(4|-3); f) f(x) = 2x*-24x+7, f(x) = 6x*-24 = 0 -> Wendepunkte W(-2|-43), W(2|-15);
9) y-Achsensymmetrie der Funktion f(x), Stammfunktion F(x) = x}/6+3x -> Integral of2(x%/2+3)dx = 2-of%(x*/2+3)dx = 44/3;
h) f(x) = 0 -> Nullstellen N(0|0), N(2|0), Stammfunktion F(x) = 2x%/3-x*/4 -> Flacheninhalt A = o[?f(x)dx = 4/3 FE.

52a) y = cos(x) -> Stauchung entlang der x-Achse (Periode p = 4) -> y = cos(1x/2) -> Streckung entlang der y-Achse (Amplitude
a=2)->y =2 cos(mx/2) -> Verschiebung nach oben entlang der y-Achse (Mittellinie d = 2) -> f(x) = 2cos(TTx/2) + 2 (gem&B der
allgemeinen Form einer Kosinusfunktion f(x) =a-cos(b(x-c)) + d); b) Nullstelle: f(x) = 0 => x = 2, Flache als Integral: A = o/*f(x)dx
= 4 mit Stammfunktion F(x) = 4/1-sin(Trx/2) + 2x.

53. f“(x) = 4cos(2x) -> f(x) = 2sin(2X)+C -> f(x) = -cos(2x)+Cx+C1 -> f(x) = -cos(2X)+X.
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Aufgabe 54:
a) Gegeben ist das folgende Schaubild seiner Funktion f(x):

P(6-6)

Kastchenbreite/:hohe! 05 LE

Begriinde, dass nur einer der folgenden Funktionsterme zum abgebildeten Graphen gehért:

f(x)= l)c3 -6x> +11x, g(x) = —lx(x -4)*, h(x) = gxz()c -4)?, k(x) = Ex2 4-x).
4 4 2 4
b) Esist f(x)= %x3 —6x” +11x . Berechne alle Nullstellen der Funktion.
c) Bestimme die erste Ableitung der Funktion A(x) = %xz (x—4)°.

3
d) Berechne die Wendestelle der Funktion k(x) = sz (4-x).

Lésungen:

54a) Graph -> g(x) mit einfacher Nullstelle bei x = 0, doppelter Nullstelle bei x = 4, X->-20: g(x)->+=, X->+: g(x)->-, Punkt P auf
g(x); die anderen Funktionen kommen nicht infrage; b) f(x) = x%/4-6x2+11x = x(x*/4-6x+11) = 0 -> x=0, x=2, x=22 als Nullstellen;
c) h(x) = 1,5x*-12x3+24x% -> h*(x) = 6x°-36x2+48x; d) k(x) = 3x*-3x%/4 -> k“(x) = 6-4,5x = 0 -> x=4/3 als Wendestelle mit
k(4/3)#0.
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Aufgabe 55:
a) Berechne die Schnittpunkte zwischen den Funktionen

f)=x"+x’ -4, g(x) =x> -3x?
b) Begriinde, warum die nachstehenden Graphen von Funktionen (A, B) nicht zur Funktion

1 5 5,
X)=—x"——x" +4
fo=ox =2

passen.

A

c) Bestimme die Stellen der Funktionskurve von
2 1
(x)==x+—x*-8x+5,
f 3 2
an denen der Graph der Funktion die Steigung 2 hat.
d) Zeige, dass die Funktion
1
f(x)= —Zx4 -2x” +2x+6

keine Wendepunkte besitzt.
e) Die Tangente an die Funktion

f(x)= —%x“ +6x7.

an der Stelle xo = 1 schneidet die Achsen des x-y-Koordinatensystems, so dass Achsen und Tangente ein
Dreieck bilden. Berechne den Flacheninhalt dieses Dreiecks.

f) Berechne das Integral
1
j(—f —2x+5jdx.
o\ 2

g) Berechne den Inhalt der Flache, die von der Funktion f(x) = x? — 7x + 10, der x- und der y-Achse einge-
schlossen wird.

Lésungen:

55a) f(x) = g(x) -> Schnittpunkte P(-1|-4), Q(1]-2); b) A: f(x) ist nicht symmetrisch zur y-Achse, x->-%: f(x)->-%, B: x->-%: f(x)->-,
f(x) hat Stellen mit waagerechter Tangente; c) f(x) = 2x?+x-8 = 2 -> Stellen x = -2,5, x = 2; d) f(x) = -x*-4x+2, f*(x) = -3x*-4 < 0 -
> keine Wendepunkte; e) f(x) = -0,5x*+6x2, f'(x) = -2x3+12x -> f(1) = 5,5, f(1) = 10 -> Tangente y = 10x-4,5 -> Achsenschnitt-
punkte S,(0]-4,5), N(0,45|0) -> Flacheninhalt des Dreiecks A = 4,5-0,45/2 = 1,0125 FE; g) Stammfunktion F(x) = X*/8-X2+5X ->
Integral of*(x*/2-2x+5)dx = 8; h) f(x) = 0 -> Nullstellen N(2|0), N(5|0), Stammfunktion F(x) = x*/3-3,5x?+10x -> Flacheninhalt

A = o*f(x)dx = 26/3 FE.
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Aufgabe 56:

+)c2

2
Wie lautet zur Funktion f(x) = die Stammfunktion, auf deren Kurve der Punkt P(1|3) liegt?

Aufgabe 57:
Zeige, dass F(x) = (x*+5x-5)e” eine Stammfunktion zur Funktion f(x) = x(x+7)e” ist.

Aufgabe 58:
Lése die Integralgleichung:
u 4
—dx=2
I

Aufgabe 59:
Ermittle auf dem Intervall [-2; 4] alle Extrempunkte der Funktion:

£ =4cos(§x)+l.

Aufgabe 60:

4
Bestimme den Wertebereich der Funktion f(x) =—+x+5.
X

Aufgabe 61:

Eine ganz rationale Funktion f(x) 4. Grades ist symmetrisch zur y-Achse des Koordinatensystems; weiter gibt
es die Nullstelle x = 4 und den Hochpunkt H(2|36). Bestimme die Funktionsgleichung.

Aufgabe 62:

Eine ganz rationale Funktion f(x) 4. Grades besitzt den Sattelpunkt S(0|4) und den Tiefpunkt T(2]-2). Be-
stimme die Funktionsgleichung.

Lésungen:
56. f(x) = 2/x + X -> F(x) = 2In(x) + x¥/2 + C, F(1)
57. F(x) = (2x+5)€”* + (X*+5x-5)e* = (x*+7x)e* =

=3->C=25->F(x) = 2In(x) + x%/2 + 2,5.
f(x).

58. I%dx:Q -> |:—4} =2 > —ﬁ+4:2 -> —i:—2 ->-4=-2u->u=2.
| X x u u

59. Defintionsbereich: Ds = [-2; 4], Wertebereich: W = [-3; 5]. Periode: p = 4 -> Tief-, Hochpunkte: T1(-2|-3), H1(0|5), T2(2]-3),
Hz(4/5).

60. Polstelle (senkrechte Asymptote): x = 0 mit Vorzeichenwechsel (Definitionsbereich: D; = R\{0}); f/(x) = 0 => x = #2 -> Hoch-
punkt: H(-2|1), Tiefpunkt: T(2|9) -> Wertebereich: W = R\(1; 9).

61. Achsensymmetrie -> f(x) = ax* + cx? + e, f(x) = 4ax® + 2cx -> Eigenschaften: Hochpunkt H(2|36), Nullstelle N(4/0) ->

f(2) = 36, f(2) = 0, f(4) = 0 -> f(x) = -0,25x* + 2x* + 32.

62. f(x) = ax* + bx® + cx® + dx + e, f(x) = 4ax® + 2bx® + 2cx + d, Eigenschaften: Sattelpunkt S(0|4), Tiefpunkt T(2|0) -> f(0) = 4,
(0) = 0, f(0) = 0, f(2) = -2, f(2) = 0 -> f(x) = 1,125x* — 3x° + 4.

Michael Buhlmann, Analysis fiir Schiler und Abiturienten 71



Aufgabe 63:
Die Abbildung zeigt die Funktion f(x) (Intervall [-5; 5]).

Begriinde, welche der folgenden Aussagen wahr, falsch oder unentscheidbar sind.

a) Die Stammfunktion F(x) ist symmetrisch zum Ursprung des Koordinatensystems.
b) Jede Stammfunktion F(x) besitzt eine (schiefe) Asymptote, die parallel zur 2. Winkelhalbierenden ist.

o) [ f(x)dx<0.

d) f(1) = -2.

e) Die 1. Ableitungsfunktion f'(x) hat als waagerechte Asymptote die x-Achse.

f) Die 1. Ableitungsfunktion f‘(x) besitzt drei Extrempunkte.

g) Ein Wendepunkt der 1. Ableitungsfunktion f/(x) ist der Ursprung des Koordinatensystems.

Lésungen:
63a) unentscheidbar, b) richtig, c) falsch, d) richtig, e) richtig, f) falsch, g) richtig.
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Aufgabe 63:

Eine trigonometrische Funktion besitzt den Tiefpunkt T(0|-1) und den Hochpunkt H(2|2). Gib eine mdgliche
Gleichung der Funktion an und benenne alle Extrem- und Wendepunkte der Funktion auf dem Intervall
[-1,5; 4,5].

Aufgabe 64:

Gegeben sind die Funktionen u(x) und v(x)
geman der Abbildung (1 Kastchenbreite/-
héhe = 1 Lé&ngeneinheit). Es sei f(x) =
u(v(x)).

a) Bestimme f(-1), f(0).

b) Lése die Gleichung: f(x) = 2.

Aufgabe 65:

4
Gegeben sei die Funktion f(x) =— — x fir alle reellen Zahlen x>0. Die Stammfunktion von f(x) sei F(x).
X

a) Zeige: F(x) hat an der Stelle x = 2 einen Hochpunkt.
b) Zeige: F(x) besitzt keinen Wendepunkt.
c) Zeige: F(x) ist rechts gekrimmt fur x > 0.

Aufgabe 66:
1
Die Parabel f(x) = Exz + 3 begrenzt zusammen mit der Tangente an f(x) an der Stelle x, = 2 und der y-

Achse ein Flachenstick im 1. Quadranten des x-y-Koordinatensystems. Berechne den Inhalt dieser Flache.

Aufgabe 67:
_ 1
Zeige: Die Funktionen f(x) =2e* ™ +x und g(x) = —Z(x2 —20) beriihren sich an der Stelle x = 2.

Lésungen:

63. Mittellinie: d = (yu+y7)/2 = 0,5, Ampltude: |a| = yu-d = 1,5 => a = -1,5, Periode: p/2 = xp-X7 = 2 => p = 4 => b = /2 -> Funkti-

onsterm der Kosinusfunktion f(x) = -1,5cos(1x/2)+0,5; Extrem- und Wendepunkte: W(-1|0.5), T(0|-1), W(1]0,5), H(2|2), W(3|0,5),
T(4]-1).

64a) f(-1) = u(v(-1)) = u(3) = -1, f(x) = u‘(v(x))v'(x) (Kettenregel) -> f'(0) = u‘(v(0))v'(0) = u*(2)v‘(0) = 0-(-1) = 0; b) f(x) =2 &
u(v(x) =2 @ v(x) =0,v(x) =4 @ x=2,x=-2.

65a) f(2) = 0, f(2) < 0 -> Hochpunkt; b) f“(x) # 0 -> kein Wendepunkt; ¢) f*(x) < 0 -> Rechtskrimmung.

66. f(x), f(x) = x -> Tangentet y =2x+1 -> Flacheninhalt A = of?(f(x-y))dx = 4/3 FE.

67.1(2) = g(2) = 4, f(2) = g'(2) = -1 -> Berihrpunkt B(2|4).
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Musteraufgaben (mit Hilfsmitteln)

Aufgabe 1:
Gegeben ist die ganz rationale Funktion f(x)= —é x*(x-12).

a) Untersuche die Funktion auf Nullstellen, Extrempunkte und Wendepunkte. Zeichne das Schaubild der
Funktion.

b) Die Tangente im Hochpunkt schlieBt mit der y-Achse und der Funktion eine Flache ein. Bestimme den
Inhalt dieser Flache.

¢) Eine Ursprungsgerade berlhrt die Funktion. Diese Ursprungsgerade teilt die oben genannte Flache in
zwei Teilflachen. Bestimme den Flacheninhalt dieser beiden Teilflachen.

d) Zur Funktion f(x) ist eine Stammfunktion F(x) zu bilden, deren Kurve durch den Punkt P(2|20/3) lauft. Wie
lautet diese Stammfunktion? Was l&sst sich aus den Kenntnissen Gber die Funktion f(x) zu den Extrem- und
Wendepunkten der errechneten Stammfunktion F(x) sagen?

Aufgabe 2:
Die Fallgeschwindigkeit eines Wassertropfens in einem gasférmigen Medium wird bestimmt durch die Funk-
tionsgleichung v(¢) = a(l __ b > [ﬂ] mit gewissen reellen Parametern a, b > 0.

(t+1) s

a) Bestimme die Parameter a und b, wenn die Anfangsgeschwindigkeit des Tropfens o betragt und seine
S

Geschwindigkeit auf 4,5E nach 1 Sekunde angewachsen ist. Wie grof3 ist die Geschwindigkeit des Trop-
S

fens nach 4 Sekunden, welche Geschwindigkeit Gberschreitet der Tropfen nicht? Wie groB ist die Beschleu-
nigung des Tropfens in der 2. Sekunde? Welche Strecke hat der Wassertropfen nach 10 Sekunden zurlck-
gelegt, wie groB3 ist seine Durchschnittsgeschwindigkeit in den ersten 3 Sekunden? Wann hat der Tropfen
eine Strecke von 20 m zurlckgelegt? Bestimme die Weg-Zeit-Funktion des Tropfens.

(Zwischenergebnis: v(z) = 6[1 ! 5 j)
(r+1)

b) Ein zweiter Tropfen fallt mit der Geschwindigkeit w(¢) =5,8 Eﬁl - ( 0’015
t+

ZJ zu Boden. Welche Anfangsge-

schwindigkeit hat der Tropfen? Beide Tropfen beginnen gleichzeitig, zu Boden zu fallen. Wann ist der Vor-
sprung des zweiten Tropfens zum ersten am gréBten, wann hat der erste Tropfen den zweiten eingeholt?
Wie groB3 ist der Vorsprung des ersten Tropfens zum zweiten nach 4 Sekunden? Wann ist der Vorsprung
des ersten Tropfens zum zweiten 5 m grof3, welche Fallstrecke hat zu diesem Zeitpunkt der zweite Tropfen
zurlickgelegt?

Aufgabe 3:

Die neu ins Leben gerufene Internetzeitung alpha rechnet langfristig mit 120000 Abonnenten. Nach zwei
Monaten haben 21750 Leser den Dienst abonniert.

a) Modelliere die dazugehdrige Funktion des beschrédnkten Wachstums.

b) Wie viele Leser haben die Zeitung nach einem Jahr abonniert? Wann ist 100000-Leser-Grenze erreicht?
¢) Wann ist der Zuwachs an Zeitungslesern am gréten? Wie hoch ist der Zuwachs im achten Monat nach
Einflhrung der Internetzeitung?

d) Wie viel Abonnenten werden monatlich neu hinzugewonnen? Wie viel Leser haben in den Monaten 9 bis
12 nach Einfihrung der Internetzeitung das Abonnement gekindigt?

Lésungen:

1a) Nullstellen N(0]0), N(12|0), Tiefpunkt T(0]0), Hochpunkt (8|128/3), W(4|64/3); b) Tangente y = 128/3, f(x), Integrationsbe-
reich [0;8] -> Flacheninhalt A = 512/3; c) Tangentengleichung, O(0|0) -> 0 = f(u)(0—u)+f(u) -> u=0, u=6 -> m=f(6)/6=36/6=6
-> y = 6x; Schnittpunkt zwischen Ursprungsgerade und Tangente y = 128/3 als S(64/9|128/3) -> Flacheninhalte Ay =
0,5-64/9-128/3 = 151,7, Az = 512/3—-A; = 18,96; d) F(x) = -x*/24+2x%/3+2, NEW-Regel.

3. f(t) = 120000-120000e ™.
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Aufgabe 4:

Eine ganz rationale Funktion 3. Grades besitzt die Nullstellen x=-2, x=4 und x=6 und schneidet die y-Achse
im Punkt S,(0]24).

a) Bestimme die Funktionsgleichung f(x). Zeichne f(x).

b) Wie grof ist die Flache zwischen Funktion und x-Achse beiderseits der y-Achse.

c) Eine Gerade durch den Punkt S,(0|24) teilt die Flache in zwei gleiche Teile. Wie lautet die Geradenglei-
chung?

d) Bestimme den Wendepunkt und die Wendetangente der Funktion.

e) Wie lautet die Tangente an die Funktion, die durch den Punkt P(0|-1) l1&uft?

Aufgabe 5:

Die Funktion f(¢)=-20t(t —8)e >* gibt fir t=0 die Anderungsrate von in ein bzw. aus einem Bassin hi-
nein- bzw. hinausflieBendem Wasser [Kubikmeter/Stunde = m%h].

a) Wann flieBt am meisten hinein, wann am meisten heraus?

b) Das Bassin enthalt zu Beobachtungsbeginn 2000 m® Wasser. Wie viel Wasser flieBt in den ersten acht
Stunden in das Becken? Wie hoch ist zu diesem Zeitpunkt der Wasserstand, wenn das Bassin rechteckig
mit einer Lange von 40 m und einer Breite von 10 m ist? Um wie viel hat der Wasserstand abgenommen,
wenn als Zeitpunkt zwélf Stunden nach Beobachtungsbeginn gewahlt wird. Wann befinden sich wieder 2000
m® Wasser im Bassin?

c) Zeige, dass F(¢f) =100(t> +2¢ +10)e>* eine Stammfunktion zu f(t) ist. Gib eine integralfreie Darstel-

lung der Wassermenge im Bassin zu jedem Zeitpunkt t an. Wie viel Wasser befindet sich langfristig im Be-
cken?

Aufgabe 6:

a) Zur Funktionenschar f, (x) = [1 - %) Sin(ax), 0<xs<xt/a, 0<a<V3, ist der Parameter a so zu bestimmen,

dass die Tangente an der Funktion im Ursprung maximale Steigung hat.
b) Wie lautet die Ortskurve der Hochpunkte der Funktionenschar?

nla
¢) Betrachtet werden nun die Integrale J.fa (x)dx . Wie groB ist der Integralwert? Was stellt der Integralwert
0

dar? Fir welches a ist der Integralwert 4/3?

Aufgabe 7:
Gegeben ist die Funktion f(x) = 20xe ", x20.

a) Berechne die Koordinaten von Hochpunkt und Wendepunkt der Funktion.

b) Ein achsenparalleles Rechteck hat als Ecke den Ursprung des Koordinatensystems, die gegeniberlie-
gende Ecke P des Rechtecks liegt auf der Funktion. Fiir welches P hat das Rechteck die maximale Flache?

Lésungen:

4a) f(x) = 0,5(x+2)(x-4)(x-6); b) A = 900 FE; c) Ap = 410/3 FE -> Gerade y = -432x/205 + 24; e) Beriihrpunkt B(5|-3,5), Tangente
y =-0,5x-1.

5a) f(x) hat: N(0]0), N(8|0), H(2,6/166,9), T(15,4/-104,8), W(5,9|77,3), W(22,1|-74,9); x-><: (x)->0; b) t=8: Volumen V =
2000+817,07 = 2817,07 m® -> Wasserstand h = 7,04 m, t=12: V = ; ¢) F(t) = f(t), F(0)=2000 -> F(t) = ... + 1000; y = 1000.

2
6a) £.'(x)= a(l - C’J cos(ax) -> f3(0) = h(a) = a—a%3 -> h'(a) = 1-a® = 0 -> a=1 mit £'(0) = 2/3; b) Hochpunkte
¢ 3

H(m/2/a|1-a%3) -> Ortskurve y = 1-(1/x)%/12; ¢) A = 2/a-2a/3 als Flache, a=1.
7a) f(x), f“(x), f**(x) -> Hochpunkt H(0,5|0,37), Wendepunkt W(1|0,27); b) P(1]0,27) -> Ar = 0,27 FE.
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Aufgabe 9:

Gegeben ist die Funktionenschar f,(x) = e 2

mit positiv-reellem t.

a) Zeige, dass die Koordinaten des Hochpunktes jeder Funktion der Funktionenschar unabhangig von t sind.
b) Zeige, dass die y-Koordinate der Wendepunkte jeder Funktion der Funktionenschar unabhéngig von t ist.

¢) Fur welches t hat ein Wendepunkt die x-Koordinate 2, fiir welches t hat die Steigung im Wendepunkt den
wert -1/\e?

Aufgabe 10:

a) Der Graph einer ganz rationalen Funktion f(x) 3. Grades besitzt auf der y-Achse einen Hochpunkt, hat auf
der x-Achse an der Stelle x = 4 einen Tiefpunkt und verlduft den Punkt P(-1|25). Bestimme die Funktions-
gleichung von f(x). Bestimme die Funktionsgleichung von f(x).

b) Es ist f(x)=x’ —6x> +32. Berechne den Schnittpunkt S der zwei Tangenten an die Funktion f(x) in
den Punkten Q(-2[f(-2)) und R(1[f(1)).

c) Berechne den (zweiten) Schnittpunkt T zwischen der Tangente im Hochpunkt der Funktion f(x) und der
Funktion f(x).

d) Berechne den Steigungswinkel der Normalen im Wendepunkt der Funktion f(x).

Aufgabe 11:

1
Gegeben ist eine ganz rationale Funktion f(x) vom Grad 4 mit: f(x) = ZX4 -2x> -5,

a) Weise die Symmetrie der Funktion f(x) nach und bestimme das Verhalten der Funktion f(x) far
X->t00,

b) Berechne die Nullstellen der Funktion f(x) (Runden auf zwei Nachkommastellen).
c) Berechne alle Extrempunkte der Funktion f(x).

2
d) Zeige, dass an den Stellen x = £ — Wendepunkte der Funktion f(x) vorliegen.

NG

e) Im Punkt P(-1|f(-1)) ist die Tangente und die Normale an die Funktion f(x) zu bestimmen. Berechne den
Flacheninhalt des Dreiecks, das Tangente und Normale zusammen mit der x-Achse bilden.

f) Zeichne die Funktion f(x), die Tangente und die Normale in ein geeignetes x-y-Koordinatensystem.

Lésungen:

9. f,'(x)=—4t2xe ™, £ (x) = (=41 +166°x7)e ¥ >

a) H(0|1), b) W(x1/2t|e®®); c) t = 1/4.

10a) Bestimmung der Funktionsgleichung von f(x) -> Funktion: f(x) =
X% - 65 + 32; b) f(x) = x*-6x%+32 -> f(x) = 3x>-12x, Q(-2|0), R(1|27) ->
Tangenten: tq: y = 36x+72, tr: y = -9x+36 -> Tangentenschnittpunkt
S(-0,8]43,2); c) Tangente tu: y = 32 -> f(x) = 32 -> Schnittpunkt
T(6/32); d) f(x) = x>-6x°+32 -> f*(x) = 6x-12 -> Wendepunkt W(2|16) -
> Wendenormale n: y= x/12 + 95/6 -> Steigungswinkel: ¢ = 4,76°.
11a) ) f(x) = 0,25x*-2x%-5 ist achsensymmetrisch zur y-Achse; x->t:
f(x)->+<0; b) f(x) = 0 (Substitution) -> Nullstellen

N(-3,16]0), N(3,16|0); c) f(x) = x°-4x = 0 -> Tiefpunkte T(-2|-9),
T(2]-9), Hochpunkt H(0]-5); d) f(x) = 3x*-4 = 0 -> x = +2/y3 als Wen-
depunkte mit f“(2/v/3) # 0; €) xo = -1 -> Punkt P(-1|-6,75) -> Tangen-
te t: y = 3x-3,75, Normale n: y = -x/3-85/12 -> Nullstellen von Tan-
gente und Normale: N(-85/4|0), N(1,25|0) -> Dreieckflache A =
0,5-22,5-6,75 = 75,9375 FE; f) Graphen von Funktion, Tangente,
Normale.

Kastchenbreits/-hohe! 05 LE
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Aufgabe 12:

a) Eine ganz rationale Funktion f(x) vom Grad 3 besitzt die Nullstellen N(-2]0) und N(4|0). Dies ist dem nach-
stehenden Graphen zu entnehmen, ebenso dass die Funktion die y-Achse bei y = 4 schneidet.

Bestimme den Funktionsterm von f(x).
1
Es sei im Folgenden f(x) = g(x3 -6x> + 32).

b) Zeige, dass der Graph der Funktion f(x) auf der y-Achse einen Hochpunkt besitzt.
¢) Berechne Wendepunkt und Wendetangente der Funktion f(x).

d) Im 1. Quadranten des x-y-Koordinatensystems befindet sich ein achsenparalleles Rechteck mit dem Urs-
prung O(0|0) und dem Punkt Q(u|f(u)) auf der Funktion f(x) als Eckpunkten. Fir welches u hat dieses Rech-
teck einen maximalen Umfang? Bestimme fiir dieses umfangmaximale Rechteck alle Eckpunkte O, P, Q, R.

Lésungen:

12a) Nullstellen N(-2|0), N(4|0), y-Achsenabschnittpunkt S,(0|4) ->

f(x) = (x+2)(x-4)%/8 = (x>-6x°+32)/8; b) f'(x) = (3x*-12x)/8 = 0 -> Hochpunkt H(0|4); c)
f“(x) = (6x-12)/8 = 0 -> Wendepunkt W(2|2) -> Wendetangente t: y = -1,5x+5;

d) Umfangsfunktion U(u) = 2u+2f(u) = u%/4-1,5u%+2u+8, 0su<4 -> U'(u) = 3u?/4-3u+2 =
0->u=0,845, u = 3,155 -> Vergleich der Umfange: U(0) = 8, U(0,845) = 8,77,
U(3,155) = 7,283, U(4) = 8 -> globales Maximum bei u = 0,845 -> umfangmaximales
Rechteck O(0/0), P(0,845]0), Q(0,845|3,54), R(0|3,54).
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Aufgabe 13:

Gegeben ist die nebenstehende Wertetabelle einer ganz rationalen Funk-
tion 3. Grades f(x).

a) Bestimme aus der Tabelle die Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte
der Funktion.

b) Bestimme den Funktionsterm.

c) Zeichne die Funktion in ein geeignetes x-y-Koordinatensystem.

d) Bestimme diejenigen Intervalle des Definitionsbereichs der Funktion,
auf denen die Funktion monoton steigend ist.

e) Die Gerade g schneidet die Funktion f(x) im Hoch- und Tiefpunkt der
Funktion. Berechne den Inhalt der von Funktion und Geraden einge-
schlossenen (Gesamt-) Flache.

f) Im 4. Quadranten des x-y-Koordinatensystems liegt ein achsenparalle-
les Rechteck mit dem Ursprung O des Koordinatensystems und einem
auf der Funktion f(x) befindlichem Punkt P als Ecken. Bestimme Breite,
Hbhe und Umfang des Rechtecks mit dem gréBten Fldcheninhalt.

Lésungen:

Wertetabelle:

x | f(x) fx) | f'(x)
10/  -400| 105.25| -18
-9 -303.75 88| -16.5
8| -224|| 7225 -15
-7/ -159.25 58| -13.5
6| -108|| 4525/ -12
5| -68.75 34| -105
-4 -40| 2425| -9
-3|| -20.25 16/ -75
-2 8| 925 -6
Al -1.75 4| -45
0 0 o -3
1/ -1.25 2| 15
2 4| 275 0
3| -6.75 2/ 15
4 -8 0 3
5| -6.25 4| a5
6 0/ 925 6
7| 1225 16/ 75
8 32| 24.25 9
9| 60.75 34| 10.5
10 100|| 4525/ 12

13a)-c) Nullstelle/Hochpunkt N/H(0]0), Wendepunkt W(2|-4), Tiefpunkt T(4]-8), N(6]0) -> f(x) = x*(x-6)/4; d) Hochpunkt H(0|0),
Tiefpunkt T(4]-8) -> Intervalle der steigenden Monotonie: (-<; 0), (4; +«); e) Hochpunkt H(0|0), Tiefpunkt T(4|-8) -> Gerade g: y
= -2x mit Schnittstellen H, W, T -> Flacheninhalt A = 2.0/ (f(x)-y)dx = 2 FE (Symmetrie der Funktion f(x) zum Wendepunkt); f)
Reckteckpunkt P(ulf(u)) mit 0<u<6 (4. Quadrant) -> Flacheninhalt A(u) = -uf(u) = -u3(u-6)/4 = -u*/4+3u®/2 -> A(u) = -u*+4,5u° = 0
=> u=0, u=4,5 mit maximalen Flacheninhalt A(4,5) = 34,172 FE, Breite = 4,5 LE, Héhe = 7,6 LE.

Aufgabe 13a)-c):
Funktion f(x)

Aufgabe 13e):
Funktionen f(x), y, Flacheninhalt A

Aufgabe 13f):
Funktion f(x), Rechteck (4. Quadrant)

Kastchenbreite/-hohe! 1 LE

NiH

f(u)

P(uif(u))

T

Kastchenbreite/-hohe! 1 LE
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Aufgabe 14:
Gegeben ist die Funktion f(x) mit:
f(x)=x>-3x".
a) Bestimme die Extrempunkte der Funktion f(x) als Tief- und Hochpunkte.
b) Wo ist die Funktion f(x) monoton fallend, wo monoton steigend?
¢) Bestimme die Krimmungsintervalle und die Art der Krimmung dort.
d) Berechne die von Funktion und x-Achse eingeschlossene Flache.

)
e) Die Senkrechte durch den Tiefpunkt teilt die Flache in zwei Teilflachen. In welchem Verhaltnis stehen die
Flacheninhalte der Teilflachen zueinander?

f) Die Flache rotiere um die x-Achse. Berechne das Volumen des Rotationskérpers.

Lésungen:

14a) Hochpunkt H(0|0), Tiefpunkt T(2]-4); b) Monotonieintervalle: (-»; 0): steigend, (0; 2): fallend, (2; +«): steigend; c¢) W(1]-2) ->
Krimmungsintervalle: (-=; 1): Rechtskrimmung, (1; +): Linkskrimmung; d) Nullstellen N(0|0), N(3|0) -> Flache A = 6,75 FE; e
Flachen As = 4, A; = 2,75 -> Verhéltnis A1:A; = 16:11; f) Volumen V= 65,43 VE.
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Aufgabe 15:
Gegeben ist die Funktion f(x) mit:

f(x)=§x\/8—x.

a) Bestimme den Definitionsbereich der Funktion f(x).
b) Bestimme die Nullstellen der Funktion f(x).

C) Zeige, dass an der Stelle x = 16/3 die Funktion f(x) einen Hochpunkt besitzt. Bestimme dessen Koordina-
ten und den Wertebereich der Funktion f(x).

d) Bestimme die durchschnittliche Anderungsrate der Funktion auf dem Intervall [-1; 7] und die momentane
im Ursprung.

e) Bestimme den Mittelwert der Funktion auf dem Intervall [O; 8].

f) Die Flache zwischen Funktion und x-Achse rotiere um die x-Achse. Berechne das Volumen des Rotations-

kérpers. Um wie viel weicht das Volumen des Rotationskdrpers von dem des Zylinders mit dem Funktions-
mittelwert als Radius auf dem Intervall der Flache ab?

Lésungen:

15a) Definitionsbereich Dy = (-=; 8]; b) N(0]|0), N(8|0); c) f(16/3) = 0, f*(16/3) <0 -> H(16/3|128'\./2/15N3) als Hoch-punkt ->
Wertebereich Wi = (-=; 128v2/15/+/3); d) Durchschnittliche Anderungsrate m = 1, momentane Anderungsrate f(0) = 6/\8; e)
Mittelwert m = 4,8272; f) Volumen V = 686,29 VE, Zylindervolumen Vz = 585,64 VE -> Abweichung +17,2%.
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Aufgabe 16:
Die Flache zwischen den Funktionen:

y=4—%x2, y=2

bildet in Rotation um die x-Achse einen Ring.
a) Bestimme den Innen- und AuBendurchmesser des Rings.

b) Wie groB3 ist der Querschnitt des Kdrpers in der x-y-Koordinatenebene, wie gro3 der maximale Quer-
schnitt senkrecht zur x-y-Ebene?

¢) Berechne den Rauminhalt des Rings.

Aufgabe 17:

Eine radioaktive Substanz zerfallt mit einer Halbwertzeit Ty = 20,88 h (Stunden). Zu Beobachtungsbeginn
sind 80 mg (Milligramm) der Substanz vorhanden. Bestimme das exponentielle Zerfallsgesetz.

a) Wie viel Masse ist nach 5 Stunden noch vorhanden?
b) Wie viel Masse ist nach 35 Stunden schon zerfallen?
¢) Wann sind noch 60 mg der Substanz vorhanden?
d) Bestimme die maximale Zerfallsrate.

e) Wie groB ist die Zerfallsrate, wenn zwei Halbwertzeiten vergangen sind?
f) Wann ist die Zerfallsrate auf unter 0,5 mg/h gesunken?

Aufgabe 18:

Ein HeiBgetrank hat zu Beobachtungsbeginn eine Temperatur von 90° C, nach 10 Minuten von 65° C, die
Zimmertemperatur betrdgt 20° C. Bestimme die beschrankte Wachstumsfunktion der Temperaturabnahme.

a) Welche Temperatur hat das Getrank nach 20 Minuten?

b) Wann ist die Temperatur des Getréanks 60° C?

¢) Wann hat sich die Temperatur des Getranks halbiert?

d) Wann ist die Temperatur des Getrénks nur noch ein Grad tber der Zimmertemperatur?
e) Wie grof ist die maximale Temperaturabnahme?

f) Ab wann sinkt die Temperaturabnahme pro Minute auf unter 1° C?

g) Wann ist die Temperaturabnahme innerhalb von 5 Minuten auf unter 2° C gesunken?

Lésungen:

16a) Innendurchmesser = 4 LE, AuBendurchmesser = 8 LE; b) Schnittstellen -2, 2 -> Querschnitt in x-y-Ebene = 10 2/3 FE;
Querschnitt senkrecht zur x-y-Ebene = m(4%-2%) = 37,7 FE; ¢) Schnittstellen -2, 2; Volumen = 93,8289 VE.

17. f(t) = 80032,
18. f(t) = 20+70e 00442,
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Aufgabe 19:
Die Funktion

£(t) =10te™"" (t [Jahr], f(t) [Anzahl/Jahr])

gibt die jahrliche Zunahme von Tieren einer speziellen seltenen S&ugetierart in einem afrikanischen Natio-
nalpark an, t=0.

a) Skizziere die Funktion f(t). )

b) In welchem Jahr war die Zunahme am starksten? Zeige, dass danach die momentane Anderungsrate
abnimmt. Wann ist die Abnahme der Anderungsrate am starksten?

1200200 g5,

c) Zeige: F(t) = T(t + ?)e ist eine Stammfunktion von f(t). Wie hoch ist der Bestand der S&uge-

tierart im 10. Jahr, wenn man davon ausgeht, dass bei Beobachtungsbeginn 410 Tiere vorhanden waren.
Wie viele Tiere leben auf lange Sicht im Park?

Aufgabe 20:

Zeige, dass alle Funktionen der Parabelschar f,(x) = a’x® — 2ax + 1, a#0, Tiefpunkte als Nullstellen besitzen.
Durch welchen gemeinsamen Punkt verlaufen die Graphen der Parabelschar?

Aufgabe 21:

Die zur y-Achse symmetrische Funktion f(x)=7,24[cos(0,2x)—1,24 stellt zwischen den beiden der y-
Achse nachstgelegenen Nullstellen den Querschnitt eines StraBentunnels dar (Einheit: Meter).

a) Wie grof3 ist die maximale Héhe, wie gro3 die maximale Breite des Tunnels, wie gro3 der Tunnelquer-
schnitt?

b) Die Funktion f(x) soll durch eine Parabel 2. Grades, die Hochpunkt und Nullstellen mit f(x) gemeinsam hat,
angendhert werden. Bestimme die Parabel!

c) Wie grof ist die maximale Abweichung zwischen der Parabel und der Funktion? Um wie viel Prozent weist
die Querschnittfliche der Parabel von der der Funktion ab?

Lésungen:

19a) Graph; b) Hochpunkt H(20/3|24,53), Wendepunkt W(40/3|18,05); c) F(t) =

f(t), F(t) = — 200 (t+ @)e“””f +854,44 , F(10) = 606; t->+=: F(t) -> 854,44
3 3

20. Ableitungen: fo(x) = 2a®x-2a = 0 < x = 1/a, f,“(x) = 2a® > 0 -> Tiefpunkte
T(1/a]0) als Nullstellen N(1/a|0), gemeinsamer Schnittpunkt S(0|1).
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Aufgabe 22:

1
Ein gentigend langer Wall mit dem Profil p(x) =9 —sz stoBt im Punkt A (-4|5) auf eine von links kom-

mende Leitung, die eine Steigung von 1 besitzt, im Punkt B(2|8) auf eine von rechts kommende eben ange-
legte Leitung.

Kasichienbreite/-hohe! 1 LE

a) Die beiden Leitungen sollen durch eine Réhre so verbunden werden, dass das somit entstehende Lei-
tungssystem keine Knicke aufweist. Die die Réhre definierende Funktion soll dabei ein geeignetes Polynom
sein. Bestimme diese ganz rationale Funktion.

b) Zur Verlegung der Verbindungsrdhre wird der Wall in einer Breite von 1,20 m abgetragen. Wie viel Mate-
rial muss dazu abtransportiert werden?

¢) Das abtransportierte Material wird an anderer Stelle dazu verwendet, um eine 2,40 m breite Rampe an
den Wall zu bauen. Vom auBerhalb des Walls liegenden Punkt C(-6|4) wird dazu eine Tangente an den Wall
gelegt. Wo trifft die Tangente auf den Wall? Wie grof3 ist die Steigung der Rampe? Reicht das abtranspor-
tierte Material aus, um die Rampe zu bauen, wenn an dieser Stelle des Walls der Erdboden sich in gleicher
Héhe wie der Punkt C befindet?

Aufgabe 23:

Gegeben ist die folgende Tabelle, die Héhe (h) und zugehérigen Radius (r) der parallel zur x-Achse liegen-
den Kontur einer Blumenvase darstellt (0 < h < 12):

h (cm) 0 2 4 6 8 10 12

r (cm) 3,0 2,5 3,2 4,4 5,4 6,0 6,0

a) Bestimme eine ganz rationale Funktion 3. Grades, die die Kontur der Blumenvase nachzeichnet.

b) Durch Rotation um die x-Achse entsteht aus der Kontur der Drehkdrper der 12 cm hohen Blumenvase.
Wie viel Wasser passt in die Vase?

c) Wie viel Wasser ist in der Vase, wenn der Wasserstand 8 bzw. 10 cm hoch ist? Wie hoch ist der Wasser-
stand, wenn sich in der Vase ein halber Liter Wasser befindet?

Michael Buhlmann, Analysis fir Schiler und Abiturienten 83




Aufgabe 24:
Ein Unternehmen in einem Polypol eines vollkommenen Marktes hat als von einer Ausbringungsmenge x
abhangige Erlds- und Gesamtkostenfunktion: E(x) = 41x, K(x)=x’ —4x* +12x+32,x 20,

a) Wo sind die variablen Stickkosten minimal, was bedeutet das fir das Betriebsminimum (kurzfristige
Preisuntergrenze)?

b) Wo sind die Stlickkosten minimal, was bedeutet das fir das Betriebsmaximum (langfristige Preisunter-
grenze)?

c) Bestimme die Ausbringungsmengen der Gewinnzone des Unternehmens (break even point, Nutzengren-
ze).

d) Wie groB ist gewinnmaximale Ausbringungsmenge, wie hoch ist der maximale Gewinn?

Aufgabe 25:

Es sei w(x) eine zweimal differenzierbare Funktion mit w(x) = 0. Zeige: Besitzt w(x) einen Tiefpunkt, so auch
an derselben Stelle die Funktion f(x) = (w(x)+1)3.

Aufgabe 26:
Zeige: Ist die Funktion w(x) punktsymmetrisch zum Ursprung des Koordinatensystems, dann ist die Funktion

f(x)= Pl symmetrisch zur y-Achse des Koordinatensystems.

Aufgabe 27:

Gegeben sei die Funktion f(x) =e”* —6e”.

a) Berechne die Schnittpunkte der Funktion mit den Achsen des Koordinatensystems.

b) Wie lauten die Koordinaten des Extrempunktes (Hoch- oder Tiefpunkt?) der Funktion?

¢) Bestimme die Anzahl der Lésungen der Gleichung f(x) = ¢ flr jede reelle Zahl c.

d) Berechne den Inhalt der Flache zwischen der Funktion und den Achsen des Koordinatensystems in des-
sen 3. Quadranten.

Lésungen:
25. Funktion, Ableitungen: f(x) = (w(x)+1)3, ( ) 3(w(x)+1)2w(x), f“(Xg=6(W(X)+1)(W‘(X))2+3(W(X)+1)ZW“(X), Tiefpunkt
T(Xo|W(X0)) -> W'(X0) = 0, w*(x0) > 0 -> f(Xo) = 0, f*“(x0) = 0 + 3(W(Xo0)+1)“W"(Xo) > 0 -> Tiefpunkt T(Xo|f(Xo))-

w0 = L w)? = (w(x)?
26. O-Punktsymmetrie von w(x) -> w(-x) = -w(x) -> f(-x) = € = = = f(x) -> y-Achsensymmetrie von
f(x).

27a) N(In(6)|0), S,(0]-5); b) T(In(3)|-9); c) c<-9: 0, c=-9: 1, -9<c<0: 2, c=0: 1 Lésung(en), d) -A =/"®f(x)dx = -12,5 ->
A=125FE.
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Aufgabe 28:

Der nachstehend abgebildete Graph einer Funktion f(t) beschreibt einer der seltenen Niederschlagsereignis-
se in der Wiiste Namib (sidwestliches Afrika) im Oktober 2018 (t: Tag, f(t): Niederschlagsmenge in mm pro
Tag).

a) Bestimme Tag und maximale Regenmenge pro Tag. Um wie viel ist die Niederschlagsmenge pro Tag
zwischen dem Beginn und dem Héhepunkt des Niederschlagsereignisses durchschnittlich gestiegen? Wann
und um wie viel geht die Regenmenge pro Tag am starksten zurlick?

b) Ermittle die Niederschlagsmenge (in mm), die in der ersten Woche nach Einsetzen des Regens einen
Quadratmeter der Wiiste Namib bewéssert.

05

c) Die oben abgebildete Funktion besitzt die Funktionsgleichung: f(t) = 25te "' . Zeige, dass die Funktion

f(t) fir t > 2 immer monoton fallend ist.

d) Zeige, dass die Funktion F(t) = — (50¢ +100)e ™" eine Stammfunktion von f(t) ist. Bestimme eine integ-

ralfreie Darstellung fir die Niederschlagsmenge. Mit welcher Niederschlagsmenge ist (theoretisch) auf Dauer
bei dem Niederschlagsereignis zu rechnen? Welchen Anteil macht diese Niederschlagsmenge aus an der
gesamten Regenmenge, die fir die Wiiste Namib bei 250 mm im Jahr liegt?

Lésungen:

28a) Hochpunkt H(2|18,39), durchschnittliche Steigung m = (18,39-0)/(2-0) = 9,2
mm/d?, Wendepunkt W(4|13,53) mit f(4) = -3,38 mm/d? ; b) Kastchen des Koordina-
tensystems zwischen Funktion und x-Achse -> A = o[ f(x)dx = 86,4 mm ->Volumen
pro Quadratmeter V = 0,0864 m® = 86,4 [; ¢) f(t) = (-12,5t+25)e > < 0, wenn t>2 ->
fallende Monotonie von f(t); d) F'(t) = f(t) gemaB Produkt- und Kettenregel, integral-
freie Darstellung F(t) mit F(0) = 0 -> F(t) = (-50t-100)e > + 100

-> maximale Regenmenge 100 mm -> prozentualer Anteil 100/250 = 0,4 = 40 %;

d): Stammfunktion F(t).
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Aufgabe 29:

a) Der Querschnitt eines Kanals soll modelliert werden mit Hilfe einer Kosinusfunktion des Typs
f(x) = a-cos(bx) +c. Die Kanalbreite betréagt 40 m, die maximale Kanaltiefe 8 m.

¥

A40|m

8m

Bestimme die Kosinusfunktion.

b) Wo ist die Kanalbéschung am steilsten? Wie grof3 ist der maximale Béschungswinkel?

c) Berechne die Querschnittflache des Kanals.

d) Der Kanal ist 6 m hoch mit Wasser geflllt. Berechne die Breite, die die Wasseroberflache im Kanal ein-
nimmt.

e) Eine weitere Modellierung des Kanals wird beschrieben durch eine Parabel 2. Grades mit der Funktions-

1
gleichung: g(x) = %xz — 8. Zeige, dass die Kanalbreite und die Kanaltiefe dieselben Ausmafe haben wie
bei der Modellierung mit der Kosinusfunktion f(x). Um wie viel Quadratmeter unterscheiden sich die Quer-
schnittflachen der beiden Kanalmodellierungen?

Lésungen:

29a)p=40->b=T1/20,c=(0-8)/2=-4,|a| =0-(-4) =4 ->a=-4 =>

f(x) = -4cos(1mx/20)-4; b) Wendepunkte W(+10|-4) mit f(+10) = £0,63 = tan(op) ->
maximaler Béschungswinkel ¢ = 32,2°; ¢) Querschnittflache A = - 50/? f(x)dx =
160 m?; d) f(x) = 6-8 = -2 => x = +13,33 -> Breite = 26,66 m; €) g(x) = 0 => x = +20
-> Kanalbreite = 40 m, g(0) = -8 -> Kanaltiefe = 8 m, Querschnittflache

A, = -20/*° g(x)dx = 213 1/3 m? -> Differenz = 213 1/3 — 160 = 53 1/3 m?; Parabel. \ /
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Aufgabe 30:

Eine quadratische Parabel f(x) besitzt den Hochpunkt H(2|5). Die Tangenten an die Funktion an den Stellen
x =0 und x = 2,5 schneiden sich senkrecht.

a) Bestimme eine Gleichung der Parabel.
b) Berechne den Schnittpunkt der beiden Tangenten.

Aufgabe 31:
X2 + a2
Gegeben ist die Funktionenschar f,(x) = ———, a>0.
X
a) Zeige, dass jedes f,(x) punktsymmetrisch zum Ursprung des x-y-Koordinatensystems ist.

b
c
d

Berechne flr jedes a>0 die Extrempunkte von f4(x).
Fir welches a>0 hat der Abstand zwischen Hoch- und Tiefpunkt der Funktion f,(x) den Wert 8+5?
Bestimme den Wert von a, fur den gilt:

—_ — —=

jmx)d =<

Lésungen:

30a) Hochpunkt H(2|5) -> Scheitelform f(x) = a(x-2)% + 5 -> f(X) = 2a(x-22 mit f(0) = -4a, f(2,5) =a ->

Orthogonalitat f(0)-f(2,5) = -1 ¢ -4a® = -1 & a = +0,5 -> f(x) = -0,5(x-2)° + 5; b) Tangenten: ti: y = 2x+3, t: y = -0,5x+6,125 ->
y =y & 2x+3 =-0,5x+6,125 < x = 1,25, y = 5,5 -> Schnittpunkt S(1,25|5,5).

31a) fa(-x) = -fa(x) -> Symmetrie zum Ursprung; b) fa(x) = x + a®' -> f(x), f(x) -> Hochpunkt H(-a|-2a), Tiefpunkt T(a|2a);

c) d(HV,T) =2a\5 = 8V5 -> a = 4; d) Fa(x) = x¥/2 + a%In(x) -> 0,5e% + a*In(e) — 0,5 —a%In(1) = 0,5¢* © a®-0,5=0 © a®=0,5 &
a=1M2.
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