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Datenblatt: Lineare Gleichungen

Lineare Gleichungen und lineare Gleichungssysteme sind unverzichtbare Bestandteile der Vektor-
rechnung und analytischen Geometrie, so dass zunachst darauf eingegangen werden soll.

Lineare Gleichungen sind Gleichungen mit der reellen Variablen x, die der Form:

ax+b=0

mit den reellen Zahlen a, b genligen. Die L6sung der linearen Gleichung ist fiir a # 0 dann:

_ b
X=—-—
a

Mitunter finden auch quadratische Gleichungen Verwendung. Es gilt:

ax*+bx+c=0

az0,b=0 az0,c=0 az0,b#0,c#0 a=l,b=p,c=q
ax>+c¢=0 ax* +bx=0
2= x(ax+b)=0
a ¢ 00ar+b=0 ax> +bx+c=0
c X = ax =
xP=—= _—bxA/b* —4dac
a x=00ax=-b X, =
b 2a
c
x=x/—— x=00x=—-——
a a
Rein quadratische Glei- | Gemischt quadratische | Gemischt quadratische Glei-|Gemischt quadratische Glei-

chung:

0 Lésungen (bei —f<0),
a
1 Lésung (bei c=0),

2 Lésungen (bei —£>0)
a

Gleichung (Ausklammern):

2 Lésungen

chung (Mitternachtsformel):

1 Lésung (bei D=0)
2 Lésungen (bei D>0)

D = b>—4ac als Diskrimi-
nante -> 0 Lésungen (bei D<0)

chung (p-g-Formel):

2
D= (pJ —g als Diskriminante
-> 0 Lésungen (bei D<0)

1 Lésung (bei D=0)
2 Lésungen (bei D>0)

Quadratische Gleichung hat

die Form:

ax(x—x,)=0

(bei 2 Ldésungen
b
X=X -—)
a

X

die Form:
a(x—x, ) =0

=0,| (bei 1 Lésung x = x,),

a(x—x)(x-x,)=0
(bei2lsg. x =x,, x=x,)

Quadratische Gleichung hat

Quadratische Gleichung hat die
Form:

(x=x,)>=0

(bei 1 Lésung x = X,),
(x—x)x—-x,)=0
(bei2Llsg. x=x,, x=x,)

Quadratische Gleichungen
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Datenblatt: Lineare Gleichungssysteme und GauB-Algorithmus

Ein (allgemeines) lineares Gleichungssystem bestehe aus m Gleichungen (durchnummeriert von 1
bis m) und n Unbekannten (durchnummeriert von 1 bis n) und habe die Form:

311X1+b1X2+... +a1an=b1 (1)

Ao1X1 + ApoXo + ... + AopXp = b2 (2)

8miX + 8maXo + ... + AmnXn = b (m)
mit den reellen Variablen xs, ... X,, den reellen Koeffizienten a4, ... am, und reellen Ergebnissen
(rechten Seiten) by, ... by. Sind alle Zahlen by, ... by, = 0, so hei3t das lineare Gleichungssystem

homogen, ansonsten inhomogen. Ein Gleichungssystem mit mehr Variablen als Gleichungen (n >
m) heiBt unterbestimmt, eins mit mehr Gleichungen als Variablen (n < m) Uberbestimmt. In abge-
klrzter tabellarischer Darstellung (Matrixdarstellung) lautet das lineare Gleichungssystem in der
Form der durch die rechte Seite erweiterten Koeffizientenmatrix:

a,  dp a,, |b,
ay dp a,, |b,
amn amZ amn bm

Im Falle einer beliebigen Anzahl von m Gleichungen und n Unbekannten gilt hinsichtlich des
GauB-Algorithmus zur Lésung des Gleichungssystems die folgende Vorgehensweise:

Lésen von linearen Gleichungssystemen (GauB-Algorithmus)

1) Das lineare Gleichungssystem aus Gleichungen und Unbekannten wird in Matrixdarstellung umgeschrie-
ben; einer Gleichung entspricht eine Zeile, einer Unbekannten einer Spalte in der Matrix, die rechte (Zahlen-)
Seite des Gleichungssystems bildet die letzte Spalte der Matrix; die Anzahl der Gleichungen und Unbekann-
ten kann auch verschieden sein. 2) Beim GauB-Algorithmus werden, beginnend vom Anfangstableau, Nullen
unter der Hauptdiagonalen wie folgt erzeugt: 1. Schritt: Erzeugen von Nullen in der 1. Spalte, beginnend mit
der Gleichung in Zeile 2; ist a das erste Element in Zeile 1 und b das erste Element in Zeile 2, so werden alle
Matrixelemente in Zeile 2 mit a multipliziert, alle Matrixelemente in Zeile 1 mit b multipliziert und Produkt
minus Produkt als neue Matrixelemente der Zeile 2 gebildet (Vorgehensweise (*)). Ist a das erste Element in
Zeile 1 und b das erste Element in Zeile 3, so gilt die entsprechende Vorgehensweise (*) usw., bis die letzte
Matrixzeile erreicht ist. / 2. Schritt: Erzeugen von Nullen in der 2. Spalte, beginnend mit der Gleichung in
Zeile 3; ist a das zweite Element in Zeile 2 und b das zweite Element in Zeile 3, so gilt die analoge Vorge-
hensweise (*), und dies weiter flir Zeile 4 usw., bis die letzte Matrixzeile erreicht ist. / 3. Schritt usw., bis die
letzte Matrixspalte erreicht ist. Es entsteht dadurch das Endtableau des Algorithmus, das auf die Art der
Lésungen und die Lésungen des linearen Gleichungssystems hinweist gemaf den folgenden Fallen:

Fall | — eindeutige Lésung: 3/I) Ist im Endtableau des GauB-Algorithmus die Diagonalgestalt gegeben, so gilt
fir die Variable z der letzten Spalte mit dem dazugehdrenden Matrixelement az0 und dem Element b der
rechten Seite: az = b & z = b/a. / Fir die Variable y der vorletzten Spalte mit dem dazugehérenden Matrix-
element c20, dem Matrixelement d und dem Element e der rechten Seite gilt: cy+dz=e & cy=e—-db/a &y
= e/c — db/(ac) / usw., bis die Variable der ersten Matrixspalte errechnet ist. 4/) Die L6sungsmenge besteht
in diesem Fall — wegen der Eindeutigkeit der Lésung — aus einem Zahlentupel, also: L = {(I|m]...|t)} mit reel-
len Zahlen |, m, ... t.

Fall Il — keine Lésung: 3/Il) Das Endtableau enthalt im Bereich der linken Seite eine Nullzeile, wahrend die
damit korrespondierende rechte Seite ein Element f£0 ist. 4/Il) Wir erhalten also die Gleichung: 0 = f Z0 und
damit einen Widerspruch. Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Lésung: L = { }.

Fall lll — mehrdeutige Lésung: 3/11l) Das Endtableau enthélt im Bereich der linken Seite eine Nullzeile, wah-
rend die dazugehdrige rechte Seite ebenfalls ein Element = 0 enthalt. 4/1ll) Wir erhalten eine mehrdeutige
Lésung, indem wir die Variable z, dessen Diagonalelement =0 ist, gleich einem reellen Parameter r setzen.
Die Lésungsmenge ist dann vom Typ L = {(I(r)|m(r)|...|t(r))| reR} mit linearen, von r abhangigen Funktionen
[(r) = lir + o, m(r) = mqr + my, ..., t(r) = tyr + to. Bei mehreren Nullzeilen des Endtableaus sind auch entspre-
chend viele Variablen gleich Parametern r, s, ... zu setzen, die Komponenten der L6sungsmenge sind Li-
nearkombinationen der Parameterr, s, ...
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Beispiele (lineare Gleichungssysteme):
a) 2 Unbekannte, 3 Gleichungen: ¢) 3 Unbekannte, 3 Gleichungen:

Lineares Gleichungssystem: Lineares Gleichungssystem:
+1x1+2x:= 4
+2x1 - 1xz2= 3
- 1X1 + 1Xg = -1

Anfangstableau:

+2x1+1xz+1x5= 3
- 1X1 +4X3= 7
+ 1X2+9X3= 17

Anfangstableau:

Xx; xz | R.S. X1 Xz X5 | R.S.
12] 4 211 3
2-1] 3 104 7
A 019 17
1. Schritt: 1%(2) - 2*(7) / 1*(3) + 1*(7) / 1. Schritt: 2*(2) + 1*(1) /
12]4 211 3
0-5]-5 019117
03[3 01917
2. Schritt: 5*(1) + 2*(2) / 5*(3) + 3*(2) / 2. Schritt: 1%(1) - 1(2) / 1*(3) - 1*(2) /
50}10 20-8]-14
0-5]-5 01 9] 17
oofo 000] 0
Teilen: (7):5/(2):(-5) / Teilen: (1):2/
1012 10-4] -7
011 01 9|17
0ofo 000]| O
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems: Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x; =2 +1x; - 4x5= -7

* =1 + x4+ 9x5 = 17

0=0 0= 0

)I_(bsu;qen des linearen Gleichungssystems: Lésungen des linearen Gleichungssystems:
=
Xp=1 f:7 + 4t
-> eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems Xo=17 - Ot

-> unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems;
b) 3 Unbekannte, 2 Gleichungen: Parameter ist/sind die reelle(n) Zahl(en) t
Lineares Gleichungssystem:
+1Xx7 4+ 2Xx2 - 2x5 =1
- 2X1+ 1X2+ 1X3=0

Anfangstableau:
X1 Xz X3 | R.S.

12-2] 1

21 1] 0

1. Schritt: 1*(2) + 2*(1) /
12-2]1

05-3|2

2. Schritt: 5*(1) - 2*(2) /
50-4]|1

05-3|2

Teilen: (1):5/(2):5/
10-08]0.2
01-06]04
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1X1 - 0.8X3 =0.2

+1x:- 0.6x; = 0.4
Lésungen des linearen Gleichungssystems:

-> unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems;
Parameter ist/sind die reelle(n) Zahl(en) t
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Aufgabenblatt: Lineare Gleichungen, lineare Gleichungssysteme

1. Lose die folgenden linearen Gleichungen:

a)4 +3r=20-5r

oy Ly 2
3 5

C) 4(1-4t) + 2(3+2t) — 3(2-3t) = 13

d) 12 — 2(r-s) = 3(r+2s) — 2(4-3s)

1
=1-—=(5-3x
2( )

2. Lose die folgenden linearen Gleichungssysteme:

a)

- 2x-7y =6

+ 10x +z=0
+4y - z=1

b)

+2x- 2y- z=5

+5x+10y+2z=-4

-7x+ 3y+8z= 4

c)

+3a+ b-2c= -50

-6a+2b-3c= 60

-8a+3b- c¢=306

d)

+2X-1Xo+ 1x3=2

+1Xx-2%+1x3=0

+5x1-1X2+ 2X3=6

e)

+2X1+3X2'1X3= 5
+4x; - 2Xo+ 1x3=-2
f)

+2r- s+ t+4u=3
+3r+2s- t+3u=2
+4r+3s-3t+6u=1

Lésungen:

1a) r=2/ b) x=27/35/ c) t=-3 / d) r=4-2s.
2a) x=0,5; y=-1; z=-5/ 1b) x=2; y=-2; z=3 / 1¢) a=-8; b=102; c=64 / 1d) x1=4/3-1/3, x2=2/3+t/3, x3=t / 1€) x1 = 0.25 - 0.0625t, xo =
1.5 + 0.375t, x3 =t/ 1f) r=1-1,8u; s=2u; t=1+1,6u, u als Parameter.
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Datenblatt: Punkte, Vektoren, Vektorraum, Vektoroperationen

Die reellen Zahlen R ist Zahlenmenge aller abrechenden, periodischen und nichtperiodischen De-
zimalzahlen. Punkte A(a;|a,|as) lassen sich im dreidimensionalen reellen Vektorraum R? identifizie-

a 0
ren mit Ortsvektoren: (52 = Z = a; (mit: O(0]0|0) als Koordinatenursprung). Der Vektor _6 =0
a, 0
~aq,
heiBt Nullvektor, der Vektor —a= —a, | Gegenvektor. Die Lange (Betrag) eines Vektors ist:
~a,
0 a ->0
M :\/m. Der normierte oder Einheitsvektor ist: o :é a, | mit: |a | =1. Differenzvek-
a a,

b, —a,

->

toren zwischen zwei Punkten A und B(b+|bs|bs) errechnen sich als: AB = O_B—OA =\ b, —a, |. Ge-
b; - a,

man den Vektorraumgesetzen der Vektoraddition und Vektormultiplikation mit einem Skalar (reelle
Zahl) kénnen weiter Linearkombinationen von Vektoren gebildet werden:

o a, b, a, +b . a, ra,
atb=|a, |+|b, |=|a,+b, |, ra=r|a, |=|ra, |.
a, b, a, +b, a, ra,
Vektoren &1, c;2, c;k heiBen linear unabhéngig, wenn die auf den Nullvektor 0 fiihrende Li-
nearkombination  dieser  Vektoren, wenn also das lineare  Gleichungssystem:
a, c_zl+a2 c;2+...+ak c;k =0 (*) nur die (triviale) Lésung oy = az = ... = 0y = 0 besitzt. Gibt es dariiber
hinaus a; mit a; # 0 als (Teil der unendlich vielen) Lésung(en) des linearen Gleichungssystems (*),
- -> -> -
so sind die Vektoren linear abhéngig, d.h. es gibt Vektoren a, aus {a,, a,, ... a, }, die sich als

Linearkombination der anderen Vektoren darstellen lassen, also: a, = 8, a,+ 5, a,+...+ 3, a, mit

einigen B; # 0. Das lineare Gleichungssystem (*) ist ein homogenes Gleichungssystem, d.h. es
besitzt immer und mindestens eine Lésung, namlich die, die aus lauter Nullen besteht. Sind diese
Nullen die einzige Lésung des Gleichungssystems (*), so sind die Vektoren linear unabhangig, gibt
es darlber hinaus mehr Losungen, so sind die Vektoren linear abhangig. Zwei Vektoren c_lj, c;:
sind parallel, wenn es eine reelle Zahl k gibt mit:

-> ->

a, =ka, .

Die Mitte M zwischen zwei Punkten A und B bestimmt sich als Linearkombination:

- 1(=> - (@ +b)72 +b +b +b
OM:E(0A+OB)= (a, +b,/2 ,M(alz l|a22 2|”32 Y.
(a,+b,)/2

a
- 1

bl
Flr zwei Vektoren a =| a, | und b =| b, | ergibt sich als Skalarprodukt die reelle Zahl:
b

as
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- >

alb =

->

a cos¢ =a,b, +a,b, +a,b,

[\]z,

mit dem Winkel ¢ als eingeschlossenen Winkel zwischen a und }) Als (auBeres) Vektorprodukt

oder Kreuzprodukt bezeichnet man einen auf Vektoren _a und }) senkrecht stehenden Vektor

a,b; —asb,

-> —>

axb

->

a

- =>

axb =| ab —ab, |

($in @

c.]}i

a,b, —a,b,

mit dem Winkel ¢ als eingeschlossenen Winkel zwischen 2 und 5. Der Betrag des Kreuzprodukts
ist gleich dem Flacheninhalt des von den Vektoren a und b aufgespannten Parallelogramms.

Das Spatprodukt aus den Vektoren _a , }) und _c bestimmt sich als reelle Zahl:

(_a)x _l;j [_E = (a2b3 - a3b2) |]’1 + (a3b1 - Cllb3 ) R‘z + (Cllb2 - Clzbl ) |]’3

->

und damit als Rauminhalt eines von den Vektoren a, b und ¢ aufgespannten Spates.

Der (spitze, stumpfe) Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren a und b berechnet sich mit Hilfe des
Skalarprodukts als:

- => > ->

alb alb

» ¢ =cos™

cos@ =

—=>

. q]z . [pz:

Zwei Vektoren stehen senkrecht (orthogonal) aufeinander, wenn:

- =>

alb =0
gilt.
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Aufgabenblatt: Punkte, Vektoren

1. Bestimme den Betrag der folgenden Vektoren:

(-3 (12 (-1 (2 (-2
a) ;= 2 B) 3 =|-12 ©)c=| 2 d = € ¢=| o
6 -1 -10 6

2. Bilde die (normierten) Einheitsvektoren zu folgenden Vektoren:

(-3 (0 (-8 (0 (1
) 4 =| 4 o) % =|15 ° C=| 3 da=|-6 €) ¢ =|-2
0 8 14 -8 9

3. Wandle die Punkte in Ortsvektoren um und umgekehrt:

-20 -21 7/3
a) A(4]-10|23) b) 7=l ©) 7| 45 d) D(-2|-4/-8) )7

= -2
17 8,6 —/11

4. Bestimme die Differenzvektoren zwischen den Punkten P und Q:
a) P(2|4]-5), Q(3]1]9) b) P(-4]-10]-15), Q(12]-31|4) c) P(-2,5/4,8|-10,4), Q(8]-2,1|4,4)

D

5. Berechne das Skalarprodukt:

-2\ (1 -12) (10 -1\ (0 -3) (10 -6) (-30
Al s |h-4|= o) | o |Mi2|= ©lolgt|= D4 lhal= €| -6|th -8 |=
3 ) (-2 13 ) (o 1) (-1 10) 3 4 )1 -5

6. Uberpr[]fe, ob die Vektoren senkrecht aufeinander stehen:

-2) (2 -1\ (1 -12) (3 -6) (8 2 -2
A6 o0 O}y || s |'|2 DIs | o e)é’yf
-1) |-4 1) (-1 10 ) (2 -3 % % _%

7. Bestimme die fehlenden Komponenten, so dass die Vektoren senkrecht aufeinander stehen:

-3a 2 -b b -c c 0 d* —2e e’
a)| 5 |2 b) | 3 |5 |1 ¢ D lsql | © | 6 |'|2
4 10 2] (2 2 ) |2¢ -2) |6 1 4

8. Bestimme den Winkel zwischen den Vektoren:

-3 5 -1 1 -5 -10 2 4 2 4
a) 2 ’ 7 b) 1 ’ 1 C) 2 H 5 d) _3 H _1 e) 1 ’ O
1 1 1 -1 4 4 -6 -8 1 -4
9. Bilde das Kreuzprodukt:
-2 0 2 5 2 5 -2 8 9 -6
)| 4 |x|1]= 0) | 3]x| 4= Ol-1|x-25/= D] 5 |x|-4]|= €) | -4 x| -6|=
0 6 1 6 3 7,5 7 10 -4 10
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10. Berechne die Linearkombinationen:

A 4Y (10Y) (12 2) (8 2) (6 s
a) o 3 s -1|= b) | 51| 3 [+ 2 |= C)—4—1—Z—6: d)o,54—§—12+1,2o:
0 2 2 ) (=7 |- 3 4 -3 9 10

11. Bestimme die Mitte zwischen zwei Punkten:
a) A(4[3|-2), B(10|-1|6) b) P(-2|-3]-8), Q(4]2|4)

12. Bestimme den fehlenden Punkt, so dass M die Mitte zwischen den zwei Punkten ist:

a) A(-2|3]-9), M(4[3|-3) b) M(2]2|2), B(5]0]-7)
Lésungen:
a
1. Ansatz: ~ _ a; -> Betrag: | = ; - /af +al +a2 @) I=7:b) I=15;¢) I=15; d) 1=\38; e) 1=210.
a,
a, -0,6 -18 0

0 23
.=> _ . . . > 1 -> . -> . -> . -> .
2. Ansatz: a=|a, > Einheitsvektor: a=ra a) a,=| 08 | b) by = 1%7 ; C) ¢ = %3 ; d) dy=|-06]
0 8 14 -0,8
17 3

a,

e) —~> /\/% .
O A
VA
a 4 -2).

3. Ortsvektor: vy _| | <> Punkt: Aifazlas). &) 3 _| _jq |5 b) B(20I9117) o) C(21145188): &) 7,

a, 23 -8
) E(T4|-2|-4))

: g~ P 1 16 10,5

4. Differenzvektor: - > - .a) - ;b)) > ;C) = .
PQ =00-0P =|q, - p, Po=|-3"" Po=|-21]"" PO=|-69
q; — P, 14 19 -6

-5

5. Skalarprodukt: Z[}; =la

cos @ = ab, +a,b, +ab,- Skalarprodukt = a) -28; b) -120; c) -1; d) 16, e) 208.

#1‘5

- >

6. Senkrechte Vektoren: a[b =0 . a) senkrecht; b) nicht senkrecht; c) senkrecht; d) senkrecht; e) nicht senkrecht.

- >

7. Senkrechte Vektoren: g[b =0 -> Vektorkomponenten.a)a=-10;b)b=-4,b=1;¢c)c=0,c=6;d)d=2,4;e)e=2.

> >

alb

8. Winkel: cos , spitzer Winkel -> Winkel @ = a) 90°; b) 109,47°; c) 17,43°; d) 20,53°;

N cos ¢ = #]_;
e) 73,22°.
a,b, —ab. -
9. Kreuzprodukt: -> -> | > | Kreuzprodukt = a) 24 b) 14 c) 0, d) 8, e) 641
axb =| ab, —ab, 12 -7 0 76 - 66
a,b, —a,b, -2 =17 0 -32 -78
10. Linearkombination = a) 13 ,b) 6 ,C) -4 ,d) 7 .
11 -4 8,5 6
-10 -13 -9 5

11. Mitte: a) M(7|1]2), b) M(1]-0,5|-2).

12. 0’1;/[ :%(OTLH 0’;3] >, 0A=20M-0B, OB =20M - OA -> fehlender Punkt: a) B(10|3]-9), b) A(-1]4|11).
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Datenblatt: Geometrie |

Im dreidimensionalen reellen Vektorraum R® sind ebene Figuren durch Ecken (Ortsvektoren) A, B,

C, ... definierte geometrische Gebilde, die in einer Ebene liegen.

Dreiecke ABC liegen in der Ebene: E: ;=0_j4+rf§9+sfc (PF). Die Differenzvektoren sind: IB,

AC , éE:, die Winkel an den Ecken A, B, C heiB3en q, B, y. Es gilt:

AB # k AC fur jedes reelle k => Dreieck
1&;9 zk B% fUr jedes reelle k => Dreieck

1§>C zk ;C fir jedes reelle k => Dreieck

c=|AB| b=|AC|, a=|BC| (Seiten), , =|AB|+|AC|+

BC| (Umfang)

->

AB| = ;C => Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel a)

->

AB| = éE => Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel B)

->

BC| = /FC => Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel y)

cos g = ABIAC | _ ABIBC ACIBC (Winkel)
AB

GG

cos = ‘cosy =

> >

AC

Winkelsumme:
a+B+y=180°

AB
/GBDIC =0 => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel a)
AFBD;C =0 => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel B)
I;CDL{)C =0 => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel y)

ha = d(A, ggc), h = d(B, gac), he = d(C, gac) bzw.

Erlauterung:

ABX AC ABX éc#] ACTX éc#] ) grai x =OP+1PQ
[ R A v =L | usw. (H6hen) d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g
a > b S c S
BC AC AB
_ah, _bhy _ch oy, - BCUE(A gye) L ACU(B,g,c) _ ABUU(C, 8,)
2 2 2 2 2 2
bzw. 4 :% ABE*AC#]Z; ABE*éC#]Z; Acaécqj(lzléche)

Dreiecke

Trapeze ABCD liegen in der Ebene: E: X = OA+r AB+5 AC (PF) mit DeE. Die Differenzvektoren
sind: AB, BC, CD, AD, die Winkel an den Ecken A, B, C, D heiBen a, B, v, 8. Es gilt:

Formeln

AB =k CD fiir ein gewisses k => Trapez (1&;3 I C:>D )

BC =k AD fir ein gewisses k => Trapez (é>c I /{Z) )

(I:A_B’sz_C’CzéD’dz

Dl (Seiten),

u =|AB|+|BC| +|cD|+

AD| (Umfang)

o
o

12

Michael Buhimann, Vektorrechnung fiir Schiiler und Abiturienten




AB| CD . |BC| =|AD| => Trapez gleichschenklig
BC | AD , |AB| =|cp| => Trapez gleichschenklig

AHAT . g | Winkelsumme:
cosa = AﬂD ’ = ADID W|n' a+ B +Y+ 5 = 360°

kel)
> ABXACH . .
AB| CD =>h =d(C, gas) bzw. :4] (Hohe)
AB
= BCXBDD .
BC||AD =>h=d(D, gsc) bzw. :4] (Hohe)
BQ

Erlauterung:
-> ->

gra: x =OP+t PQ
d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g

AB||CD => 4 =%%¢, (Flache)
2

BC || AD => 4=%4, (Flache)
2

ABX AC| +

A

bzw. 4 :% ABXAC

+;A_Cx AD

ACx A‘b) (Fléche)

Trapeze

Parallelogramme ABCD liegen in der Ebene: E: % = OA+r AB+s AC (PF) mit DeE. Die Differenz-
vektoren sind: AB, BC, ¢D, AD, die Winkel an den Ecken A, B, C, D heiBen a, B, v, 8. Es gilt:

Formeln

AB=DC => Parallelogramm

BC =AD => Parallelogramm

a=|aB=|cD|. b=|Bc| =|aD)| (Seiten), u = 45|+ 2|5c| (Umfang) Y
. Winkelsumme:
COSG—LI]D, COS,B Lm usw. (Wlnkel) Q+B+Y+6=360°
-> -> a+f=180°y+0=180°
AB D AB C a=y,B=0
H} > B} > Erlauterung:
A A A A > -
ha = d(C, gas) bzw. , _ DF h, = d(C, gap) bzw. h= DF (HO- | 9pa: x =0OP+1 PQ

h

a b

A

4

hen)

3

d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g

A =ah, =bh, bzw. A=ABW(C,g,,)=ADE(C, g,p)

bzw. 4 = |apx Ap| (Flache)

Parallelogramme
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Rauten ABCD sind Parallelogramme mit gleich langen Seiten und liegen in der Ebene: E:

->

Ecken A, B, C, D heiBBen q, B, y, 0. Es gilt:

x= 0A+rAB+sAC (PF) mit DeE. Die Differenzvektoren sind: A;s, B_Z‘, 65, ;D, die Winkel an den

Formeln
- -> s s D a C
AB=DC, |AB|=|pc| => Raute
BC = AD, |AB| =|pc| => Raute a N
f
a=|aB|=|Bc|=|ch| =|aD| (Seiten), = 4l45| (Umfang) A a3 B
) Winkelsumme:
cosg = ABAD_ ABIAD : _ ABU?C usw. (Winkel) G+ Bty +d=360°
-> a+B=180°y + 5 =180°
C a=y,B=0
- > - Erlduterung:
ABXAD > >
h = d(C, gas) = d(C, gap) bzw. #(H(’jhe) gral x =OP+1tPQ

h=

;

d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g

bzw. 4 =

AnxAD| (Flache)

Rauten

Rechtecke ABCD sind

->

rechtwinklige Parallelogramme

Ecken A, B, C, D heiBen a, B, y, &. Es gilt:

und

liegen in der Ebene: E:

= OA+r AB+sAC (PF) mit DE. Die Differenzvektoren sind: AB, BC, ¢D, AD, die Winkel an den

Formeln D c
AB =DC , ABAD =0 => Rechteck
BC = AD , ABIBC =0 => Rechteck d b
a=|aB|=|cD|, »=|5c| =|aD)| (Seiten), = 2|5+ 5c| (Umfang)
A a B
> _ > - . Winkel:
A=|AB|UBC| bZW. o =|ABx AD| (Flache) G=Boy=5e90°

Rechtecke

Quadrate ABCD sind rechtwinklige Parallelogramme mit gleich langen Seiten und liegen in der

Ebene: E: x = 0A+r AB+s AC (PF) mit DeE. Die Differenzvektoren sind: AB, BC, CD, AD, die

Winkel an den Ecken A, B, C, D heiBen q, B, v, 6. Es gilt:

Formeln

D C
AB=DC, ABIAD =0, || =|pc| => Quadrat
BC = AD ; ABIBC =0, [AB| = B_>C => Quadrat d a
o =| 48| =|5c| =|cb| =|aD| (Seiten), , = 4/a5| (Umfang)
2 > - . Winkel:
A=|AB bZW.A: ABX AD (Flache) a=B=y=0=90°
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Datenblatt: Geometrie Il

Quadrate

Im dreidimensionalen reellen Vektorraum R?® sind Kérper durch Ecken (Ortsvektoren) A, B, C, ...

definierte geometrische Gebilde, die im Raum liegen.

Quader (Wirfel) ABCDEFGH mit Rechteck ABCD als Grund-, Rechteck EFGH als Deckflache

und rechten Winkeln. Es gilt:

Formeln
H
a=ABl» b=|aD|: ¢ =|AE| (Kanten); a=b=c (Wiirfel) &
E T &
G = ab (Grundflache, Deckflache); G = a® (Wiirfel) i
M = (2a+2b)c (Mantelflache) D c
O = 2G + M = 2(ab+ac+bc) (Oberflache); O = 6a® (Wiirfel)
V = abc (Volumen); V = a° (Wiirfel) b
A a B
Quader (Wiirfel)

Spat ABCDEFGH mit Parallelogramm ABCD als Grund-, Parallelogramm EFGH als Deckfléche.

Es gilt:

Formeln

a=fiBsb=f{Dsc=

AE| (Kanten)

G =

M =2 #}I}B /Gi +2 #}TDB AE (Mantelflache)

O = 2G + M (Oberflache)

A AD| (Grundflache, Deckflache)

V= (ABE* ;D) DLGE (Volumen, Spatprodukt)

Spat
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Dreieckpyramide ABCS mit Grundflachendreieck ABC und Spitze S. Es gilt:

Formeln

g=1 e Ec#] (Grundflache)
2

ABBAC#]: % ABBB_C#: %

AB ASHM gcmsq};

O = G + M (Oberflache)

1

m=1 BeX g}# (Mantelflache)
2

h = d(S, Eagc) (H6he, Eapc als Grundebene, Hessesche Normalform)
V = Gh/3 (Volumen)

V= é (ABX AC)[AS

Dreieckpyramide

Parallelogrammpyramide ABCDS mit Grundflachenparallelogramm ABCD und Spitze S. Es gilt:

Formeln

AB’b=

a=

AD| (Grundkanten)

h = d(S, Eascp) (H6he, Eascp als Grundebene, Hessesche Normalform)

2 2
42 =(bj PO :(“J +1? (Seitenhhen)
P2 2

2 2
52 =[“j )2 =(bj +1,2 (Seitenkanten)
2 o2 ’

G =

s Ap (Grundflache)

mgsq}

O = G + M (Oberflache)

M =

ApxAs| (Mantelfiache)

V = Gh/3 (Volumen)
V= % (ABX AD)CAS

Parallelogrammpyramide
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Aufgabenblatt: Geometrie

1. Bestimme die Seitenlangen, den Umfang, die Flache und die Winkel im Dreieck ABC. Welche Eigenschaf-
ten hat das Dreieck?

a) A(2|-110), B(2|2|0), C(2|-1]4) b) A(2|2]-3), B(3]4|-5), C(4|6]-3) c) A(-2|15|-8), B(6|-6|14), C(5]1]-12)

2. Um welche Art von Viereck ABCD handelt es sich (Trapez, Parallelogramm, Raute, Rechteck, Quadrat)?

a) A(4/-318), B(6|-1/8), C(8]-1]-6), D(12|3|-6) b) A(2|2|-10), B(6]0|-2), C(7|4|5), D(3|6|-3)
c) A(6]-2|-2), B(100]-8), C(8]0]0), D(4|-2|6) d) A(-1|2]-3), B(1]3]-2), C(3|2]-3), D(1]1]-4)

3. Erganze den fehlenden Punkt, so dass das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist:
a) A(-10-8|-4), B(6/8|5), C(-6|-1|7)  b) A(2/0/0), B(0-4/0), D(0|0[7) ¢) B(11/2[3), C(-5]1]2), D(12]-2|-5)

4. Die vier Punkte A(0]0]0), B(2|3|0), C(0|4|2), D(-2|0|6) sind Eckpunkte einer Pyramide. Berechne Oberfla-
che und Rauminhalt der Pyramide.

5. a) Erganze das Dreieck ABC mit A(2]0|2), B(5|0|6), C(5|5|6) durch einen geeigneten Punkt D zu einem
Parallelogramm und zeige, dass dieses Parallelogramm ein Quadrat ist.

b) Das Quadrat ABCD ist die Grundflache einer quadratischen Pyramide, die den Punkt $(9,5/2,5|-0,5) als
Spitze hat. Zeichne die Pyramide in ein rechtwinkliges x;-xo-x3-Koordinatensystem ein.

c) Zeige, dass der Kérper ABCDS eine regelmaBige Pyramide ist. Berechne die Lange der Héhe und der
Seitenkanten der Pyramide. Berechne Oberflache und Rauminhalt der Pyramide.

d) Berechne den Winkel an der Spitze S der Mantelflachendreiecke. Wie grofB3 ist der Neigungswinkel von
Seitenkante und Seitenhdhe hinsichtlich der Grundflache der Pyramide?

Lésungen: 5b)
1. Seitenldngen a, b, ¢ als Betrage der Differenzvektoren, Umfang u =
a+b+c, Winkel als Winkel zwischen den Differenzvektoren, Flache z.B.
als , _11™ 7. a) a=5, b=4, c=3, u=12, 0=90°, B=53,13°, y=36,87°,

2

axb

A=6, rechtwinkliges Dreieck; b) a=3, b=4,47, c=3, u=10,47, a=41,81°,
3=96,38°, y=41,81°, A=4,47, gleichschenkliges Dreieck; c) a=32,72,
b=18,57, c=31,45, u=82,79, a=77,14°, f=33,54°, y=69,31°, A=284,74,
spitzwinkliges Dreieck.

2.a) ZXB = éB -> Trapez; b) A;g = b>c -> Parallelogramm;

C)AB = DC, ABIAD =0 -> Rechteck; d) AB = DC , | AB |=| AD | ->
Raute.
3. a) D(-22]-17]-2); b) C(-2-4[7); ¢) A(28]-1]-4).

4. Anpc=5,385, Aasp=11,225, Aacp=12,806, Agcp=8,062, 0=32,093,
V=6.

5.a) A, B, C -> D(2]5|2), Quadrat mit Seitenlange 5; c) Grundflachen-
mitte M(3,5/2,5|4), Vektor 1\;13 O Grundflache -> Pyramide regelméaBig,

h=| MS | =7.5,G=5°=25->V=625VE, O=419,76+25= 104,06 .
FE d = 222, s® = h?+(d/2)? -> s = 8,3; d) Trigonometrie: Winkel y bei S

-> sin(y/2) = 2,5/8,3 -> y = 35,3°, Winkel a bei Seitenkante ->

sin(a) = 7,5/8,3 -> a = 64,6°, Winkel B bei Seitenhdhe -> tan(f) =

7,5/2,5 -> B =715
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Datenblatt: Punkte, Geraden, Ebenen

-> - o -> - - - e -
Spezielle Linearkombinationen sind Geraden g: x =a+ru, g1 x =a,+su,, 920 x =a,+tu, und
-> -> -> -> -> -> -> -> -> e -> ->

Ebenen E: x=b+rv+sw, Eit x=b+rv,+sw,, Exx x=b,+tv,+uw, (mit Stltzvektoren,
Richtungs- und Spannvektoren sowie den reellen Parametern).

D (=5}

C (=3)

A -1

20 -10

Geraden liegen nur in Parameterform vor, bei den Ebenen ergeben sich die Formen:

e E: _x = _b +r _v +5 _w (Parameterform)
- E: _r:(;— Inj =0 (Normalenform)
=075
e E:n (x— pj =0 (Hesse’sche Normalenform)

« E: ax, +bx, +cx; =d (Koordinatenform)
(unter Beachtung des Skalar- und Kreuzprodukts zwischen den Vektoren).
Es gilt dann fir die Konstruktion von Geraden und Ebenen:

2 Punkte -> 1 Gerade

1 Gerade, 1 Punkt (auBerhalb der Geraden) -> 1 zur Gerade senkrechte Gerade
3 Punkte -> 1 Ebene

1 Gerade, 1 Punkt (auBerhalb der Geraden) -> 1 Ebene

2 (sich schneidende, parallele) Geraden -> 1 Ebene

1 Punkt, 1 Ebene -> 1 zur Ebene senkrechte Gerade

1 Gerade, 1 Ebene -> 1 zur Ebene senkrechte Ebene

Ebene in Parameter-, Normalen-, Hesse’scher Normalen-, Koordinatenform

Es gelten weiter die Lagebeziehungen hinsichtlich

» der Schnittmengen zwischen Punkten, Geraden und Ebenen (leer, Schnittpunkt, Schnittge-
rade)

» des Schnittwinkels zwischen Geraden und Ebenen

» des Abstands zwischen Punkten, Geraden und Ebenen.

Es qilt schlieBlich fur die Spiegelungen von Punkten, Geraden und Ebenen an Punkten, Geraden
und Ebenen:
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* Punkt -> Spiegelpunkt/-gerade/-ebene -> Bildpunkt

» Gerade -> 2 Punkte auf der Geraden) -> Spiegelpunkt/-gerade/-ebene -> Bildpunkte -> ge-
spiegelte Gerade

* Ebene -> 3 Punkte auf der Ebene -> Spiegelpunkt/-gerade/-ebene -> Bildpunkte -> gespie-
gelte Ebene
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Datenblatt: Geraden

> -> -> - ->

- > > ->
Linearkombinationen von Vektoren sind Geraden 9: x =a+tu, g1 x =a,+su, , 920 x = a,+tu, Mit

Stltzvektoren a ... und Richtungsvektoren u ... sowie reellem Parameter t (Parameterform der
Geraden).

Spurpunkte sind die Schnittpunkte einer Gerade mit den Grundebenen des Koordinatensystems.
Es gibt mindestens einen, héchstens drei Spurpunkte fir eine Gerade. Spurpunkte errechnen sich

durch Nullsetzen von einer der drei Komponenten x4, X2, X3 der Parameterform der Gerade:

Voraussetzung Spurpunkte, Lage der Geraden
Lo X1=0->a;+tuy=0->t=1t =-a;/uy > S1(O|a2+t1u2|a3+t1u3)
Gerade g: x = a+1u (Spurpunkt mit x,-xs-Ebene, falls u;#0; kein Spurpunkt, falls u;=0)
s X - a, - U, Xo = 0-> a +tus = 0->t= o= 'ag/Ug -> Sg(a1+t2u1|0|a3+t2u3)
mit: = x, | a=|a, |" u=|u, (Spurpunkt mit x4-xs-Ebene, falls u,#0; kein Spurpunkt, falls u,=0)
X, a, U, X3 = 0-> az +tuz = 0->t= t3 = 'ag/Ug -> 83(a1+t3U1|ag+t3U2|0)
’ ’ ’ (Spurpunkt mit x4-xo-Ebene, falls usz#0; kein Spurpunkt, falls uz=0)
u; =0 -> g || xo-x3-Ebene
ux =0 -> g || xy-x3-Ebene
us =0 -> g || x-x2-Ebene
u=0,u3=0->g]|| x;-Achse
u; =0,u3=0->g]|| x>-Achse
u; =0, ux=0->g|| xs-Achse
Spurpunkte, Lage von Geraden
Voraussetzung Konstruktion
Punkt A, Richtungsvektor ; Stitzvektor _a> = 0_;& Richtungsvektor ; Parameter t ->
Gerade: g: x=a+tu (PF)
Punkte A, B Stitzvektor _a> = 0_2 Richtungsvektor ; = /ﬁ? Parameter t ->
Gerade: g: x= O_A+tA_B = _a+t;,t (PF)
Gerade g;: _x> = Z+ S’Z (PF) Stitzvektor _a> = 0_;1 Richtungsvektor ; = L: , Parameter t ->
eral e:g:;=0_j4+t_u>=_a>+t_u> als zu g4 parallele Gerade
Punkt Allg Gerad (PF) al llele Gerad
durch den Punkt A (g || g4)
Gerade g1: _x = &1+ Sb_tl (PF) LotfuBpunkt A _egy mit: A_ALljt =0, Stitzvektor _a> = O_;l Rich-
Punkt ACg; tungsvektor _u> = AZL , Parameter t ->
Gerade: g: _x> = 0_I>4+; AXL = _a>+t_u> (PF) als zu g1 senkrechte Ge-
rade durch den Punkt A (g O g4)
Ebene E: _x> = ;+ r_v>+s;; (PF) bzw. | Stutzvektor _a> = 0_;1 Richtungsvektor ; = ; Parameter t ->
E: ;(_x)— Z) =0 (_n> = _;x;;) (NF) bzw. Gerade: g: ; = O_j4+t;1> = _a>+t;1> (PF) als zu E senkrechte Gerade
> durch den Punkt A (g O E)
E: ax, +bx, +cx; =d (n=a b o') (KF)
Punkt A

Geradenkonstruktionen
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Voraussetzung

Lage, Abstand

Punkt P

Gerade: g: _x> = _a>+t_u> (PF)

a) Punktprobe: 0_;) = _a>+t;,t> -> 1 Lésung: Peg; keine Lésung: POg

b) Abstand: LotfuBpunktverfahren: P eg mit: P_PLEM =0,

; Hilfsebenenverfahren: Hilfsebene En: ;(_x)—;) =0

d(P,g) = |PP,

mit ;: 0_30 Schnittpunkt P_ von Hilfsebene Ey und Gerade g

(E, n g ={P,})als LotfuBpunkt (Einsetzen der Geraden-
komponenten x4, Xp, X3 in die Ebene -> t*) fir errechnetes t* mit

‘ux(o‘p_;) / p

OP, = a+i*u , d(P.g) = |PP,|; Formel: d(P,g) =

Lage Punkt — Gerade

Voraussetzung

Lage, Abstand

Gerade g1: x =a,+su, (PF)

Gerade g»: x =a»+tu, (PF)

a) Gleichsetzen der Geradengleichungen: a,+su, =a,+tu, ->
unendlich viele Lésungen: g; = go, 1 Ldsung: Schnittpunkt S mit
g, N g, ={S}; keine Losung: Geraden parallel oder windschief
b) Uberpriifung auf Parallelitat: u? = ku: -> 1 Lésung: g1 || 92,
keine Lésung: g1, 9> windschief

c) Abstand (bei parallelen Geraden): d(g+,92) = d(Az,g1) mit Punkt

->

AzeQz, z.B. mit q, = 0_/32
d) Abstand (bei windschiefen Geraden): LotfuBpunktverfahren:
[2§2L

- ->

P.egy, Qege mit: P,Q, Lk, =0, P,Q, W, =0, d(g+,92) =

—> - >
Hilfsebenenverfahren: Normalenvektor n =u, xu, , Hilfsebene

Ew: n(x-a,)=0 (KF, NF) mit Eq || gz, d(91,2) = d(A, Eyy) mit
AseQ, z.B. mit c_l: = 0_,22 (Hessesche Normalform); Formel:
-

e) Schnittwinkel (bei sich schneidenden Geraden):

ol )

—>|

n

d(91,92) =

- =>

u,

=3

U

Lage Gerade — Gerade

Voraussetzung

Lage, Abstand

Ebene E: ;:;+r_v>+s;; (PF) bzw.

> o> —> - > >

E: n(x-b)=0 (n =vxw) (NF) bzw.
E: ax, +bx, +cx, =d (_r>1=(a b o) (KF)

-> ->

Gerade: g: _x> =a+ru (PF)

a) Gleichsetzen von Ebenen- und Geradengleichung:

;+ r_v>+s ; = _a>+t;,t> (PF) bzw. Einsetzen der Geradenkomponen-
ten x4, X2, X3 in die Ebene (KF, NF) -> unendlich viele Lésungen:
g O E, 1 Lésung: Schnittpunkt S mit g n E ={S}; keine Lésung:
gllE

b) Abstand (bei Parallelitdt von Gerade und Ebene): d(g,E) =

d(A,E) mit Punkt Aeg, z.B. mit _a> = 074 (Hessesche Normalform
c¢) Schnittwinkel (bei sich schneidender Gerade und Ebene):

o= 1)

Lage Ebene — Gerade
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Voraussetzung Spiegelung

Punkt A L
FuBpunkt Fek mit AFld, =0,

Spiegelgerade gs: _x>=c;;+l‘l/;; (PF)

-> 4

Bildpunkt A° mit OA' = OA+2[AF = OF+ A

Gerade g: _x> = _a>+t; (PF) Punkte: A mit 0_2 = _a>, B mit 079 = _a>+ ;, FuBpunkte: Faegs mit
Spiegelgerade gs: x =as+ru; (PF) | AF, [, =0, Faggs mit AF, [ =0, Bildpunkte A", B
OA'= OA+2TAF, =OF ,+ AF, , OB'= OB+2(BF, = OF, + AF, ,

gespiegelte Gerade: g _x> = 0_1>4'+IAT>B' (PF)

Gerade _x :_a+t_u (PF) Punkt A mit 0_2 = _a>, FuBpunkt: Faggs mit A_FA m;s =0, Bildpunkt
Spiegelgerade gt x =as+tus (PF) | o' mit ' = 0A+ 2 (WF, = OF ,+ AF, ,

gllgs,dh.: u=ku, gespiegelte Gerade: g‘:_x> :O_ZX'+t;4> (PF)

Ebene: E: x = a+rv+sw (PF) Punkte: A mit OA = _a>, B mit OB = a + ;, Cmit 0C = a+w, FuB-

- ->

Spiegelgerade gs: N =z;:+t1,;: (PF) punkte: Faggs mit A_I;Ams =0, Fgegs mit A_Ij“B@S =0, Fcegs mit
AF, T, =0, Bildpunkte A', B, C*

OA'= OA+2TAF, =OF, + AF, ,

OB'= OB+2(BF, = OF,+ AF, ,OC' = OC+2[CF, = OF.+CF, ,

->

gespiegelte Ebene: E": x = OA+r A'B+5 A'C (PF)

Ebene: E: _n(_x—_a) =0 (NF) bzw. Punkt A mit 0_;& = _a>, FuBpunkt: Faggs mit A_FA E;S =0, Bildpunkt

: + + = -> -> -> - -
B ax +bx, +ex, _)d e A'mit OA' = OA+ 2[AF, = OF , + AF, ,
Spiegelgerade gs: x =a,+tu, (PF) gespiegelte Ebene: E‘:;(-;_ 0-;‘) =0 (NF)

E || gs, Normalenvektor n =(a b o

Spiegelungen an Spiegelgerade

Hinsichtlich der Lagebeziehungen zwischen zwei Geraden sei noch verweisen auf das entspre-
chende lineare Gleichungssystem und das GauB3-Verfahren:

Far zwei Geraden g und h in Parameterform mit:
a u b v
- 1 1 - 1 1
g x=|a, |trlu, |,h: x=|b, |+5]|V,
a; U b, V3

ergibt sich durch Gleichsetzen ein lineares Gleichungssystem (drei Gleichungen; zwei Parameter r, s als
Unbekannte) mit dem Anfangstableau:

r S

R b, —a,
u, —v, | b,—a, |,
Uy ~vy | by—ay

das mit Hilfe des GauB-Algorithmus in Dreiecksgestalt umgeformt wird. Die auftretenden Arten von Endtab-
leaus haben dann eine der folgenden Gestalten:
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)™
a0 0 0 | =>2., 3. Zeile als Nullzeilen => Geraden sind identisch: g = h
0 0 0
) )
b) 00 * => 2. Zeile mit Widerspruch, 3. Zeile als Nullzeile => Geraden sind parallel: g || h, g # h
0 0 0

*
~
*
~
~
*
~

k %k
o) |9 (*) | = 3. Zeile als Nullzeile => Geraden schneiden sich im Schnittpunkt S: gNh = {S}
0

*
~
*
~
~
*
~

3k %k
a |0 ) | = 3. Zeile mit Widerspruch => Geraden sind windschief: g, h windschief
00 | *

(*: reelle Zahl # 0, (*): reelle Zahl # 0 oder = 0).

Lagebeziehungen zwischen zwei Geraden

KF = Koordinatenform, NF = Normalform; PF = Parameterform

Beispiele (Geraden):

1 0 R} 0 1
a) Wir untersuchen die Lage der zwei Geraden g: _x>: O|+s|—1|undh: x =[O0 |+# 1| zueinander:
0 2 1 0
I. Gleichsetzen der Geradengleichungen ergibt:
1 0 0 1 0 -1 -1
O+s]-1[{=|0|+f|1|= s —-1|+f]-1|=| 0 | & -t=-1,-s8-t=0, 25=1 & t=1,8=0,5, -1,5=0 &
0 2 1 0 2 0 1

Die Geraden schneiden sich wegen des Widerspruchs nicht.

II. Fdr die Richtungsvektoren in den Geradengleichungen muss im Fall der Parallelitat fir ein gewisses reel-
les k gelten:

0 1
-1|=k| 1| < k=0, k=-1,0=2 ¥
2 0
Auf Grund des Widerspruchs sind die Geraden aber nicht parallel, sondern windschief.
1 2 3 -3
b) Wir untersuchen die Lage der zwei Geraden g: _x> =[2|+s| 2| undh: _x> =|4 |+t —3| zueinander:
1 4 5 -6

Gleichsetzen der Geradengleichungen ergibt:
1 2 3 -3 2 3 2
20+s|2 (=4 |+t 3| s|2[+f3|=|2]| = 25+3t=2,25+3t=2,45+6t =4 & 25+3t =2
1 4 5 -6 4 6 4

Das lineare Gleichungssystem ist offensichtlich mehrdeutig l&sbar, die Geraden g und h sind somit identisch
(g=h).
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1 -2 -3 1

- ->

c) Fur die Geradeng: x =| -2 |+s| 1 [undh: x =| O [+# —3| ergibt sich durch das Gleichsetzen der
0 1 2 2
Geradengleichungen:
1 -2 -3 1 -2 -1 -4
=210+s 1 |=| 0 |+ =3|=s| 1 |+ 3 |=| 2 |= -25-t=-4,s+3t=2,52t=2 &
0 1 2 2 1 -2 2

-2s-t=-4,5 =2-3t, (2-3t)-2t =2 & -25-t=-4,5s=2-3t,-5t =0 & -25-t=-4, s = 2-3t,1=0 &
-2s=-4, s=2, t=0 <& s=2, t=0.

Die Geraden schneiden sich also, der Schnittpunkt S errechnet sich entweder durch Einsetzen von s in g

-3 1 -3
oder vontinh z.B. als: 0_3 =/ 0 [+00=-3|=| 0O [, also S(-3]0/2).
2 2 2
) 1 -1 ) 1 2
d) Fir die Geraden g: x =| 2 |[+s —2|undh: x =| =5 |+¢ 4 | folgt aus dem Gleichsetzen ein linea-
-4 1 0 -2

res Gleichungssystem, das mit dem GauB-Verfahren gel&st wird:
Anfangstableau:

St | RS
421 0
240 7

1 2] 4

1. Schritt: -1*(2) + 2*(1) / 1%(3) + 1%(1) /
4210

0 0] -7

0 0| 4

2. Schritt: 7*(3) + 4*(2) /
4210

0 0] -7

0 0| O

Aus dem Endtableau folgt: Die Geraden sind parallel und schneiden sich nicht, also: g || h, g # h.

e) Die Berechnung des Schnittwinkels zwischen zwei Geraden macht natlrlich nur dann Sinn, wenn sich die

1 1
Geraden in einem Schnittpunkt S schneiden. Wir betrachten dazu die Geraden g: _x> =/ 4 |+s/—-1|und
-1 1
2 -1
h: _x> =| 2 |+t 2 |, die sich offensichtlich im Punkt S(1|4|-1) (s=0, t=1) schneiden. Der Kosinus des
-1 0
Schnittwinkels a ist dann mit Skalarprodukt und Betragen der Richtungsvektoren:
1y-1
-1 2
LAO0) _-1-2+0_ -3 _

—0,7746, also a = 140,77°.

-1 VB3R5 VI5
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Aufgabenblatt: Punkte, Geraden

1. Stelle die Geradengleichung g aus Punkt und Richtungsvektor auf:

1 -12 4
a) P(-21415), 7 _ 3 b) P(10-12]-25), 7 _ 15 ¢) P(-7]-9-3), 7 _ 5
0 =17 -6
2. Bestimme die Gerade g durch die Punkte P und Q:
a) P(0[11-2), Q(1]-2]-1) b) P(4]1]-3), Q(2[-516) c) P(-2/018), Q(0[4]-6)
3. Punktprobe: Welcher Punkt liegt auf welcher Geraden?
Punkte: Geraden:
A(2]-5/0), B(12]-11]29), S R B ) I (R B
C(7|6|-14), D(-48|50[74), |g:x=| 1 |[+r[ =3 h:x=| 1 |+s| -6 k:x=|10 |[+4 4
E(-2|-17|24), F(-1|4]-3) ) | 3 9 —6 3
4. Konstruiere eine Gerade h, die parallel zur Geraden g liegt und durch den Punkt P geht:
) 4 11 LT 2 0
a) gix= 2 |+t -6 P(3|7|12) b) g:x= -4 |+t 6| P('255|455|'8a5)
-5 8 0 4

5. Lage von Geraden: Bestimme die Spurpunkte der Geraden mit den Grundebenen des Koordinatensys-
tems:

B 2 4 ) 0 2 N 1 -2
a)g:x: 2 |+t -6 b)g:x20+t3 C)g:x= -4+t -2
-4 2 5 -1 8 1

6. Lage von Geraden: Wie liegen die Geraden g und h zueinander?

-1 1 S (N (1 -5 2 3 -4
) gix=| 1 |+s—1]r hix=|1]+1 b) g:x=| 2 |45 =1 h:x=|-6|+4 2
0 1 1) (o 3 4 -2) (-8
0 1 4 -2 _(n 2 -3
) gix=| 1 |+s -3 h:x=| 1 |+ -6 d) g:x=| =3 |+s 4 |'h:x=4 -1
-2 1 -3 9 -13) (-1 3
(2 1 0 -2 (-2 5 3 2
e)g:xZ 1|+s| 3 ’h:_x>= =5|+1t -6 f)g:x= 4 +52’h:_x>=6+t—3
0] (-2 4 4 -1 1 0 1

7. Lage von Punkt und Geraden: Berechne den Abstand:

-4 0 2 -2

) g:x=| 5 |+ 6| PC4BI5) b) o. ¥ =| 3 |+ -1 | P75
6 8 -1 3
1 1 5 2

) g:x=| 0 |+ 1] P@F211) d) g:x=|1|+4 4| POJ0[13)
-1) |1 5) 4
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8. Lage von parallelen oder windschiefen Geraden: Berechne den Abstand:

1Y (1 £ (1 1Y (1 4N (1

) g.x=| =2 |+s| 1]  hix=|1|+d1 b) g. v = 4|+ 1]  hix=| 1 [+4 1
-1} lo 0) lo 2 ) o 2 (-1
2) (0 4Y (0 —4) (-2 4Y (4

) gix=|1|+s| =1 h:x=| 3 |+42 d) g.x=| 2|+ 1 | hix=| 6 |+ -2
1) |2 -3] o -6} |2 —2) |-4

9. Lage von windschiefen Geraden: Berechne den Abstand nach dem LotfuBpunktverfahren:

(o) (1) (1) (-2 (1) (o (o 1
) gix=|-1|+s 4| h:x=|3|+] 3 B) g.x=[8|+s| 1 | hix=| 3 |+ -1
3 o 9) (o 0] (-1 -1) Lo

10. Konstruiere eine Gerade h, die senkrecht zur Geraden g ist und durch den Punkt P geht:

L[4 (0 BONG
a) g:x=|3|+7 1/ P(8l0[0) b) g:x=|1|+4 1 | P2-2/4)
2 2 1 0

11. Lage von sich schneidenden Geraden: Berechne Schnittpunkt und Schnittwinkel:

1 4 1 -5 5 2 1 2
) gix=|-2l+s| 5 | hix=|-2|+e 4 b) o x=| 4 [+5 2] h:ix=| 1 |+ 1
3 -6 3 0 -4 3 -4 -3
2 1 3 -1 12 10 22 -18
) grx=(2|+s ~1 hix=|1]+1] 1 d) g.x=| 25 |+5 -8 h:x=| 17 |+1 13
3 -1 2 -1 =30 14 -16 -5
Lésungen:
e s -2 1 10 -12 -7 4
1.Geradengleichung:g;x=0P+zr.a)g:_X>: 4 |+s|3 ,b)g:‘;: -12 |+s| 15 ’C)g:;: =9 |+s] S
5 0 =25 -17 -3 -6
- - 0 1 4 -2 -2 2
2. Geradengleichung: g : x = OP+¢PQ - a) g:;= 1 l+4 =3 , b) g:‘;z 1 |+ =610 g:';: 0 |+ 4
-2 1 -3 9 8 -14
3 11 =25 0

3. Vorgehensweise: Punktprobe. A,Feg, C,Dek, Eeh./4.a) . " =| 7 |44 =6 ['0) h- % =| 45 |+4 6 |-
12 8 8,5 4

5. @) Sz3(0I5]-5), S13(10/3|0]-10/3), S12(10]-10]0); b) S23(0/0|5), S15(0[0]5), S12(10]150); c) S23(0]-58,5), S13(5/06), S12(17]120).

6. Vorgehensweise: gnh, evtl. Uberpriifung auf Parallelitat. a) S(0]0|1) (s=1, t=-1); b) g || h; ¢) g, h windschief; d) S(15|5|-15)
(s =2,t=-5);€) g = h;f) S(3/6]0) (s=1, t=0).

7. Vorgehensweise: LotfuBpunktverfahren, Hilfsebenenverfahren. a) FuBpunkt F(-4|-1]-2) (t=-1), d(g,P)=5; b) F(-2|1]5) (t=2),
d(g,P)=8,944; c) Peg; d) F(6]3]7) (t=0,5), d(g,P)=9.

8. Vorgehensweise: LotfuBpunktverfahren, Hilfsebenenverfahren (im Fall paralleler Geraden), Hilfsebenenverfahren (im Fall
windschiefer Geraden). a) g||h, d(g,h)=1; b) g,h windschief, d(g,h)=V2; c) g,h windschief, d(g,h)=2; d) g||h, d(g,h)=12.

9. a) LotfuBpunkte P(1]3|3), Q(1]3|9), d(g,h)=6; b) LotfuBpunkte P(7|14/3]10/3), Q(8/3|1/3|-1), d(g,h)=7,51.
o (4 4 (25 -05
10. Vorgehensweise: Hilfsebenenverfahren. a) F(4(1,6/-0,8), hox=| 16 |+ -16 ; b) F(2,5]-1,5[1), gix=|-15|+4-05|
-0.8 0,8 1 3

11. Vorgehensweise: gNh={S}, Schnittwinkel ¢. a) S(1]-2|3), ¢=90°; b) S(3|2|-7), ¢=78,79°; c) S(3|1/|2), =70,53°;
d) S(22|17]-16), 9=34,94°.

26 Michael Buhimann, Vektorrechnung fiir Schiiler und Abiturienten



Datenblatt: Ebenen

Linearkombinationen von Vektoren sind Ebenen E: _x :29+r_v+s;v mit Stltzvektor _b> und Rich-

> > ->
tungsvektoren v,w sowie reellen Parametern r, s (Parameterform der Ebene), E: n(

}:0 mit

Normalenvektor » (Normalenform der Ebene), E: ax, +bx, +cx,; =d mit reellen a, b, ¢, d (Koordi-

natenform der Ebene).

Spurpunkte sind die Schnittpunkte einer Ebene mit den Koordinatenachsen. Es gibt mindestens
einen, héchstens drei Spurpunkte fir eine Ebene. Spurpunkte errechnen sich durch Nullsetzen von
zwei der drei Komponenten x4, X, X3 der Koordinatenform der Ebene:

Voraussetzung

Spurpunkte, Lage der Ebene

Ebene E: ax, +bx, +cx; =d
a#0, b#0, c#0

S4(d/al0]0) (Schnittpunkt mit der x;-Achse
0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse

Ebene E: bx, +cx; =d
b#0, c#0

0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse
0]0|d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse
-> Ebene parallel zur x;-Achse

)
Saf )
S3(0]0|d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse)
S )
Sa( )

Ebene E: ax, +cx; =d
a#0, c#0

S4(d/al0]0) (Schnittpunkt mit der x4-Achse)
S3(0]0|d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse)
-> Ebene parallel zur x,-Achse

Ebene E: ax, +bx, =d
a#0, b#0

S1(d/al0]0) (Schnittpunkt mit der x4-Achse)
S2(0]d/b|0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
-> Ebene parallel zur x5-Achse

Ebene E: ax, =d
a#0

S1(d/a]0|0) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)
-> Ebene parallel zur x,- und x3-Achse
-> Ebene parallel zur xo-x5-Ebene

Ebene E: bx, =d
b#0

S2(0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
-> Ebene parallel zur x;- und x3-Achse
-> Ebene parallel zur x4-x3-Ebene

Ebene E: cx; =d
c#0

S3(0]0|d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse)
-> Ebene parallel zur x4- und x,-Achse
-> Ebene parallel zur x4-xo-Ebene

Spurpunkte von Ebenen
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Im dreidimensionalen reellen Vektorraum lassen sich Ebenen in der Form der Koordinatenglei-
chung E: ax;+bxo+cxs=d (KF) darstellen. Schnittpunkte der Ebene mit den (xi-, Xo-, X3-) Achsen des
Koordinatensystems heiBen Spurpunkte mit: S;(d/al0|0), S»(0|d/b|0), S;(0|0|d/c), falls a#0, b#O0,
c#0. Ist einer, sind zwei der Koeffizienten a, b, ¢ der Ebenengleichung gleich 0, so gibt es den je-
weiligen Spurpunkt nicht, die Ebene ist dann parallel zu der Koordinatenachse, die keinen Spur-
punkt besitzt. Mit Spurpunkten lassen sich mithin die Ebenen im Koordinatensystem verorten bzw.
darstellen.

Ebene Spurpunkte, Lage der Ebene Lage der Ebene
Ebene E: ax, +b_x2 +CX3 =d S1(d/a|0|0) (Schnittpunkt mit der x4-
Achse)
a#0, b#0, c#0 S,(0[d/b|0) (Schnittpunkt mit der x-
Achse)
S3(0]0]d/c) (Schnittpunkt mit der xa-
Achse)
Ebene E: bx, +cx, =d S,(0]d/b|0) (Schnittpunkt mit der xo-
b#0, c#0 Achse)
’ S3(0]0]d/c) (Schnittpunkt mit der xa-
Achse)

-> Ebene parallel zur x4-Achse

Ebene E: ax, +cx, =d S1(d/a|0|0) (Schnittpunkt mit der x;-
40 c£0 Achse)

ary, © S3(0[0|d/c) (Schnittpunkt mit der x5-
Achse)

-> Ebene parallel zur x,-Achse

Ebene E: a_xl +bx2 :d S1(d/a|0|0) (SChn|ttpUnkt mit der X1- /
Achse) 1
a#0, b#0 : .
S,(0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x»-
Achse)
-> Ebene parallel zur x5-Achse
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Ebene E: ax, =d
a#0

S4(d/al0]0) (Schnittpunkt mit der x4-
Achse)

-> Ebene parallel zur x,- und x3-
Achse
-> Ebene parallel zur x,-x3-Ebene

Ebene E: bx, =d
b#0

S2(0]d/b|0) (Schnittpunkt mit der xo-
Achse)

-> Ebene parallel zur x;- und x3-
Achse

-> Ebene parallel zur x-x3-Ebene

Ebene E: cx; =d
c#0

S3(0]0|d/c) (Schnittpunkt mit der x3-
Achse)

-> Ebene parallel zur x4- und x,-
Achse

-> Ebene parallel zur x4-x-Ebene

Hinsichtlich der Umformung von Parameter-, Normalen- und Koordinatenform der Ebene gilt:

Vorgehensweisen

-> -> ->

Ebene: E: _x>= b+rv+sw

mit: Stitzvektor ; Richtungs-/Spannvektoren

w,
Parametern r, s (PF)

->

Vo,

-> -  ->
Normalenvektor n =

- => ->

Ebene: E: n(x-p)=0 (NF)

vxw, Stitzvektor p = b

-> ->

N _ R
Normalenvektor n, normiert als 5

-0 5

Ebene: E: n (x—p)=0 (HNF)

0 s

n

/i

->

Normalenvektor n =(a b ¢)" mit:
- —>

n x = ax, +bx, +cx,

-=>

Punkt PEE mit: , = oP, d = n p

Ebene: E: ax, +bx, +cx; =d (KF)

Normalenvektor n=(a b c)’

Na* +b* +c?

Ebene: E: @i t0% *exs =d _ o yNF)
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Lineares Gleichungssystem:
ax, +bx, +cx; =d
X, =r
X, =8

-> ->

Ebene: E: _x> = b+rv+s;; (PF)

Ebene in Parameter-, Normalen-, Koordinatenform

Voraussetzung

Konstruktion

-> e

Punkt A, Richtungsvektoren v, w

-> ->

Stitzvektor a = O_A, Richtungsvektoren u , v, Parameterr, s ->

Ebene: E: _x> :O_;1+r_v>+s;; (PF)

Punkte A(ai|az|as), B(b1|bz|bs),
C(c1lcz|ca)

Stitzvektor _a> = 0_;1 Richtungsvektor _v> = fﬁ? ; = IC , Parame-
ter r, s -> Ebene: E: _x> = 0_j4+rfﬁ?+sA_>C (PF);
aa, + fa, + y, =1
Lineares Gleichungssystem: ab, + fb, + b, =1 | ->
ac, + fe, +ye; =1
Ebene: E: ax, +bx, +cx, =d (KF, mit O(0/0|0)CE)

Gerade g: x =a+su (PF)
Punkt Pl

> -

Stitzvektor _a = O_A, Richtungsvektor v = AP, Parametert ->

Ebene: E: _x>=_a>+s_u>+t_v> (PF)

Gerade g: x =a+su (PF)
Punkt P

Ebene: E: ;(_x)— 0_}3) =0 (NF) als zur Gerade g senkrechte Ebene
durch den Punkt P (E O g)

-> -> ->

Gerade g1: x =ai+su, (PF),

Gerade gy: x :0t_2+t1;2 (PF),
Schnittpunkt S (g1 N g2 = {S}),

Punkte P(p1|p2lps), Q(q1]02]as)€01,
R(rq|rz|rs)eg2

Stitzvektor b = OS, Richtungs-/Spannvektoren w » u,, Parameter

> >

s,t->Ebene:E: x = b+su+iu, (PF);
ap, + fp, +p, =1
Lineares Gleichungssystem: | aq + Bg, + )4, =1| >
ar, + Br, + y, =1
Ebene: E: ax, +bx, +cx; =d (KF, mit O(0|0|0)CE)

Gerade g4: x=a+ sz;1 (PF),
Gerade g.: x :c;2+t1;2 (PF),
911192, 91 Ng2={},

Punkte P(p1|p2lps), Q(q1]02]as)€01,
R(r4|rz|rs)eg2

- > -> >

Stiitzvektor p = ﬂl Richtungs-/Spannvektoren u, v = 4,-4q,, Pa-

rameter s, t -> Ebene: E: _x> =b+su+tv
ap, + fBp, +)p; =1
Lineares Gleichungssystem: aq, + fq, + W, =1| >
ar, + Br, + y, =1
Ebene: E: ax, +bx, +cx, =d (KF, mit O(0/0|0)CE)

E: ax, +bx, +cx; =d (KF)
Punkt P, Normalenvektor

n=(@ b ¢

- => ->

Ebene: F: n(x—0P) =0 (NF) als zur Ebene E parallele Ebene
durch den Punkt P (F || E)

E: ax, +bx, +cx; =d (KF)
Abstand D,

Normalenvektor n =(a b c)

->

n

->

Fiiax, +bx, +cx, =d —|n|D, F2! ax, +bx, +cx; =d +|n|D

als zur Ebene E parallele Ebenen im Abstand D (F || F2 || E)
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Ebene: E: _x =27+r_v+s_w (PF),

Gerade: g: x = a+1u (PF)

-> - ->
Normalenvektor n = vxXw, Parametert, u ->
-> -

Ebene: F: _x =—a+tutu _n als zur Ebene E senkrechte Ebene F
durch die Gerade g (F O E)

Ebenenkonstruktionen

Allgemein gilt fir die Lage von Ebenen zu Punkten, Geraden und (anderen) Ebenen:

Voraussetzung

Lage, Abstand

Punkt P(ps|p2|ps)
Ebene: E: ax, +bx, +cx; =d (KF)

a) Punktprobe: p,x, + p,x, + p;x; =d -> 1 Losung: Peg; keine
Lésung: POg

b) Abstand: d(P,E) = | (Hessesche Normalform)

n [OP-d

Lage Punkt — Ebene

Voraussetzung

Lage, Abstand

->

Gerade: g: ; =_a>+t u (PF)
Ebene E: _x> = ;+ r_v>+s;; (PF) bzw.

- > > - > >

E: n(x-6)=0 (n = vxw) (NF) bzw.
E: ax, +bx, +cx, =d (;:(a b o) (KF)

a) Gleichsetzen von Ebenen- und Geradengleichung:

b+rv+s ; =a+tu (PF)bzw. Einsetzen der Geradenkomponen-
ten x4, X2, X3 in die Ebene (KF, NF) -> unendlich viele Lésungen:
g O E, 1Ldésung: Schnittpunkt S mit g n E ={S}; keine Lésung:

gllE
b) Abstand (bei Parallelitdt von Gerade und Ebene): d(g,E) =

d(A,E) mit Punkt Aeg, z.B. mit _a> :0_11 (Hessesche Normalform
c¢) Schnittwinkel (bei sich schneidender Gerade und Ebene):

pose 8]

- —>

nli

Lage Gerade — Ebene

Voraussetzung

Lage, Abstand

Ei: x=b+rv +sw, (PF)bzw.
Ei: ax, +bx, +cx; =d; (KF),
Ex: x =b,+tv,+uw, (PF)bzw.
Eo: ex, + fx, + gx; =d, (KF)

nG=viXw n, SV, Xw,

a) Gleichsetzen der Ebenengleichung in Parameterform:
1;l>+ r;j+ s ;{ = 1;:+t1;:+u y_vz (PF) bzw. Einsetzen der Ebenen-
komponenten x4, Xo, X3 der Ebene E; in die Ebene E, (KF): bzw.
. _ ax, +bx, +cx; =d,
Lésen des linearen Gleichungssystems
ex, + fx, + gx; =d,

-> unendlich viele Lésungen (mit zwei Parametern): E; = E;,
unendlich viele Lésungen (mit einem Parametern):: Schnittgerade
gmit E, n E, =g ; keine Lésung:

Eill Ez

b) Abstand (bei Parallelitéat der Ebenen): d(E¢,Ez) = d(A,E) mit
Punkt AcE, (Hessesche Normalform)

c¢) Schnittwinkel (bei sich schneidenden Ebenen):

el

== =3

n (4,

Lage Ebene — Ebene

Hinsichtlich Parallelitdt und Orthogonalitdt von Geraden und Ebenen ergibt sich zudem:
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Voraussetzung

Lage

Gerade: g: _):=_a>+t_u> (PF)

-> -> -> ->

Ebene E: x=b+rv+sw (PF) bzw.

- > > - > >

E: n(x-56)=0 (n = vxw) (NF) bzw.

E: ax, +bx, +cx; =d (n=a b o) (KF)

- =>

a) ulh =0 >g || E
b) u=kn ->g OE

Lage Gerade — Ebene

Entsprechend gilt hinsichtlich der Parallelitdt und Orthogonalitat von zwei Ebenen:

Voraussetzung

Lage

-> -> -> ->

Ei: x =b+rv,+sw, (PF)bzw.
Ei: ax, +bx, +cx; =d, (KF),

-> -> -> ->

Ex: x =b,+tv,+uw, (PF)bzw.

Eo: ex, + fx, + gx; =d, (KF)

n,=v,Xw, ’ n, =v,Xw,

- -
a) n, =kn, ->E || E;
- =>

b) "1@2 :O -> E1 DEQ

Lage Ebene — Ebene

Voraussetzung

Spiegelung

Punkt A

Spiegelebene Es: n[x =d; (NF)

FuBpunkt FeEs als Schnittpunkt von Hilfsgeraden h: x = 0A+1n,

mit Spiegelebene Esg, Bildpunkt A" mit OA' = OA+2[AF = OF + AF

Gerade _; = _a>+t; (PF)

Spiegelebene Es: ngLk =d; (NF)

Punkte: A mit O_A = _a , B mit O_B = _a+;4 , FuBpunkte: FaeEg mit
> > - >

AF, ik, =0, Fge Es mit AF, kg =0, Bildpunkte A, B".

OA'= OA+2TAF, = OF ,+ AF, , OB' = OB+2[BF, = OF, + AF, ,

gespiegelte Gerade: g": _x> = 0_1>4'+t A_'>B' (PF)

Gerade _; = _a>+t; (PF)

Spiegelebene Es: nglx =d; (NF)
gllEs

->

Punkt A mit OA = a , FuBpunkt: FaeEs mit AF, [, =0, Bildpunkt
A mit OA'= OA+ 2 TAF, = OF ,+ AF, ,

gespiegelte Gerade: g _x> = O_;l'+t _u> (PF)

Ebene: E: _x>=_a>+r_v>+s; (PF)

Spiegelebene Es: n[x =d (NF)

Punkte: Amit OA = a, Bmit OB = a+u , Cmit OC = a+ v, FuB-
punkte: FacEs mit AF, [, =0, Fge Es mit AF, (i =0, Fc Es

->

mit AF.lg =0, Bildpunkte A', B, C":

OA'= OA+2[AF, = OF ,+ AF, ,

OB'= 0B+2[BF, = OF,+ AF, ,0C' = OC+2[CF, = OF,+CF, ,

gespiegelte Ebene: E': x = 0_;&+ r A_'>B'+ s A7>C' (PF)

- => ->

Ebene: E: n(x—a)=0 (NF) bzw.
E: ax, +bx, +cx; =d (KF)

- >

Spiegelebene Es: n[x =d (NF)

E || Es, Normalenvektor "= (@ b ¢

Punkt A mit OA = a , FuBpunkt: FaeEs mit AF, [, =0, Bildpunkt
A'mit OA' = OA+ 2 [AF, = OF , + AF, ,
gespiegelte Ebene: E‘:;(_;—(;Y) =0 (NF)

Spiegelungen an Spiegelebene
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Hinsichtlich der Lagebeziehungen zwischen einer Ebene und einer Geraden bzw. zwischen zwei
Ebenen sei noch verweisen auf die entsprechende lineare Gleichung bzw. das entsprechende li-
neare Gleichungssystem und das GauB-Verfahren:

Fir eine Ebene E in Koordinatenform mit:
E: axy + bxs +cx3 =d
und eine Gerade g in Parameterform mit:

o [P u,
g x=|p, |ttu,
Ds Us

ergibt das Einsetzen der Geradenkomponenten von g in die Ebenengleichung von E die lineare Gleichung:
a(p1 + tuq) + b(pz + tuy) + c(ps + tus) =d <& (auy + buy + cusz)t = d — (aps + bpz + cps)

mit:

a) auq + bus + cus # 0 => Gleichung: * = (*) =>

Ebene und Gerade schneiden sich im Schnittpunkt mit: {S} = gNE

b) au; + bus + cus =0, d — (apy + bpz + cps) # 0 => Gleichung: 0 = * =>

Ebene und Gerade sind parallel: g || E

C) auq + buy + cuz =0, d — (apy + bpz + ¢cp3) = 0 => Gleichung: 0 =0 =>

Gerade liegt auf (in) der Ebene E: g [ E

(*: reelle Zahl # 0, (*): reelle Zahl # 0 oder = 0).

Lagebeziehungen zwischen Ebene und Gerade

Fir zwei Ebenen E und F in Koordinatenform mit:
E:axqs +bxo +cx3=d, F:exy + fxo + gx3 = h
ergibt sich ein lineares Gleichungssystem (zwei Gleichungen; drei Unbekannte x;, x,, x3) mit dem Anfangs-

tableau:
d
h b

X1 X2 X3
a b c
e f g
das mit Hilfe des GauB-Algorithmus und unter Ergénzung einer dritten Zeile als Nullzeile (0 = 0) in Dreiecks-
gestalt umgeformt wird. Die auftretenden Arten der Endtableaus haben dann eine der folgenden Gestalten:

) )™
a0 0 O 0 | => 2., 3. Zeile als Nullzeilen => Ebenen sind identisch: E = F
0 0 O 0
) )] )
0 0 O *
0 0 O 0

N ONORNNG

0 * (| (™|_ i ile = iden sich mi i -
C) => 3. Zeile als Nullzeile => Ebenen schneiden sich mit Schnittgerade g = ENF
0O 0 O 0

=> 2. Zeile mit Widerspruch, 3. Zeile als Nullzeile => Ebenen sind parallel: E || F

(*: reelle Zahl # 0, (*): reelle Zahl # 0 oder = 0).

Lagebeziehungen zwischen zwei Ebenen

KF = Koordinatenform, NF = Normalform; PF = Parameterform
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Beispiele (Ebenen):

9 -9 -9
a) Die Ebene E: _x> ={0|+s| 6 |+7 O | istin Parameterform gegeben. Um sie als Koordinatengleichung
0 0 -3
darzustellen, wird zunachst der Normalenvektor der Ebene z.B. mit Hilfe eines Gleichungssystems ermittelt.
nl

->

Da der Normalenvektor n =| n, | senkrecht auf den Richtungsvektoren der Ebene steht, muss gelten:

3
(-9 ; -9
n| 6 |=-9n,+6n, =0 < 6n, =9n, = n, =5n1 sowie: n| 0 |=-9n, —3n, =0 = —-3n, =9, <
-3
2
n, ==3n, und mit n, =2,n, =3,n, =—6: n =| 3 |. Skalarmultiplikation der Ebenengleichung mit dem
-6
9 2\ x 2Y9
->-> -> > S >
Normalenvektor ergibt wegen nr, =nr, =0: nx=n{0|=| 3 |x, |=| 3 |0 =
0 -6\ x; -6 )0

2x, +3x, —6x, =18+0—-0=18, also die Ebenengleichung E: 2x, +3x, —6x, =18 in Koordinaten-
form.

b) Die Punkte A(0|1]-2), B(1|0]2) und C(2|1|-1) bestimmen eine Ebene E wie folgt: Wir wahlen A als Stiitz-

vektor, die Differenzvektoren AB und A>C als Richtungsvektoren und erhalten die Ebenengleichung:

. 0 1 0 2 0 0 1 2
E:x=| 1 |+s{{O0]|=| 1 ||+ 1 |=| 1 ||=]| 1 |[+s —1]|+¢ 0| in Parameterform.
-2 2 -2 -1 -2 -2 4 1
) 2 1 ) 5 1
¢) Eine Ebene E wird durch die zwei Geraden g: x =| —4 |+s| 2 |undh: x =| 0 |+¢ 1| aufgespannt,
1 -4 11 7

wenn sich die beiden Geraden in einem Schnittpunkt S schneiden. Fir die Ebenengleichung wahlen wir den
Schnittpunkt als Stiltzvektor und die Richtungsvektoren der beiden Geraden als Richtungsvektoren der Ebe-
ne. Damit ergibt das Gleichsetzen der Geraden:

2 1 5 1 1 -1 3 s—t=3 s—t=3
—4i+s 2 [=|0 |+l | =] 2 |+ -1|=|4|= 2s—t=4 |lI-1 = s=1 =
1 -4 11 7 -4 -7 10 -4s5s-T7t =10 -4-7t=10
1-t=3 t=-2 R 2 1 3
s=1 < | s=1 |, also mit Einsetzen von s=1ing: 0S=| -4 |+10 2 |=| -2 den Schnittpunkt
=7t =14 t=-2 1 -4 -3
3 1 1
S(3|-2|-3). Die Ebenengleichung in Parameterform errechnet sich dann als: E: _x> = =2 1+s 2 |+41].
-3 -4 7
R 2 -2
d) I. Berechnet werden soll der Schnittpunkt zwischen der Geraden g: x =| =4 |+ 2 | und der in Para-
8 0
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1 -1 12

meterform gegebenen Ebene E: _x>= —1|+s| —1|+¢ 1 |.Gleichsetzen von Gerade und Ebene ergibt:
-1 9 -1
2 -2 1 -1 12 -2 1 -12 -1 —2r+s—-12t =-1
=4 |+r 2 |=|-1|+s—1|+ 1 |=1r 2 |+s| 1 |+ -1 |=| 3 | = 2r+s—t=3
8 0 -1 9 -1 0 -9 1 -9 —-9s+t=-9

Wir wenden auf das entstandene lineare Gleichungssystem den GauB-Algorithmus an und erhalten:
Lineares Gleichungssystem:
-2r+1s - 12t=-1
+2r+1s- 1t= 3
-9s+ 1t=-9
Anfangstableau:
2 1-12]-1
21 1] 3
0-9 1]-9
1. Schritt: 1*(2) + 1*(1) /
2 1-12] -1
0 2-13| 2
0-9 1]-9
2. Schritt: 2*(3) + 9*(2) /
21 12| -1
02 13| 2
00-115] 0
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
-2r+1s- 12t=-1

+2s- 13t= 2
-115t= 0
Lésungen des linearen Gleichungssystems:
-
r=1
2 -2 0
Einsetzen von r=1 in g ergibt: 0_} =| =4 |+10 2 |=]|-=2| und damit den Schnittpunkt: S(0|-2|8).
8 0 8

Il. Zur Bestimmung des Schnittwinkels zwischen Gerade und Ebene bestimmen wir zunachst mit Hilfe des
Kreuzprodukts der beiden Richtungsvektoren der Ebene den Normalenvektor der Ebene als:

-1\ (12 -
_n> =l =11x| 1 |= 102; . Der Schnittwinkel ¢ zwischen (Normalenvektor der) Ebene und (Richtungsvektor
9 -1 11
-2\ (-8
2 |0I107
der) Gerade errechnet sich dann als: sip ¢ = 0 1 = 16+214 =(,7539 => ¢ = 48,93".
-2\ [(-8) 8@/11634
2 (0107
0 11
e) Die Bestimmung des Abstandes zwischen den Ebenen E: 2x;+2xo+x3 = 10 (Koordinatenform) und
0 1 -1
F: _x> = 0|+s O |+ 1 | (Parameterform) macht nur Sinn, wenn die Ebenen parallel zueinander liegen.
4 -2 0

Dies gilt aber auf Grund der Tatsache, dass die Skalarprodukte zwischen dem Normalenvektor der Ebene E
und den Richtungsvektoren der Ebene F beide gleich null sind:
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2 1 2) (-1
2 0 |=2+0-2=0,(2 1 |1=-2+2+0=0-
1){-2 1 0

Der Abstand der beiden parallelen Ebenen ist mit der Hesseschen Normalform der Abstand zwischen der

Ebene E (in Koordinatenform) und einem Punkt der Ebene F, z.B. dem Stitzvektor P. Also gilt:
PO+20+13-10 _|-6 6

d(E,F) =d(P,E) = = =—=7

V22 +2% +1° Jo 3

f) Fir die beiden nichtparallelen Ebenen E: 2x;+x2+3x3 = 6 und F: x;+2x2+2x3 = 8 in Koordinatenform errech-
net sich die Schnittgerade g auf Grund des linearen Gleichungssystems:
Lineares Gleichungssystem:

+2x1+1x:+ 3x5=6

+1X1+2X2+2X3=8
Anfangstableau:

X1 Xz X3 | R.S.

213 6

122 8
1. Schritt: 2*(2) - 1*(1) /

213]| 6

03110
2. Schritt: 3*(1) - 1*(2) /

608 8

03110
Teilen: (1):6/(2):3/

10 1.3333 | 1.3333

0 1 0.3333 | 3.3333
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1% + 1.3333x; = 1.3333

+ 1xz + 0.3333x5 = 3.3333

Lésungen des linearen Gleichungssystems: 20 -0
X3=1
x;=1.3333 - 1.3333t
X2 =3.3333 - 0.3333t

-> unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems;
Parameter ist/sind die reelle(n) Zahl(en) t

10 20,

-10 0

) 4/3 - 4/3t 4/3 - 4/3
Die Schnittgerade g lautet damit: g: x =| 10/3-1/37 |=|10/3 |+¢| 1/3
t 0 1
(2 2) (0 5
g) |. Zur Ebene E: x=|3|+s| O |+¢ 1] in Para-
0 -1 1

meterform sind die Spurpunkte, also die Schnittpunk-
te der Ebene mit den Achsen des Koordinatensys-
tems zu ermitteln. Wir wandeln daher die Parameter-
form in eine Koordinatengleichung der Ebene E um
und erhalten: E: -x442x,—2x3 = 4, so dass sich die
Spurpunkte ergeben als: S;(4/(-1)|0|0) = (-4|0]|0), = g
S2(014/2|0) = (0]2]0), S5(0]0]4/(-2))= (0[0]-2).

II. Umgekehrt folgt aus den Spurpunkten S;(4/0]0),
S2(0]2|0) und S3(0]0|-2) sofort die Koordinatenglei-
chung der entsprechenden Ebene E mit:

E: i)cl +lx2 +Lx3 =1,

so dass Multiplikation mit dem Hauptnenner 4 ergibt:
E: -x{+2x,—2X3 = 4. n 5
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Aufgabenblatt: Punkte, Geraden, Ebenen

1. Aufstellen von Ebenengleichungen: Wie lauten die Ebenen E in Parameter- und Koordinatenform?

a) A(1]-1]0), B(-1]0]1), C(0[1]1) b) A(3|1]-2), B(2[1]4), C(-2[3-1)
c) P(43[2), Q(2[1]5), R(3/4/8) d) P(-2|-58), Q(3|-1-5), R(-4[2]-1)

2. Parameter- und Normalen-/Koordinatenform von Ebenengleichungen: Wandle jeweils in die andere Form
der Ebenengleichung E um:

) 0 7 0 ) 1 3 0
a) E:x=|0|+s0[+]7 b) E:x=|-2|+s —1|+4 -3
7 0 0 4 -2 2

C) E: 2xy + 3xp —4x3=12 d) E: 4x; —5x3 =20 e)E:-xy+x2+x3=0

3. Aufstellen von Ebenengleichungen: Wie lauten die Ebenen E in Koordinatenform?

5 2
a) Ebene aus Gerade und Punkt: g:_x>: 31+ 3 |5 P(2]0]-6)
1 -5
-1 5 4 2
b)EbeneauszweiGeraden:g:;: > led =20 n-x=l0l+s -1
4 0 4 -3
-1 -2 4 4
c) Ebene aus zwei Geraden: g:_x>: 0l+d 1 bnx=l 3 l4s -2
6 3 -8 -6

4. Punktprobe: Welche Punkte A, B, C, D liegen auf welchen Ebenen E, F, G?

1 -1y (2

A E-x=| 1 |+s 2 |+4 1 b) F: 6X; — 4%, + 9%3 = -10 ) G:X; + 5% + X3 =3
-2 2 -1

d) A(3/2|-3) e) B(-4/12) f) C(10]-5/18) g) D(18]16]-6)

5. Spurpunkte von Ebenen: Bestimme die Spurpunkte der Ebene E (als Schnittpunkte mit der x4-, Xo- und Xs-
Achse) und zeichne die Ebene ein in ein xy-xo-x3-Koordinatensystem:

a) E: -xy + 4x, — 5x3 =20 b) E: Xy —Xo + X3 = -1
0 -1 0 6 0
C)E:_;= 5041 4 |+ 4 d) E:| x-|-2||0-2|=0
0 0 -3 -5 8
e) E: 3x, + 4x3 =12 fYE:xy=-4
-8 1 1 5 1 2
Q)E:_x>= 1 [+r|3|+s -2 h)E:_x>= =10 |+r 5 |+5 -5
10 0 1 -4 -4 4

6. Bestimme die Koordinatengleichung der Ebene E aus den Spurpunkten:
a) S1(5/0]0), S(0|4|0), S5(010[7) b) S1(-4100), S2(0[2/0)
¢) S5(0/0-3) d) S1(-1/0]0), S(0]-5|0), S5(0[012)
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7. Lage von Ebenen zueinander: Wie liegen die Ebenen E und F zueinander? Bestimme gegebenenfalls
Schnittgerade und Schnittwinkel:

A E:xi—=xo=1,Fixy + X2 + X3 =2
b) E:2x; —=3xo—X3=6,F:-X{ + Xo + X3=-5

(8 (12) (6
C) E:x=| 5 |+ -3|+s O ,F:5X1+20X2+2X3=90
-10 0 -15

d) E: 2%y + 3Xo — X3 =6, F: 4x4 — 5%, — 2x3 =-10
e)E:-4xy —2Xo + X3=7,F: Xy = 3%, + X3 =5
f) E: -5x5 + 3x3 = 15, F: 2x4 + 32 + 5x3 = 60

1 -1
9) E: ;— 1 —2|=0, F: X1 — 2%z + 5x3 = 20
-2 5

h) E: 10x; — 16X, — 7x3 = 20, F: 10xy — 16%, — 7x3 = 20
i) E:-2Xq + 4X5 + 5x3 = 30, F: 3xq + Xo — 2x3 = -45
j) E: 2%y — 2%, — X3 =12, F: -10xy + 10x, + 5x3 =-15

8. Lage von Gerade und Ebene zueinander: Untersuche, ob Gerade und Ebene senkrecht oder parallel zu-
einander liegen. Berechne gegebenenfalls den Schnittpunkt.

R -5 3 ) -2 1 -1
a) gix=| 5 |+ 1| Ezx=| 4 |+r] 0 |+s] 2
-4 1 -1 -3 1
) -4 2
b) g:x=| 2 [+ 0], E:2%X —3x2—4x3=6
3 1
i -2 3
C)g:x: -9 |+ 0] E:-4%x1 + 13x2 + 12x3 = 48
-3 1
) 5 -2
d) g:x=| 0 |[+1-1 , E1 4xq + 2xo — 2%x3 = 25
-2,5 1
. 1 3 i 7 11
€ g:x=| 2 |+f -1 E:| x=| 0 12 [=0
-2 -3 -8 -10
i 5 -5
f)g:x= 01+ 10 |) E: 2% + X2 = 3x3 =10
0 0

9. Konstruktion von Ebenen: Wie lautet die zur Geraden g senkrechte Ebene E durch den Punkt P?

-5\ (2 (3 (-2
a) g:x=| 3 |+s 1| P(5I6]1) b) g:x=|6|+: 4 | P(1-1[7)
3 6 2 -6
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10. Konstruktion von Ebenen: Bestimme die Koordinatengleichung der Ebene F, die parallel zur Ebene E
liegt und den Punkt P enthalt.

a) E: -x; + 3%z + 6x3 = -4, P(5(6]-1) b) E: 13x; + 12x, = 25, P(-5(3|7)

11. Konstruktion von Ebenen: a) Bestimme die (Koordinaten-) Gleichung der Ebene F, die senkrecht zur

5 -3
Ebene E: 2x; — 3x; + 5x3 = 0 steht und die Gerade , . _x> =| 2 |+¢ —1| enthélt.
-3 2

b) Bestimme die (Koordinaten-) Gleichung der Ebene F, die senkrecht zur Ebene E: 5x, + x3 = 7 steht und
auf der die Punkte P(1]-2]0) und Q(-4/0|2) liegen.

12. Abstand Punkt — Ebene: Wie grof3 ist der Abstand d = d(P,E) zwischen Punkt P und Ebene E?
a) E: x4 — 2xp — 2x3 = 15, P(4/-10]0) b) E: xy + Xo—x3 =7, P(2|6/10)
c) E: -3xy + 4x, = 5, P(5]-5|6) d) E: 5xy + 12x5 = 40, P(0|10|1)

13. Abstand Ebene — Ebene: Untersuche auf Parallelitat! Wie grof3 ist der Abstand d = d(E,F) zwischen den
(parallelen) Ebenen E und F?

a) E: 2x4 — 6x» + 5x3 = 49, F: 2xy — 6X5 + 5x3 = 29

b) E:-2Xy —Xo + 2x3=9, F: 6X; + 3Xp —6X3=5

-1y (4) (1
C)E:6x1 —17%— s =22, p.r=| 2 |+ 3 |+5 3
4) (-3) |-5
(1 0
d) E:| x—|-2||0 8 |=0:F:-4xe+3x5=1
0)]\-6

e) E: -6xy — 18xo + 9x3 = 21, F: 2X4 + 6%, — 3x3 = 28

14. Abstand Gerade — Ebene: Untersuche auf Parallelitat! Wie groB3 ist der Abstand d = d(g,E) zwischen der
Gerade g und der Ebene E?

) -4 1
a) g:x=| 3 |+/2|Eixg=-4
8 0
) 0
b)g:x:[l ,E:8xy +6x3=15
0
i 2 3 4
C)g:x=|=-3|+tl1|, E:xI-4|=-4
5 4 -2
) 1 4 ) 7 -4 -8
d g:x=| 2 [+43|, E:x=|-2|+r 1 |+5 O
-4 1 0 1 1
) -2 -4
e)g:x: 1 |+ -4, E:4xy—4% + 7x3 =16
-5 0
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Lésungen:

1. Ebenengleichungen (Parameterform, Koordinatenform). a) E:;: _11 +r 12 . 21 bzw. E: x1 — X2 + 3x3 = 2,
0 1 1
3 -1 -5 4 -2 -1
b)E:;: T R I A S bzw. EZ12X1+29X2+2X3=61,C)E:;: 34 =2 l4d 1 bzw. E: 15x1 — 9xo +4x3 = 41,
-2 6 1 2 3 6
-2 5 -2
d)E:‘x): 514 4 |+ 7 bzw. E: 55x1 +71x2 + 43x3 = -121.
8 -13 -9
6 -6 -6
2. Ebenengleichungen (Parameterform, Koordinatenform). a) E: xs = 7, b) E: 8x1 + 6x2 + 9x3 = 32, ¢) E:;: ol+s 4 |+4 0 |
0 0 -3
5 0 =5 1 1
Dp.i=lol+s1]+] 0 " E:x=g1|+]0]

0 0 -4 0 1

3. Ebenengleichungen. a) E: 36xs — 29x2 — 3x3 = 90, b) Schnittpunkt S(4|0|4) -> E: 6x1 + 15x2 —x3 =20,¢) g || h ->
E: 23xy + 13x2 + 11x3 = 43.

4. Vorgehensweise: Punktprobe. A,BeE, B,DeF, B,CeG.

5. Vorgehensweise: E N Koordinatenachsen (Koordinatenform der Ebene). a) S1(-20|0]0), S2(0|5|0), S3(0|0|-4), b) S1(-1|0]0),
S2(0[1]0), S3(0[0]-1), c) S1(1,25/0]0), S5(05]0), Ss(0]0[3,75), d) S2(0]18|0), Ss(0|0]-4,5), ) S2(0/4|0), S3(0/0]3), f) S1(-4/00),
g) S1(-25/0|0), S2(0]75]0), S5(0]0]15), h) S2(0|-15]0), S3(0]0]-12).

6. Vorgehensweise: Kehrwerte der nicht verschwindenden Spurpunktkoordinaten als Koeffizienten der Ebenengleichung in

Koordinatenform, rechte Seite der Koordinatenform gleich 1. a) E: 28x1+35%2+20x3 = 140, b) E: -x1 + 2x2 = 4; ¢) E: x3 = -3,
d) E: -10xy — 2x2 + 5x3 = 10.

7. Vorgehensweise: ENF -> Abstand d(E,F) bzw. Schnittgerade g, Schnittwinkel ¢. a) . ; _ T u i , @ =90°,
-1 -2

9 2 0 1 2 -1
b) g:;: 4 (+ull ¢=2221% ) ElIF:d) g:;: 2|+40 ¢ =78,51% €) g:;Z 12 |+ =5 ¢ = 78,62°,

0 1 0 2 39 -14

345 =17 -15 -13

f) g:_x>: 30+ 3 , ® =90°, g) E||F, d(E,F)=6,025, h) E=F, i) g:_;: 0 l+4 11 ,@=61,44° ) E || F, d(E, F) =5.

0 5 0 -14

8. Vorgehensweise: Normalenvektor der Ebene, Richtungsvektor der Geraden. a) gLE, S(-2|6]-3), b), ¢) g || E, d) gL E,
S(5]0]-2,5), e) S(7]0]-8), f) g liegt auf E.

9. Vorgehensweise: Normalenvektor = Richtungsvektor, Punkt P. a) E: 2x1 + X2 + 6x3 = 10, b) E: 2x1 — 4x2 + 6x3 = 44.

10. Vorgehensweise: Gleiche Normalenvektoren der beiden Ebenen, Einsetzen des Punktes. a) F: -x1 + 3x2 + 6x3 = 7,
b) F: 13x4 + 12x2 = -29.

11. Vorgehensweise: Parameterform der senkrechten Ebene aus Gerade (durch Punkte) und Normalenvektor als zweitem

Spannvektor -> Koordinatenform. a) F- ‘; - Z +7 _f +u _23 bzw. F: x4 + 19%2 + 11x3 = 10,
-3 2 5
1 =5 0
b)P,Q->Gerade > .. " _| 5| [ 5 |4,l 5| b2W- F:8xi—5x +25x = 18.
0 2 1

12. Vorgehensweise: Hessesche Normalform. a) d(P,E) =3, b) d(P,E)=5/+3, ¢) d(P,E)=8, d) d(P,E)= 4.
)

13. Vorgehensweise: Hessesche Normalform. a) E || F, d(E,F)=9,675, b) E || F, d(E,F)=32/9, c) E || F, d(E,F)=88/"406,
d) d(E,F)=1,8, e) d(E,F) = 3.

14. Vorgehensweise: Hessesche Normalform. a) d(g,E)=12, b) d(g,E)=1,5, c¢) d(g9,E)=7/3, d) d(g,E) = 6, e) d(g,E) = 7.

40 Michael Buhimann, Vektorrechnung fiir Schiiler und Abiturienten



Datenblatt: Spiegelungen

Hinsichtlich der Spiegelungen am Ursprung, an den Achsen und an den Grundebenen des Koordi-

natensystems gilt:

Voraussetzung

Spiegelung

Punkt A(a;]az|as), Ursprung O(0]00)

Blldpunkt A‘(—a1 |-a2|-a3)

Gerade g: Yzattu (PF),
Ursprung O(0]00)

Punkt A(a]|as|as) mit 0_;\ = _a>, Bildpunkt A*(-a4|-az|-as3)
gespiegelte Gerade: g‘:_x> = 0_1>4'+t;/t> (PF)mitg‘|l g

- => ->

Ebene: E: n(x-a)=0 (NF),
Ursprung O(0]00)

Punkt A(a]|as|as) mit 0_;\ = _a>, Bildpunkt A*(-a4|-az|-a3),

gespiegelte Ebene: E": n>(_x>—0_1>4') =0 (NF)mitE'|| E

Spiegelungen am Ursprung

Voraussetzung

Spiegelung

Punkt A(as|az|as), x1-Achse
Punkt A(aj|az|as), xo-Achse
Punkt A(as|az|as), X3-Achse

Bildpunkt A*: A’(a]-az|-as)
Bildpunkt A*: A’(-ai|az|-as)
Bildpunkt A*: A’(-a4|-az|as)

Gerade g: _x> = _a>+t; (PF),
A(ailazlas)eg, B(b4|bz|bs)eg
x1-Achse
Xo-Achse
xs-Achse

Bildpunkte A’, B’: A'(as|-as|-as), B’(b1]-ba|-bs)
Bildpunkte A’, B’: A'(-ay|as|-as), B’(-bs|ba|-bs)
Bildpunkte A’, B’: A'(-ay|-az|as), B’(-bs|-bs|bs)

Bildgerade: g’ X ZOA+1A'B'

-> e e

Ebene: E: _x> =a+rv+sw (PF),
A(ai|az|as)eE, B(by|bz|bs)eE,
C(c1lco|cs)eE

xi-Achse Bildpunkte A’, B', C*: A'(ay|-a,|-as), B'(bs|-bs|-bs), C'(c1|-c2|-C3)
x2-Achse Bildpunkte A’, B', G*: A'(-ay|az|-a), B'(-b+[2|-bs), C'(-c1|c2|--Cs)
xs-Achse Bildpunkte A’, B, C*: A'(-ai|-azas), B'(-b1|-bz|bs), C'(-c4|-c2lCs)
Bildebene: E': x =OA+r A'B'+sA'C'
Spiegelungen an Koordinatenachsen
Voraussetzung Spiegelung

Punkt A(as|az|as), X1-xo-Ebene
Punkt A(as|az|as), x1-x3-Ebene
Punkt A(as|az|as), Xo-x3-Ebene

Bildpunkt A*: A’(ai|az|-as)
Bildpunkt A*: A’(a4]-az|as)
Bildpunkt A*: A’(-as|az|as)

Gerade g: Yzattu (PF),
A(ai|az|as)eg, B(b1|bz|bs)eg
X¢-Xo-Ebene

Bildpunkte A’, B’: A'(asaz|-as), B'(b1|bs|-ba)

X4-X3-Ebene Bildpunkte A’, B': A'(a1|-az|as), B'(bs|-b,|bs)
Xo-X3-Ebene Bildpunkte A’, B': A'(-as|az|ag), B'(-b1[b[bs)
Bildgerade: g': x =OA'+tA'B'

Ebene: E: x =a+rv+sw (PF),
A(ail|az|as)eE, B(bs|bz|bs)eE,
C(c1lcalca)eE

X1-Xo-Ebene

X1-X3-Ebene

Xo-X3-Ebene

Bildpunkte A’, B’, C': A’(as|ag|-as), B'(b1]bz|-bs), C’'(C1|cz|-Ca)
Bildpunkte A’, B’, C': A’(ai|-a|as), B'(b1|-bz|bs), C’(C1]-C2|-C)
Bildpunkte A’, B’, C': A’(-a1|az|as), B'(-bi|bz|bs), C’(-c1|cz|Ca)

Bildebene: E': x = O_A'+rATB'+sATC'

Spiegelungen an Koordinatenebenen
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Fir Spiegelungen von Punkten, Geraden, Ebenen an Punkten, von Punkten an Geraden, Ebenen

gilt:

Voraussetzung

Spiegelung

Punkt P(p1[p2|ps).
Spiegelpunkt F(f|f2|f3)

Bildpunkt 0P’ = 2 [0F - OP bzw.
Bildpunkt P*(2f,-ps|2f,-pa|2fs-Pa)

Gerade g: Yzattu (PF),
Spiegelpunkt F(f;|f2|f3)

Punkt A(a]|as|as) mit 0_;\ = _a>, Bildpunkt A*(2f;-a4|2f>-ap|2f3-a3),
gespiegelte Gerade: g‘:_x> = 0_1>4'+t;/t> (PF)mitg‘|| g

Ebene: E: _n>(_x>—_a>) =0 (NF),
Spiegelpunkt F(f|f2|f3)

Punkt A(a]|as|as) mit 0_;\ = _a>, Bildpunkt A*(2f;-a4|2f>-ap|2f3-a3),

gespiegelte Ebene: E": n>(_x>— 0_;1) =0 (NF)mitE'|| E

Punktspiegelungen

Voraussetzung

Spiegelung

Punkt P(p1|pz|pa),

> -

Spiegelgerade gs: x = a; +1 L;; (PF)

FuBpunkt Fegs mit 15;"@: =( (LotfuBpunktverfahren) bzw.

- > - >

FuBpunkt Fegs mit Hilfsebene: En: u; x =u [OP (KF),
E, n g, ={F} (Hilfsebenenverfahren)

Bildpunkt OA' = OA+ 2 [AF bzw. OA' = OF + AF bzw.
Bildpunkt A‘(2f;-a4|2f,-a5|2f3-as)

Punkt A(p1|pz|ps),

- >

Spiegelebene Es: n,[Lx =d; (KF)

FuBpunkt FeEs mit Hilfsgerade: h: _x = 0_P+t’;s (PF),
E;nh :{F} (Hilfsgeradenverfahren)

Bildpunkt 0p' = 2 [0F - OP bzw.
Bildpunkt P*(2f,-ps|2fs-pa|2fs-pa)

bzw.:

Spiegelung von Punkten

Punktspiegelung

Spiegelung eines Punktes

Punktspiegelung eines Punktes P an Spiegelpunkt F | Punktspiegelung eines Punktes P an Spiegelpunkt F

zum gespiegelten Punkt P

zum gespiegelten Punkt P*:
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-> el ->

Punktspiegelung einer Geraden g: x =OP+tu an
Spiegelpunkt F zur (parallelen) gespiegelten Gera-

deng:x=0P+tu (g g°) vermbge der Punkispie-
gelung des Punktes Peg (Stitzvektor der Geraden g)
an Spiegelpunkt F zum gespiegelten Punkt P’eg’
(Stutzvektor der Geraden g‘):

Spiegelung eines Punktes P an Spiegelgerade

g: _x> = _a>+t_u> Uber den LotfuBpunkt Feg mit:

15F1j4 =0 (Orthogonalitatsbedingung bei laufendem
Punkt Fieg, Verfahren mit Hilfsebene Ey:

- => -> ->

ux = uOP) zum gespiegelten Punkt P*:

Punktspiegelung einer Ebene E: ax;+bxo+Cx; = d an
Spiegelpunkt F zur (parallelen) gespiegelten

E': axy+bx,+cxz = d (E || EY) vermbge der Punktspie-
gelung des Punktes P<E (Stitzvektor der Ebene E)
an Spiegelpunkt F zum gespiegelten Punkt P’¢E'
(Stitzvektor der Ebene E‘) und vermdge der ldentita-

ten: ;1D£3P=d, _n|]5P'=d', Normalenvektor
~ a
n=|b|"

C

Spiegelung eines Punktes P an Spiegelebene
E: axs+bxo+cx3 = d Uber den LotfuBpunkt FeE (als
Schnittpunkt von Lotgeraden h: _x> = O_;’+ t_n> und
_ a
Ebene E, Normalenvektor , =| 3 |) zum gespiegel-

c

ten Punkt P:

/

Spiegelung: P -> F -> P*, Spiegelformel: OP' = OP+2PF = OF + PF = 20F - OP

Spiegelung von Punkten
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Ist F der (Spiegel-, FuB-) Punkt, um den ein anderer Punkt P gespiegelt wird, so gelten fir die Er-
mittlung des gespiegelten Punktes P‘ die Spiegelformein:

OP' = OP+2[PF
OP' = OF + PF
OP' = 2[DF - OP

KF = Koordinatenform, NF = Normalform; PF = Parameterform

Beispiele (Spiegelungen):
a) Es sei F(1]-2|4) der Spiegelpunkt.

1 4 -2
|. Die Punktspiegelung des Punktes P(4|-5|-2) an F fiihrt gemaB: op'=2 pF-0P=2 -2 |-| -5|=| 1
4 -2 10
auf den gespiegelten Punkt P‘(-2|1]10).
) -5 3
Il. Die Punktspiegelung der Gerade g: x =| 5 |+¢ 1 | am Spiegelpunkt F ergibt sich, wenn wir zunachst
-4 1
einen Punkt der Geraden an F spiegeln. Wir nehmen den Punkt A des Stiitzvektors von g und erhalten auf
1 -5 7
Grund von: oA =2 [F-0A=2 -2 |-| 5 |=| -9 | den Bildpunkt A‘(7|-9|12). Der Punkt A’ stellt den
4 -4 12
Stitzvektor der gespiegelten Gerade ¢' dar, die gespiegelte Gerade g° ist zur Geraden g wegen der Punkt-
) 7 3
spiegelung parallel. Somit besitzt die gespiegelte Gerade die Gleichung: g: x =| -9 |+ 1 |
12 1

[ll. Die Ebene E: 4x,—3x2+x3 = 5 in Koordinatenform Iasst sich um den Spiegelpunkt F spiegeln, wenn zu-
nachst ein Punkt der Ebene E an F gespiegelt wird. Wir wahlen dazu einen der Spurpunkte aus, etwa der
Spurpunkt auf der x3-Achse: S3(0|0|5). Der Bildpunkt ist dann:

1 0y (2
0S,=2[0F-0S,=2[-2|-|0|=| -4 | =>Ss'(2I-413),
4)\5) (3

so dass die gespiegelte Ebene E, die wegen der Punkispiegelung parallel zur Ebene E ist, das Aussehen:
E":4x1—3Xp+X3 = 4:2—3:(-4)+3 = 23 => E":4x{—3Xo+X3 = 23

hat.
) 2 2
b) Der Punkt P(2|2|2) soll um die Gerade k: x =| —1 | +¢| 1 | gespiegelt werden.
-1 2

I. Mit Hilfe von LotfuBpunkt- oder Hilfsebenenverfahren ergibt sich der LotfuBpunkt F(4|0]|1) zum Punkt P auf
der Geraden k. Wenden wir z.B. das Hilfsebenenverfahren an, so lautet die zu k senkrechte Hilfsebene Ey
durch P mit dem Richtungsvektor der Geraden als Normalenvektor der Ebene: Ey: 2x1 + Xo + 2x3 = 10. Der
Schnittpunkt von Hilfsebene und Gerade ist der LotfuBpunkt F mit: k -> x;=2+2t, Xo=-1+t, Xz=-1+2t -> Ey:
2(2+2t)+(-1+t)+2(-1+2t)=10 -> t = 1 -> F(4|0|1).

4y (2) (6
II. Der Bildpunkt P* errechnet sich aus: op =2 F-0P =20 |-|2|=| -2 | als: P(6]-2/0).
1) \2) Lo
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k
2 i =0 -5

¢) An der Ebene E: 3x; + 4x, = -20 soll der Punkt P(2|6|3) gespiegelt werden. Die Hilfsgerade h ist die Lotge-
rade zur Ebene durch den Punkt P, hat also den Normalenvektor der Ebene als Richtungsvektor. Es gilt

2 3
damit: h: _x> =| 6 |+ 4 |. Der Schnittpunkt aus Lotgerade h und Ebene E ist der LotfuBpunkt F zum Punkt P
3 0
auf der Ebene E. Es gilt mithin: h -> x;=2+3t, xo=6+4t, x3=3 -> E: 3(2+3t)+4(6+4t)=-20 -> t = -2 -> F(-4]-2|3).
. . i -4 2 -10
Der Bildpunkt P* ergibt sich aus: pp' =2 pF-0oP =2/ -2 |-|6 |=| -10 | als: P(-10]-10[3).
3 3 3
) 1 0
d) Die Gerade g: x =| 0 |+# 2 | schneidet die Ebene E: x, + 2x3 = 8 im Punkt S(1|2|3). Die Gerade soll nun
2 1
an der Ebene gespiegelt werden. Dazu spiegeln wir den wir den Geraden-Stiitzvektor gehdrenden Punkt
) 1 0
P(1]0|2) an der Ebene, indem wir den LotfuBpunkt F als Schnittpunkt der Lotgerade h: x =| 0 |+s| 1 | mit
2 2

der Ebene errechnen:
h->xi=1,X=5,Xx3=2+2s ->E->5+2(2+25) =8 s+4 +45s=8 > 55+4=8=55s=4 & s=0,8->

1 0 1
O_;: 0|+0,81]|=|0,8| -> LotfuBpunkt F(1]|0,8|3,6).
2 2 3,6
Der Bildpunkt P* von P errechnet sich nach der Spiegelformel mit:
1 1 1
OP'=20F-0P=21)08 || 0 |=| 16 | > P(116/52).
3,6 2 5,2

Die Bildgerade g verlauft durch den Schnittpunkt S(1]2|3) und den Bildpunkt P‘(1]1,6|5,2) und genlgt daher
der Geradengleichung:

o ) 1 0
9 x=0S+tSP'=|2 |+ -04 ]|
3 2,2
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Aufgabenblatt: Spiegelungen

1. Spiegle Punkte, Geraden, Ebenen am Ursprung:

-5 3
a) A(5]-4/3), B(-2|5|11), C(-5]-6]-9) b) g:;z 5 |+41
-4 1
. 5 2 -1
C E:-x=|3|+r 3 |+s] 5 d) E: 2xy — 3%, — 5x3 = 11
1 -5 4

2. Fihre eine Punktspiegelung der Punkte, Geraden, Ebenen am Spiegelpunkt F durch:

1 -3
a) P(-3/5]10), F(0|0-3) b) P(2]2]2), F(8]-6]-12) C) g:x=| 2 [+ 2 | F(11214)
-1 1
) 1 3 0
c) E: 2x1 + 3xo — 4x3 = 12, F(2]-2|10) d) g-x=|=2|+s| =1 |+4 =31, F(5]-6]-4)
4 -2 2
3. Spiegle Punkte, Geraden, Ebenen an den Achsen des Koordinatensystems:
a) P(2]-1]-1), x4-Achse b) P(3]-10/-8), xo-Achse
10 13
C) g :; =112 |+ =2 |> Xi-Achse d) E: 4x4 — 5%, + 5%3 = 20, xo-Achse
10 11
) -4 2 -1 R 5 2
€ E:x=| 3 |+r 4 |+s 1 |>Xs-Achse ) E:| x-|2 —1[=0,X-Achse
| -2 4 0 -1
4. Spiegle den Punkt P an der Spiegelgeraden g:
) 0 1 ) -1 2
a) P(4I51-1), ¢.x=|2]+40 b) P(3I-8]-6), ¢ x =| 1|+ 4
1 1 1 -5
) -4 -2 ) 10 0
c) P(0[0I0), ¢.x=| 4 |+ 4 d) P(2I4]-5), g:x=| 0 [+4] 1
6 -4 0 -1
5. Spiegle Punkte, Geraden, Ebenen an den Grundebenen des Koordinatensystems:
a) P(4|1]-1), x4-x5-Ebene b) P(-2|-5|12), x>-x5-Ebene
5 2
c) g: ; =| =3 |+¢ =2 | Xi-X2-Ebene d) E: 3xy — %o — X3 = 9, Xo-X3-Ebene
-3 5
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6. Spiegle den Punkt P an der Spiegelebene E:

a) P(-1]-4|-1), E: x; + 4o — 5x3 = 20 b) P(3|5-5), f. = 11 +r -i +5 (1)
1 0 -1
R 1 1
c) P(4]10]-14), E: 2x; + 5x, —6x3 = 12 d) P(11]-1012), E:| x=| -1 -21=0
0 -2
7. Wie lautet die Spiegelebene E, die den Punkt P auf Q spiegelt?
a) P(4/3]-2), Q(6/8]8) b) P(-4|2|10), Q(-1]-8|-5)

8. Gib einen Spiegelpunkt, eine Spiegelgerade und eine Spiegelebene an, wodurch die Punkte P(4]-3]|-3)
und P‘(-2]|1|5) durch Spiegelung ineinander Gbergehen.

9. Wie lauten die zu E mit Abstand d parallelen Ebenen F; und F»?

-3\ (1 1
a)E:4X1+4X2—7X3=28,d=6 b) EI_;: 1 1+ 11+s0 ,d=10
0 0 2
Lésungen:
o) ACSH3), B2L5111), Csiee):b) . | 3. L[ 2 1 ) E: 2x — 8% 5% = 41
a) AC5I41), BlSH1. 08I0 0) | sl 1[0 p 5l [ s [ B sk =t
4 1 -1) (-5 4
(1) (-3 (9 3 0
22) P'3I-51-16); b) P(14114126)50) > [ |, | o [ Ei2x+ Be—dxs=-965e) o = |0l ||, 5]
9 1 -12] (-2 2
(10 13 (4 -2 1
3a) P/(211):0) PCBF0BY ©) 7|y |y f o [ Evxi—Be-B=20ie) o2 | 4| f Ll
-10)] (-1 1 -2 4

fYE:2X1 —xo—x3=8->E"“2Xy + X2 + X3 = 8.
4. Vorgehensweise: LotfuBpunktverfahren, Hilfsebenenverfahren -> LotfuBpunkt -> Punktspiegelung mit LotfuBBpunkt.
a) F(1|2]2), P(-2|-1|5); b) F(-1/3|1/3|-2/3), P*(-11/3|26/3|14/3); c) F(-4|4|6), P‘(-8|8|12), d) F(10]4,5|-4,5), P*(18|5]-4).

5 2
5a) P‘(4]-1|-1); b) P*(2|-5|12); c) g:;: P I S ;d) BN -3y — X2 —x3 = 9.
3 -5

6. Vorgehensweise: Lotgerade zur Ebene -> LotfuBpunkt -> Punktspiegelung mit LotfuBpunkt. a) F(0|0|-4), P‘(1|4]-9);

b) E: -x1+x2-x3 = 1, F(5|3|-3), P*(7|1|-1); c) F(0|0|-2), P‘(-4]-10|10); d) E: x4-2x-2x3 = 3, F(25/3|-14/3|22/3), P*(17/3]|2/3|38/3).

7. Vorgehensweise: Spiegelebene mit Stitzvektor als Mitte und Normalenvektor zwischen P und P'=Q. a) E: 2x1 + 5x +10x3 =
67,5; b) E: -3xy + 10x2 + 15x3 = 15.

1 0
8. Spiegelpunkt als Mitte F(1|-1]-1), Spiegelgerade k- ; | Zqled 22| Spiegelebene E: 3x1—2x—4x3 = 1.
1 1

9. Vorgehensweise: E: axi+bxa+Cxs = do -> F12: axi+bxa+cxs = do + d-(a?+b?+c?)"’2 (Spiegelung von Fy an Spiegelebene E auf F»
und umgekehrt). @) F1: 4xq + 4x2 — 7x3 = 82, F2: 4xy + 4X2 — 7X3 = -26; b) E: -2X1+2Xo+X3 = 8, F1: -2X1+2%2+X3 = 38,
in -2X1+2X2+X3 =-22.
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Datenblatt: Abstande

Voraussetzung

Abstand

Punkte P(p1|pzlps), Q(q1]02/qs)

E = d(P’Q) = \/(5]1 _p1)2 +(q, _p2)2 +(q; _p3)2

Abstand zwischen zwei Punkten

Voraussetzung Abstand
LotfuBpunktverfahren, Hilfsebenenverfahren ->
Gerade g: _x=_a+t;4 , —> ;tx(éP—;l)
Punkt P(p1|p2lps) d(P.g) =d(P,F) = \PF| bzw.d(P,g)= | |
u
L [or-a)u
mit Feg als LotfuBpunkt und OF = g+ — ]
u l

> > > - -> ->

Geradeng: x =a+tu,h: x =b+tu
gllh

d(g,h) = d(P,g) = d(P,F)
mit Peh und OP = b und Feg als LotfuBpunkt

Abstand zwischen Punkt und Gerade, zwischen parallelen Geraden

Voraussetzung

Ebene E: n,x, + n,x, +n,x; =d (KF),
Punkt P(p1[p2|ps)

Abstand
Hesse‘sche Normalform ->
nOP- d‘
np, tn,p, +n,p, —d
d(P,E) _ — =| 11 21072 303 |
n 1/n12 +1122 +n32

Ebene E: n,x, + n,x, +nyx; =d (KF),

Gerade g: _x =_a+t;/t ,O1lE

d(g,E) =d(P,E)
mit Peg und O_;’ = _a>

Ebenen E: n,x, + n,x, +nyx; =d (KF),

F:imx, +m,x, +myx; =e (KF),E||F

d(F,E) = d(P,E) bzw. d(F.E) = |d _ e

—>

n

—>

m

mit PeF

Geraden g¢: _x =_a+tz;1 , h:
xX=b+tu,
g, h windschief

-> ->

(u,x1,) 0b - a)

d(h,g) = d(h,Ey) = d(P,Ey) bzw. d(g,h) =

-> ->

I/tlxlxt2

->

mit Hilfsebene Ev: (u, X1, ){x— Z} =0, g auf Ey, Peh

Abstand zwischen Punkt und Ebene, zwischen Gerade und Ebene, zwischen parallelen Ebenen,

zwischen windschiefen Geraden

KF = Koordinatenform, NF = Normalform; PF = Parameterform
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Datenblatt: Winkel

Voraussetzung Winkel
Kosinus-Formel ->
Winkel @ zwischen zwei Vektoren > >
-> -> cos @ = alb (spitzer, stumpfer Winkel)
a und b - E.];
a
Schnittwinkel @ zwischen zwei sich - -
schneidenden Geraden uy Lk,
> > -> = spitzer Winkel
J1- x=a1+su1undgz: COS¢ - | -> (p )
- -> -> ul 2
X=axttu-
Schnittwinkel @ zwischen zwei sich -> -
-> > n,Lh,
schneidenden Ebenen E: n1 x =d, cos @ = (spitzer Winkel)
(NF)und Ez: n2 x =d, (NF) n E‘%‘
Winkel zwischen je zwei Vektoren, Geraden, Ebenen
Voraussetzung Winkel
Sinus-Formel ->
Schnittwinkel @ zwischen sich schnei- _>D_v>
> o s u
dender Geraden g: x = a+fu und sin¢ = ;- (spitzer Winkel)
Ebene E: n x =d (NF) u [‘]n

NF = Normalform
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Datenblatt: Vektorielle Beweise

Geometrische Sachverhalte kénnen auch mit Hilfe von Vektoren bewiesen werden. Solche vekto-

riellen Beweise beruhen auf sinnvoll eingesetzten Vektorverknipfungen, dabei spielt das Skalarp-
-2 =2

rodukt und dessen Verschwinden bei Orthogonalitat sowie die Identitdt a = ‘a eine besondere

Rolle, ebenso Geraden- und Ebenenkonstruktionen zur Ermittlung von Teilverhaltnissen. Beim
Nachweis geometrischer Gegebenheiten ist auf Voraussetzungen, Behauptung und Beweis zu
achten.

Beispiele (vektorielle Beweise):

a) Es gilt der Satz des Pythagoras, d.h. in einem rechtwinkligen B
Dreieck mit den Katheten a, b und der Hypotenuse c gilt: a° + b® = .

D —

Den Dreieckseiten a, b, ¢ entsprechen den Vektoren a = BC,

—

l;:A_C:, Z:E mit: ‘a‘ = a,

-

b

- —_

=c,a+tb=c und c

=b, C

; 0 l; . Dann gilt wegen des Skalarprodukts ; DT) =0 und auf Grund

) 2 2_,2 -2 2_,2 -2 )
von d :‘a =a’, b =b| =b* ¢ =|c| =c% -\l
> - - C b A
atb=c =>
-2 - >, =2 - S22 -2 =2 =2
c =(a+b)"=a +2ab+b =a +0+b =a +b =>
d=a+ %
was zu beweisen war.
c
b) D ist der Mittelpunkt der Seitenhalbierenden von AB. Die Gerade
durch A und D schneidet BC in E. In welchem Verhaltnis teilt D die
Strecke AE und E die Seite BC?
Es liegt eine Fragestellung zu Teilverhaltnissen vor. Bei solch einem E
zweidimensionalen geometrischen Problemen fiihren wir alles auf 5
zwei Vektoren, hier auf @ = AB und b = BC zuriick. Dann ist:
—_— 1 —_
AM =—a
2 A M B
sowie:
_— - = -~ -y - - 1({1- - =\ - - 1( 1- =) - - 1- 1=
AD=a+b+—|—a-\a+b||=a+b+—|—a-a-b|=a+b+—|——a-b|=a+b——a——b
2\ 2 2 2 4 2

3- 1-
=—a+—b

4

—

3~ 1=
Wir bestimmen die Gerade durch A und D als: gy: X = Zl(za +5bj und die Gerade durch B und C als:

g X=a +t2b. Der Schnittpunkt E errechnet sich durch Gleichsetzen der beiden Geradengleichungen
als:

tl(ial;;):aws IREF IRy S S
4 2 4 2
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Wegen der linearen Unabhanglgke|t der Vektoren a und b (die Vektoren gehen in verschiedene Richtun-

gen) mussen die Zahlen vor a und b auf der linken und auf der rechten Seite der obigen Gleichung Uber-
einstimmen, also:

3. 1 _ _4 _2
—1, —1,5t1 =1, @0 —5, t, —5

- . 2_,
Somit gilt fir den Schnittpunkt E: AE =a +§b. Dies bedeutet: E teilt die Strecke BC im Verhaltnis

— 4(3- 1-
2: 1—g =2 : 1 2:1. Es gilt weiter fir den Schnittpunkt E: AE = —(—a +—bj, D teilt daher die
3 3 33 314 2
. . 4_3 4
Strecke AE im Verhéltnis: 1 : —=—:— =34
3 33

c¢) Fir eine beliebige Ebene E: ax; + bx, + cx3 = d (mit reellen Zahlen a, b, ¢, d; a, b, ¢ nicht alle gleich 0) ist
der Abstand der Ebene zum Ursprung O(0]0|0) des Xx4-Xo-X3-Koordinatensystems

]
Na® +b* +¢?
ad | bd | cd
a’+b*+c¢? at+b*+c? at+bt+c?

d(E, O) =

und der dem Ursprung nachstgelegene Ebenenpunkt F(

Denn nach der Hesseschen Normalform ist:

mEO)|am+bm+cm d_ |-d  _ d|
’ Na’ +b* +¢’ \/a +b” +c’ \/az+b2+c2
a

s ¢
Weiter verlauft die Ursprungsgerade g: x = ﬁ b | senkrecht zur Ebene E; Richtungsvektor
a +b +c

___4

Na® +b* +c?

[t| = d(E, O) eingesetzt, so ergibt sich als LotfuBpunkt zum Ursprung der Geradenpunkt F:

ad
—d— a a’ +b* +¢’

O_;?: a’+b’+c’ b :L = L
Nar +b? + ¢l a’+b*> +c? a’+b*> +c?

¢ cd

a* +b* +c?

der Geraden ist der Einheitsnormalenvektor der Ebene. Wird in g der Parameter t = mit

S Q

9

ad bd cd
a’+b’>+c? |a2 +b* +¢? la2 +b* +c¢
Punkt F, Ebene E -> Punktprobe ->
. ad b bd ‘e cd _ a’*d +b*d +c*d _ (a> +b* +c*)d _
a’+b’> +c’ a’+b’ +¢* a’+b’ +c’ a’+b’> +c’ a’+b* +¢’
und ist damit der zum Ursprung nachstgelegene Punkt der Ebene.

Der Punkt F(

5 ) liegt auch auf der Ebene E wegen:
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Aufgabenblatt: Vektorielle Beweise

- -

1. Zwei Vektoren a, b stehen senkrecht aufeinander und haben dieselbe Lange

o)

—

b

a‘ = |0| . Dann gilt:

‘a+b

2. Es qilt der Kosinussatz fir beliebige Dreiecke mit den Seitenlédngen a, b, ¢, d.h. es ist:
2=a’+b’+ 2abcos(y).

3. Es gilt der Satz des Thales, d.h.: Liegt Uber einer Strecke AB ein Halbkreis mit Mittelpunkt als Stre-
ckenmitte und befindet sich auf dem Halbkreis ein Punkt C, so ist das Dreieck ABC rechtwinklig mit rechtem
Winkel bei C.

4. Beweise: In einer Raute stehen die Diagonalen senkrecht aufeinander.

5. Beweise: In einem Parallelogramm halbieren sich die Diagonalen.

Lésungen:

1. Es gilt mit den Vektoren a™ = (a; a» as)", b™ = (b1 bz bs)" sowie a”-b™ = ajbs+azbz+asbs = 0 (Orthogonalitat): |a>+b™| =
((ar+b1)*+(ap+b2)?+(as+bs)) 2 = (ar®+2a1b1+b1® + a®+2asb+bo? + s +2a3ba+bs®) " = (ar®+ a+ ag™+ bi+ b+ %)% =
(la”P+b~ ) "2 = (2-]a>)"® = v2-]a™| auf Grund von |a”| = |b™].

2. Die zu den Dreieckseiten a, b, ¢ gehdrenden Vektoren heien: a”, b, ¢™; es gilt wegen des Dreiecks: a”+b™ = ¢, woraus
mit der Definition des Skalarprodukts folgt: ¢® = [¢™? = ¢>? = (a”+b™)? = a™? + 2a™-b™ + b2 = [a”? + 2]a”||b>|cos(y) + 0™ =
a’ + b? + 2abcos(y).

3.Essei:u”=AM” = MB?, v> = MC™ mit [u”| = |v”| =r. Dannist: u™ + v~ =

AC?, - u” + v~ = BC™. Weiter gilt hinsichtlich des Skalarprodukts der Vektoren

der Dreieckseiten AC™, BC™: (
AC”-BC” = (U™ +V7)(- U™ +V7) = -u™2 4 vZ = [ U + [V = - + ¥ = 0, A

so dass die Dreieckseiten AC™, BC™ senkrecht aufeinander stehen. Das

Dreieck ABC im Thaleskreis ist somit rechtwinklig mit rechtem Winkel an der
Ecke C.

4. Es sei das Viereck ABCD eine Raute, also ein Parallelogramm mit gleich D
langen Seiten. Bei zweidimensionalen geometrischen Problemen flihren wir

die Beweissituation auf zwei Vektoren, hier auf a = AB und b = BC mit
—>|

a

—>|

b

(wegen der gleich langen Seiten der Raute) zurlick. Die zwei Vekto-

ren spannen dann das Parallelogramm bzw. die Raute auf. Fiir die Diagonalen
—> - => —>

git: e =a+b und: f =

Diagonalvektoren:

elf :(a+bj[€a—b):a a-bb=

-> -

In der Tat stehen somit die Diagonalen e und f der Raute senkrecht aufei-

nander.

5. Gegeben sind: Parallelogramm ABCD, Seiten a~ = AB”, b” = BC™, Diagonalen. a”+b™ = AC™, b”—a™ = BD™. Die Geraden,

die die Diagonalen beschreiben, heiBen: g: x> = OA™ + r-AC?, h: x> = OB™ + s-BD™. Der Schnittpunkt der beiden Geraden
ermittelt sich durch Gleichsetzen:

OA” +1r-AC” =0B” +s-BD” ® r(@a”+b”) —s(b™a”) =a~ & (r+s)a” + (r-s)b” = 1-a~
Koeffizientenvergleich bei den (linear unabhangigen) Vektoren a”, b~ ergibt das lineare Gleichungssystem:
r+s=1,rs=0®2r=1,r+s=0r=05,r+s=1r=0,5,s=0,5.

Der gemeinsame Schnittpunkt der beiden Geraden liegt damit exakt in der Mitte der Diagonalen zwischen A und C bzw. B und
D; die Diagonalen halbieren sich (r = s = 0,5).

a— b . Wir berechnen das Skalarprodukt der

2 2

—>|

a

—>

b
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Musteraufgaben (ohne Hilfsmittel)

Aufgabe 1:

Lése das lineare Gleichungssystem. Wie lasst sich die Lésung geometrisch deuten?
+2X; - 3Xz+ Xz= 1

- X1+ X+ 2X3=-1

- Xq + 7X3=-2

Aufgabe 2:
Liegen die drei Punkte P(0|1]-2), Q(1]-2]-1) und R(2|-5|0) auf einer Geraden?

Aufgabe 3:
0 -1 0
Bestimme die Spurpunkte der Ebene E: x =| 5 |+r| 4 |+s| 4 | und zeichne die Ebene in ein Koordina-
0 0 -3
tensystem ein!
Aufgabe 4:
1 0
Wie lautet die zur Gerade g: x =| —2 |+t 3 | senkrechte Gerade durch den Punkt P(4]-2|5)? Bestimme
0 -1

den Abstand des Punktes P zur Geraden g.

Aufgabe 5:
Zu den Punkten A(-5|3|6) und A‘(3|-1|10) ist die Spiegelebene zu bestimmen, an der A zu A’ gespiegelt wird.

Lésungen:
1. x1=2+71, xo=1+5t, x3=t -> drei Ebenen schneiden sich in 3.
7 & -
i hni -> .
einer Schnittgeraden gix=|1]+5
0 1

0 1

2. Gerade durch P, Q -> - , Punktprobe
g:x=| 1 |+¢-3
-2 1

Reg (t=2) -> alle Punkte liegen auf Gerade g.
3. E: 12x1+3x2+4x%3 = 15 -> S4(5/4/0|0), S2(0]5]0), S3(0|0|15/4)
4. LotfuBpunktverfahren, Hilfsebenenverfahren -> F(1]-3,5/0,5)
1 3 ° :
> 72| 235+ 15 ,d(P,g) = V31,5. :
0,5 4.5

5. E: 2Xi—Xo+X3 = 5.

43 A
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Aufgabe 6:

9 -9 -9
Bestimme zur Ebene E: x =| 6 |+r| O |+s| —6 | die zur Ebene parallelen Ebenen mit Abstand 3.
0 -2 -6
Aufgabe 7:
0 1 ) -1 3
Wie liegen die Geradeng: x =| 0 |+s| —1|undh: x = O |+¢ —2 | zueinander?
1 1 2 1
Aufgabe 8:
-2 3 3 -3 0
Uberpriife, ob die Gerade g: x =| =9 |+¢| 2 | parallel zur Ebene E: x =|0 |+ 2 |+s| =2 ist. Wie
-3 0 1 2 -1

groB3 ist im Fall der Parallelitét der Abstand zwischen Gerade und Ebene?

Aufgabe 9:
0 1
Untersuche die gegenseitige Lage von Gerade und Ebene mit: g: x =| 2 |[+1¢ 0 |, E: 2x; + 3x2 + 4x3 = 20.
-4 2
Lésungen:

6. E: 2X1+6X2-9X3 =54 -> F1,2: 2X1+6X2-9X3 =54+3-11 -> F1Z 2X1+6X2-9X3 = 21, Fz: 2X1+6X2-9X3 =87.
7. Geraden schneiden sich -> Schnittpunkt S(2]-2|3) (s=2, t=1).

8. Ebene E: 2x1—3%o+6x3 = 12 -> ; _23 —6-6+0=0 " g || E -> d(g,E) = d(P,E) = 1 (Hessesche Normalform, P(-2|-9|-3)).
0 6

9. Schnittpunkt S(3|2|2).

7. 9.
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Aufgabe 10:

Bestimme aus den Punkten A(2|2]-1), B(0|3|-3), C(1]5|3) eine Ebene in Koordinatenform. Welchen Abstand
hat die Ebene vom Koordinatenursprung?

Aufgabe 11:

-> ->

Gegeben sind die Ebene E: [x— p:| D_z =0 und F: _x =a+ ru+s_v . Wie lasst sich feststellen, dass die

Ebenen E und F zueinander parallel, aber nicht identisch sind?

Aufgabe 12:
3 -1
Berechne den Abstand des Punktes P(9]-2|-5) von der Geraden g: x =| =2 [+r| 2
1 2
Aufgabe 13:

Gegeben ist der Punkt P(4|3|2) und die Ebene E: 4x; + 4x, + 2x3 = 5. Der Punkt S(1|-1|2,5) liegt auf der
Ebene. Wie lautet der Punkt Q, der auf der Geraden durch P und S liegt und denselben Abstand von der
Ebene E hat? Wie grof3 ist der Abstand von P bzw. Q zur Ebene E?

Aufgabe 14:
-2 0 -1
Wie lautet die zur Ebene E senkrechte Gerade g durch den Punkt P mit: E: x = 0 |+# 1 |+s 2 | und
-1 2 0
P(0|1]-2)?
Aufgabe 15:
1 0
Bestimme die Schnittgerade der Ebenen E: x = | 0 |+ | 0,6 | und F: 2x4 + 3%, + 5x3 = 60. Wie grof3 ist der
0 1

Schnittwinkel zwischen den beiden Ebenen?

Lésungen:
10. E: 2%y + 2x2 —x3 =9 -> d(O,E) = 3.

-> > -> > -> ->

- ->
1. nlk =0, nlv =0 >E||F; p#a+trh+sl firjedesrs->E#F.

12. LotfuBpunktverfahren, Hilfsebenenverfahren -> F(5[-6|-3) (r=-2) -> d(P,g) = 6.
13. P wird gespiegelt um S -> P* = Q(-2|-5|3); d(P,E) = d(Q,E) = 4,5.

0 -4
14'E:-4X1_2X2+X3=7->g:_x>= U led =2

-2 1

15. E 0,6 0, F -> Schni d B " v
CE:-X2+0,6x3=0, F -> cnlttgeraeg:x: 0l+4 06

0 1

, @ =90°.
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Aufgabe 16:

Lése das lineare Gleichungssystem:
+2X;- 2X:- X3= 5

+ 5%+ 10Xx5 + 2x5 = -7

+7x;1+ 3X:+8x3=-4

Aufgabe 17:
-2 1 0

Wie lautet die zur Ebene E senkrechte Ebene F durch die Gerade g mit: E: _x = 1 |+r/—-1|+s/ 1] und
1 0 2
-1 1
g x=| 1 |+1 2 [|?Wie heiBtdie Schnittgerade der beiden zueinander senkrechten Ebenen?
3 -2

Aufgabe 18:

Stelle dar, wie man bei vorgegebenem Punkt A und vorgegebener Ebene E den Punkt A* erhalt, der durch
Spiegelung des Punktes A an der Ebene E entsteht.

Aufgabe 19:
0 1
Spiegle den Punkt R(-3|0|6) an der Geradeng: x=| 1 [+ 1.
-1 1
Aufgabe 20:

Berechne die Schnittgerade der Ebenen E: -x; + X2 + 2X3 = 4 und F: 2x; — xo — 3x3 = 0.

Aufgabe 21:

Lése das lineare Gleichungssystem:
+2X; - 2X: +3X3= 5

+ 1x; + 3xz - 2X3 = -1

-3x; - 1x: - 1x3=-4

Wie lasst sich das Gleichungssystem geometrisch interpretieren?

Lésungen:
-1 1 -2
16. X1 =1, X2 =%X3=-1./17. E: -2X; — 2X2 + X3 = 3 -> Ebene F: ;: 1 1+4 2 [+ul -2 LE->F:-2¢1 + 3% + 2x3 = 11 ->
3 -2 1
=31 0,7
Schnittgerade k- ; = 16 l+d —02 | / 18. Lotgerade h durch Punkt A senkrecht zur Ebene E -> LotfuBpunkt F als Schnitt-
0 1

punkt zwischen Lotgeraden und Ebene -> Bildpunkt A* mit OA'=2[DF - OA 0.4./19. LotfuBpunktverfahren, Hilfsebenenverfah-
ren -> FuBpunkt F(1|2]0), gespiegelter Punkt R‘(5]4|-6). / 20. Lineares Gleichungssystem mit xs = t -> Schnittgerade: g:

4 1
-x> “lgled =1l / 21. Lésungen: xs = t, x; = 1.625 - 0.625t, x> = -0.875 + 0.875t ergeben die Schnittgerade

0 1
1.625 -0.625 _
g: -x>: _0875 |+1 0875 | VO" drei Ebenen.
0 1
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Aufgabe 22:
Welche Punkte haben von der Ebene E: 4x; — 2x, — 4x3 = 9 den Abstand 37

Aufgabe 23:
1 1 0
Berechne die Schnittgerade der Ebenen E: 3xy + 4x3 =12 und F: x=|1 |+l —1|+s| —1| und stelle sie
0 0 3
grafisch im Koordinatensystem dar.
Aufgabe 24:
1 -1
Weise nach, dass Gerade g: x =| 4 |+¢ 5 und Ebene E: 2x; — 10x, + 11x3 = 110 senkrecht aufei-
-7 -5,5

nander stehen. Wo schneiden sich Gerade und Ebene? Spiegle den Punkt R(1|4|-7) an der Ebene.

Aufgabe 25:

Welche Punkte auf der x3-Achse des Koordinatensystems haben den Abstand 5 von der Ebene
E: 4xq + X5 + 8x3 = 357

Aufgabe 26:

Die Punkte P(2|-6|4) und P‘(5|3]-8) gehen durch Spiegelung an einer Spiegelebene ineinander Uber. Weise
7 -3 4

nach, dass die Ebene E: x =| 0 |+# 1 |+ s| O | diese Spiegelebene ist.
0 0 1

Lésungen:

22. Lange des Normalenvektors: ,Z_ = ¢ Abstand d = 3, paral- 23. .

lele Ebenen: Fi2: 4x1 —2xo —4x3 =9 £ 3:6 ->
F1Z 4X1 - 2X2 - 4X3 = 27, Fz: 4X1 - 2X2 - 4X3 =-9.

23. Ebenen E: 3x1 + 4x3 = 12, F: 3xy + 3x2 +X3 = 6 -> Schnittge-

(4 -4
rade g: o=l =21+ 3 |
0 3

24. (2-10 11)T = 2:(-1 5 5,5)" -> g-LE; Schnittpunkt S(3|-6]4);
Reg, also: OR' = 0S+ RS, also: R'(5|-16/15).

25. xs-Achse als g: >
X =t
1

0
OJ -> Punkt P(0|0|t), Hessesche

Normalform: M =5 o |8 =34 =45 < t=10, t=-1,25, Punkte
T

P1(0]0[10), P2(0[0]-1,25).
26. Ebene E: x; + 3%z — 4%s = 7, Mitte M(3,5/1,5|-2)€E,

PP =30k, -
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Aufgabe 27:
-3 -1 1
a) Zeige, dass die Ebenen E: 14x; + 2xo + 6x3 = 18 und F: _x> =|—=11|+rl 1 |+s| 2 | parallel zueinander
2 2 -3
liegen.
b) Stelle eine Gleichung der Ebene G auf, deren Punkte denselben Abstand zu den Ebenen E und F haben.

Aufgabe 28:

Wie lautet eine Gleichung der Ebene G, die senkrecht zu den Ebenen E: 2x; — 3x3 = 5 und F: 4%, + x3 = -2
liegt und den Punkt P(-1]-5|2) enthalt?

Aufgabe 29:
1 2
a) Zu der Geraden g: x =| 1 [+ r] —2 | und der Ebene E: x; — 2x, + 4x3 = 4 ist eine zur Gerade g senk-
-2 -3

rechte und zur Ebene E parallele Gerade h zu bestimmen, die die Gerade g im Punkt P(5]-3|-8) schneidet.

b) Lasst sich eine solche Gerade h auch im Fall der Parallelitat bzw. der Orthogonalitdt von Gerade g und
Ebene E konstruieren?

Aufgabe 30:
a) Erganze das Dreieck ABC mit den Ecken A(2|1]-1), B(5|-4]|0), C(-3|-2|0) zu einem Parallelogramm.

b) Das Parallelogramm ABCD ist die Grundflache einer Pyramide mit Spitze S(0|0|8). Berechne das Volu-
men dieser Pyramide exakt.

Aufgabe 31:

Gegeben sind die Ebenen E: 2x; + X2 + X3 = 4 und F: xy — 2x, — X3 = 6 sowie weiter die Ebenenschar
Ga: X4 + 3Xo + 2X3 = 2(a2-5), a reell. Fir welche Zahlen a, schneiden sich die drei Ebenen in einer Schnittge-
raden?

Lésungen:

27. a) Skalarprodukte aus Normalenvektor von E und jeweiligem Spannvektor von F sind gleich 0 -> E || F;
b) E: 7x1 + X2 + 33 =9, F: 7X1 + X2 + 3x3 = -16 -> G: 7x1 + X2 + 3x3 = (9-16)/2 = -3,5 als Mittelebene.

28. Normalenvektor von G als Kreuzprodukt der Normalenvektoren von E und F, Punktprobe -> G: 6x1 — X2 + 4X3 = 7.
29. a) Richtungsvektor von h als Kreuzprodukt von Normalenvektor von E und Richtungsvektor von g, P als Stlitzvektor von h ->

5 12
h: _x> =| =3 |+s| 9 |;b)gll E->es gibteine Gerade h, gLh -> es gibt unendlich viele Geraden h.
-8 2

30. a) Dreieck ABC -> Ecke D(-6|3|-1) -> Parallelogramm ABCD; b) Parallelogramm ABCD als Grundfléche, Spitze S(0|0|8) ->
Spatprodukt -> Pyramidenvolumen V = |(AB”xAD™)-AS™|/3 = 98 VE.

31. Ebenen E, F, G, -> lineares Gleichungssystem -> GauB3-Verfahren -> Endtableau:

X1 |X2 |X3

2 1 1 4

0 -5 -3 8

0 0 0 42> - 16

-> gemeinsame Schnittgerade, wenn 4a®~16 =0 & 4a® =16 <& a®=4 & a = +2.
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Aufgabe 32:

5 2
a) Zeige, dass sich die Gerade g: x =| 1 |+¢ 1 | und die Ebene E: 2x; — X2 + X3 = 3 im Punkt S(-1|-2|3)
0 -1

schneiden.
b) Fihre eine Spiegelung der Geraden g um die Spiegelebene E durch.

Aufgabe 33:
1 b

Zur Gerade g: x =| 2 |+t —b | und Ebene E: -8x; + X2 + 4x3 = 23 sind die Werte von a und b so zu be-
a 3

stimmen, dass Gerade und Ebene parallel liegen und der Abstand zwischen Gerade und Ebene 5 LE be-
tragt.

Aufgabe 34:

Ein gerader Kegel besitzt mit M(2|1|3) den Mittelpunkt der Grundflache, mit S(2|-5|11) die Kegelspitze; der
Punkt P(2|56) liegt auf dem Kreisrand der Grundflache.

a) Bestimme eine Gleichung der Ebene, in der die Kegelgrundflache liegt.
b) Berechne das Volumen des Kegels exakt.

Aufgabe 35:
2 4

Gegeben ist die Gerade g: x =| 1 |+¢ —3 | und der Punkt P(-2|43).
-3 0

a) Weise nach, dass der Abstand zwischen Punkt und Gerade 6 LE betragt.

b) Der Punkt P bildet zusammen mit den Punkten Q und R auf der Geraden g ein Dreieck mit dem Fléachen-
inhalt 30 FE. Gib zwei mdgliche Punkte Q und R an.

Lésungen:

32. a) Punktproben -> Seg (t=-3), SeE; b) Spiegelung von P(5|1|0)eg an E Uber LotfuBpunkt F(3|-2|-1)eE nach Bildpunkt
-1 2

P‘(1|3]-2) -> Bildgerade g': '; =l =2 |+4 5
3 -5

33. g || E -> Skalarprodukt von Normalen- und Richtungsvektor gleich 0 -> -8b —b +36 = 0 < 36 = 9b < b = 4; Hessesche
Normalform mit Geradenpunkt P(1|2]|a) -> d(g, E) = 5 = |-8+2+4a-23|/9 & 45 = |[4a-29| < 4a-29 = 145 & 4a = 29445 &
a=185a=-4.

34. a) Kegelgrundflache auf Ebene E: -6x2 + 8x3 = 0; b) r = [MP>| =5 LE, h = [MS™| = 10 LE -> Kegelvolumen V = 1-52.-10/3 =
25011/3 VE.

35. a) Hilfsebenenverfahren -> LotfuBpunkt F(-2|4|-3) (t=-1) -> Abstand d(P,g) = 6 LE; b) Gerade g mit Richtungsvektor u™ bei
u”]=5:t=0->Q(2[1]-3), t = 2 -> R(10]-5|-3) mit Flacheninhalt des Dreiecks PQR als A = 10-6/2 = 30 FE.

Michael Buhlmann, Vektorrechnung fiir Schiiler und Abiturienten 59



Musteraufgaben (mit Hilfsmitteln)

Aufgabe 1:
2 2
Die Punkte A(2]-4|1), B(8J-1]1), C(4|1|5) legen eine Ebene E fest. Mit g: _x>= 2 |+rl =21,
-9 1
2 2
h: _x>= 2 |+s| —2 | sind weiter zwei Geraden gegeben.
-9 -1

a) Wo schneiden sich die Geraden g und h?

b) Berechne den Schnittpunkt S zwischen der Ebene E und der Geraden g.

c¢) Bestimme die Geradenpunkte P, Q auf g, die einen Abstand von 9 LE vom Schnittpunkt S haben.

d) Die Schnittpunkte der Ebene E mit den Achsen bilden zusammen mit dem Ursprung des Koordinatensys-
tems eine Dreieckspyramide. Berechne das Volumen der Pyramide.

2+b 2a
e) Fur alle reellen a, b lautet die Gerade: k: x =| § +¢ 2 —a |. Fir welches a sind die Geraden h und
b 2

k parallel? Fiir welches b sind die Geraden h und k identisch?

Aufgabe 2:
3 1 2 1

> >

Gegeben sind die Gerade g: _x =| =7 |+ s| —4 | und die Geradenschar hy: _x =|-3|+1 a

7 8 -1 2a -2
Wie lautet der Schnittpunkt zwischen der Gerade g und der Gerade h;?
Zeige, dass die Gerade g mit allen Geraden h, genau einen gemeinsamen Punkt hat.

Fir welches a steht die Gerade h, senkrecht zur Gerade g?

a
b
c
d) Weise nach: Es gibt eine Ebene E, in der alle Geraden h, liegen.

_— —

Aufgabe 3:
Gegeben sind die Punkte A(1]1]-2), B(3|-1]|1), C(3|2|3), D«(3+2k|-1-5k]|1+k), k#O0.
a) Zeige, dass jeder Punkt Dy in der durch A, B, C festgelegten Ebene liegt.
Zeige, dass alle Punkte Dy eine Gerade g bilden. Wie lautet die Geradengleichung von g?

b)
c¢) Fir welches k ist das Viereck ABCDy ein Parallelogramm?
d) Far welches k hat das Viereck ABCDy den kleinsten Umfang?

Lésungen:

1a) S(2]2]9), b) E: x; — 2% + 2xs = 12, S(10]-6]-5) (r=4), c) P(4|0]-12), Q(16|-12]-6), d) Spurpunkte S:(12]0/0), S2(0|-6/0),
S5(0/0J6), Grundflache G = 36 FE, Héhe h=6 LE, Volumen V = 216/3 VE, e) a=-2, b=-6.

2 1 0
2a), b) S(21-3]-1), ¢) a=5/4, d) E: . _| _3|4/ 0 |44 1| (Mitu=ta).
-1 -2 2
3 2

L >

3a) Punktprobe, b) g v =l=1l+x =51 c) k=-1, d) k=-0,5 mit U=13,2.
1 1
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Aufgabe 4:

. 0 1 . 0 0
Gegeben sind die Geraden gi: x =| 0 |+s/0|undgo: x =|1|+1] 1
1 0 4 0

a) Zeige: Die Geraden g4 und g, sind windschief.

b) Bestimme den Abstand der beiden Geraden g; und g, zueinander und die Punkte auf den Geraden, die
den geringsten Abstand zueinander haben.

¢) Durch den Punkt P(4|4]4) ist eine Gerade h so zu bestimmen, dass sie die Gerade g, senkrecht schneidet.
d) Charakterisiere die Lage der Gerade h im Koordinatensystem. Welchen Abstand hat die Gerade vom
Ursprung O des Koordinatensystems, welcher Geradenpunkt liegt dem Ursprung am néchsten?

0 -2
e) Berechne die Schnittpunkte der Gerade k: x =| —1 |+ r| 2,5 | mit den Geraden g, und h. Die drei Gera-
4 0

den g», h und k bilden ein Dreieck. Bestimme den Flédcheninhalt dieses Dreiecks.

Lésungen:

4a) Richtungsvektoren keine Vielfache voneinander, kein Schnittpunkt -> Geraden windschief; b) G1(0]0|1), G2(0|0|4), d(g1,92) =
4 -4

h:;:é;’+u[_’z>4: 4 |+ul O +d)
4 0

(t=1); e) Schnittpunkte B(0|-1]4) (r=0, t=-2), C(-4|4|4) (r=2, u=2), A(0|4|4) -> Dreieck ABC rechtwinklig -> Ay = 10 FE.

4b) 4e)

d(G1,G2) = 3; ¢) LotfuBpunkt F(0]4|4) auf g» (1=3) -> h || xi-Achse, d(h,0) = 4V2, A(0|4|4)
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Aufgabe 5:

0 -2 -2 1
Gegeben sind die Geraden g und h durch: g: x =3 |+s| 2 |, h: x=| 2 |+t —1| sowie der Punkt
1 1 -1 4

P(-3/5/3).

a) Der Punkt P und die Gerade g legen eine Ebene E fest. Bestimme eine Koordinatengleichung von E.

b) Bestimme den Schnittpunkt der Gerade h mit der Ebene E. Wie grof3 ist der Winkel, unter dem die Gerade
h die Ebene E schneidet?

c) Die Gerade h wird an der Ebene E gespiegelt. Bestimme eine Gleichung der Bildgeraden.

d) Zeige, dass die Geraden g und h windschief sind. Bestimme den Abstand von g und h.

Lésungen:
. 0 -2 -3
5a) Gerade g, Punkt P -> Ebene E: x=|3|+pl 2 |+4 2 | E: 2X1 + X2 + 2x3 = 5; b) Schnittpunkt S(-1|1|3) (t=1),
1 1 2
-1 -3
Schnittwinkel ¢=45°; ¢) Spiegelung des Punktes P(0|0|7)eh (t=2) an E -> P‘(-4]-2|3) -> h": _x> =1 |+A -3 d) Richtungsvek-

3 0
toren keine Vielfache voneinander, kein Schnittpunkt -> Geraden windschief -> d(g.h) = 3/+2.
5b) 5C)
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Aufgabe 6:

Gegeben ist eine im Koordinatenursprung ruhende quadratische S&aule mit LAnge und Breite von 8 m und

einer H6he von 18 m. Vor dem Quader steht im Punkt P(18|4|0) ein Stab mit H6he 8, der, von einer fiktiven

Sonne angestrahlt, einen Schatten auf Boden und Quader wirft. Die Sonnenstrahlen kommen dabei aus der
-10

Richtung | 1 |. Berechne die Lange des Schattens auf Boden und Quader. (Zeichnung!)

-2

Aufgabe 7:

Die Punkte A(4|1]0), B(2|5]0) und C(-2|3|0) bilden ein Dreieck auf der x;-x,-Ebene. Zudem sei der Punkt
S(1]|2|10) gegeben, der mit dem Dreieck eine Dreieckspyramide bildet.

a) Zeige, dass das Dreieck rechtwinklig ist.

b) Zeichne die Pyramide in ein Koordinatensystem.

c) Bestimme den Winkel zwischen den Mantelflachen ABS und BCS.
d) Bestimme den Flacheninhalt der Mantelflache ACS.

e) Berechne das Volumen der Dreieckspyramide.

Aufgabe 8:
. 2 0 . 2 0 ) 2 -2
Vom Punkt S(2|4|8) gehen die drei Geraden g1: x =4 |+r[ 0,020 x=|4|+s| 2,03 x=|4|+1 O
8 1 8 1 8 1
aus.

a) Berechne die Punkte A, B, C, in denen die Geraden die x;-x,-Ebene schneiden.
b) Zeige, dass die Gerade gy senkrecht auf der x;-xo-Ebene steht und dass das Dreieck ABC rechtwinklig ist.
c) Berechne das Volumen der Dreieckspyramide ABCS.

Lésungen:

6. Quader: A(8]0|0), B(8]8|0), C(0|8]0), D(0|0|0), E(8|0|18), F(8|8|18), G(0|8|18), H(0|0|18), Stab: P(18|4|0), Q(18|4|8), Schatten
durch die Punkte: P, S1(8/5|0), S»(8|5/4), Schattenlange | = 14,05 LE.

7a) Rechter Winkel bei B; c) ; d) Flache = 33,166 FE, e) V = 33,33 VE.

8a) Spurpunkte A(2]4|0), B(2]-12]0), C(18]4|0); b) gi-Lx:-xo-Ebene, rechter Winkel bei A; ¢) G = 16-16/2 = 128 FE, V = 128-8/3 =
341 1/3 VE.
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Aufgabe 9:

a) Zeige, dass das Dreieck ABD mit A(2|4|-1), B(4|3]-3) und D(0|3|1) gleichschenklig ist, und ergénze das
Dreieck zur Raute ABCD.

b) Wie lautet die Gleichung der Ebene, in der die Raute liegt?

c¢) Die Raute ABCD ist die Grundflache einer Pyramide mit Spitze S(8|3|5). Zeige, dass der Vektor zwischen
Rautenmitte und Spitze senkrecht auf der Ebene steht, in der die Raute liegt. Berechne das Volumen der
Pyramide.

d) Wie groB ist die Seitenkante der Pyramide? Berechne den Winkel zwischen Seitenkante und Pyramiden-
grundflache.

Aufgabe 10:

Gegeben sei der (im Koordinatenursprung ruhende) Quader ABCDEFGH mit Lange 4, Breite 8 und Héhe 16
und D als Koordinatenursprung.

a) Zeichne den Quader in ein Koordinatensystem.

b) Bestimme den Mittelpunkt M des Quaders und die Gleichung g der Raumdiagonalen durch A und G.

¢) Bestimme die Ebene E, die senkrecht zur Raumdiagonalen durch den Punkt M geht.

d) Wo schneidet die Ebene E die Kanten des Quaders?

e) Unter welchem Winkel schneidet die Ebene die Kanten des Quaders?

f) Wie groB3 sind die Abstande zwischen dem Mittelpunkt M und den Kantenschnittpunkten?

Aufgabe 11:
Die Ebene E: x; + X2 + 2x3 = 8 mit x3 = 0 erhebt sich als Hang Uber der x;-xo-Grundebene. Vor dem Hang
steht ein senkrechter Mast im Punkt H(6|4|0), der eine Héhe von 8 aufweist.

a) Zeichne Hang und Sendemast in ein Koordinatensystem ein! Wie groB3 ist der Neigungswinkel des Hangs
gegenlber der Grundebene?
b) Der Mast wird auf halber Héhe senkrecht mit einem Seil am Hang verankert. Wo muss das Seil auf dem
Hang befestigt werden und wie lang ist das Seil?
-3
c) Die Sonne bescheint aus der Richtung _v> =| —1 | Mast, Grundebene und Hang? Wie lang ist der Schat-
-4
ten, den der Mast auf Hang und Grundebene wirft?

d) Der Mast knickt auf Grund &uBerer Einwirkung im Punkt K(6|4|k) um. Die Mastspitze kommt auf dem
Hang im Punkt R(4]0|2) zu liegen. In welcher Héhe ist der Mast abgeknickt?

Lésungen:
9a) C(2|2|-1), Raute ABCD:; b) E: x1+x3 = 1; ¢) M(2|3|-1),
MS || n, .V =16 VE.

11a) ¢=35,26°, b) FuBpunkt F(4l|2l|2) , Seillange
31733

| = 4,08 LE, c) Schatten durch die Punkte: H(6|4|0),
U(4,5]3,5|0), T(1,5|2,5|2), Schattenlange | = 5,32 LE, d)
Knickpunkt K(6|4|k) mit k=10/3, Lange des umgeknickten
Mastteils | = 14/3 LE.
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Aufgabe 12:
Zwei Flugzeuge F; und F, befinden sich zum Zeitpunkt t = 0 (in Minuten) an den Punkten P(2|2|8) bzw.

3 2
Q(6/4|0) (Koordinaten in Kilometern; Q: Flughafen) und bewegen sich von da in Richtung | 4 | bzw. | o
0 1

gleiche Zeiteinheiten t in Minuten).

(
a) Wie lauten die Flugbahnen der beiden Flugzeuge?

b) Wie weit sind die Flugzeuge beim Start des Flugzeugs F» voneinander entfernt?

¢) Unter welchem Steigungswinkel startet das Flugzeug F, vom Flughafen?

d) Wie hoch ist die Geschwindigkeit der Flugzeuge (in km/h)?

e) Bestimme die kirzeste Entfernung zwischen den Flugbahnen. Wann sind sich die Flugzeuge am néach-
sten und wie groB3 ist dann ihre Entfernung?

f) Flugzeug F; durchfliegt eine Wolkenbank, die von zwei parallelen Ebenen mit Abstand 20 km begrenzt
wird. Die Gleichung der zunachst vom Flugzeug erreichten Ebene lautet: E: 6x; + 8x, = 150. Wann und wo
erreicht und verlasst das Flugzeug die Wolkenbank, wie lange hélt es sich in der Wolkenbank auf?

g) Ein Ballon B startet bei Windstille vom Punkt R(10]0]|0) mit einer Steiggeschwindigkeit von 4 m/s aus. Bei
welchem Startzeitpunkt des Ballons kommt es zu einer Kollision mit dem Flugzeug F,?

Aufgabe 13:
Gegeben sei das Ebenenbischel E;: ax; + 4x, = 16, aeR.

a) Zeichne die Ebenen Ey und E; in ein Koordinatensystem und kennzeichne die Schnittgerade beider Ebe-
nen.

b) Bestimme die Gerade g, in der sich alle Ebenen des Ebenenblischels schneiden. Was ist die besondere
Lage der Schnittgerade?

c) Die Ebene E,, die Gerade g sowie die Spurgerade zwischen Ebene E, und x;-x3-Ebene legen oberhalb
der x4-xo-Ebene ein Dreiecksprisma mit dem Volumen 144 VE fest. Wie hoch ist das Prisma? Durch welche
Ecken ist das Prisma ABCDEF begrenzt?

Lésungen:
) 2 3 ) 6 2 N . 3
12a) Flugzeugbahnen: F: Tzl l+dal Fo: T=laled -2 ; b) PQ| = 9,17 km; ¢) sin(@) = 1/3 => ¢ = 19,5°,d) vy = 4l =
8 0 0 1 0

2
5 km/min = 300 km/h, vo = | = 3 km/min = 180 km/h; e) F4, F2 windschief -> d(F1,F2) = 8,21 km; f) Wolkenbank -> Ebenen

1
E, F: 6x1+8xz = 350 -> Schnittpunkte S1(9,32]11,76|8) (t = 2,44), S»(21,32]27,76(8) (t = 6,44) -> 4 min Aufenthalt in der Wolken-

10 0
bank; g) Windstille (senkrechter Aufstieg), Geschwindigkeit (4 m/s = 0,24 km/min) -> Ballongerade: B: ; =lol+sd 0 I’
0 0,24

BNF2 -> Schnittpunkt S(10]0|2) (s = 8 1/3, t = 2) -> Kaollision zwischen Ballon und Flugzeug erfolgt, wenn Ballon 8 1/3 -2 =
6 1/3 Minuten vor Flugzeug startet.

13b) Schnitigerade g: > || xs-Achse, c) h = 9 LE, A(8|0/0), B(0]4]0), C(0/0]0), D(8|0|9), E(0]4|9), F(0[0[9).

=14|+10
0 1
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Aufgabe 14:

a) Auf welche Art und Weise l&sst sich der Abstand zwischen einer Geraden g und einem nicht auf der Ge-
raden liegenden Punkt P bestimmen?

5 0

b) Fihre das beschriebene Verfahren fir die Gerade g: x =| 12 |+ —7 | und den Punkt P(-7|-21]-4)
-8 6

durch.

Lésung:

- - - a u
> > > s 1 - 1

14a) Wir setzen voraus: g: x = g+t u mit: 0_;‘ —4= a, |" u=|u, | PPilPelps).

a, U,
1. Méglichkeit (LotfuBpunktverfahren): Schritt 1: Wir suchen den FuBpunkt oder Lotpunkt F der Senkrechten von P auf g ver-

-> - > -> -> - - -

-> -> > > ->
moge der Beziehungen: OF = a+t, u , PF =a+t, u—OP und u[PF =0 (u [ PF ). Es folgt:

-> - - -

ulPF =0 & [ﬁ_a +1,u- O_P) =0 @ (") ui(as + tou1) + uz( @z + touz) + us(as + tous) = U1P1 + U2P2 + U3Ps.

-> -> ->

Zur Lésung t=to von (*) gehdrt dann der FuBpunkt F mit: OF = a+¢, u . Schritt 2: Der Abstand d(P,g) ist die Lénge des Vek-

tors zwischen P und F, also: d(P,g) = d(P,F) = };;7 .

2. Méglichkeit (Hilfsebenenverfahren): Schritt 1: Wir erzeugen eine Hilfsebene Ey, die senkrecht zur Geraden g steht und durch
- > - >
den Punkt P geht, also: Ex: u x = u OP . Schritt 2: Wir lassen Hilfsebene Ey und Gerade g schneiden, der Schnittpunkt F ist

-> -> ->
der LotfuBpunkt der Senkrechten von P auf g. Aus g: x = a+ ¢ u folgt dabei: x1 = a1 + tus, X2 = @z + tuz, X3 = az + tuz und aus
dem Einsetzen von x1, Xz, X3 in die Ebenengleichung von Ey ergibt sich die nach t auflésbare Gleichung (*):

U1(a1 + tU1) + U2( az + tUz) + u3(a3 + tU3) = U1P1 + U2P2 + U3pP3

Zur Lésung t=ty von (*) gehdrt dann der FuBpunkt F mit: 0_; = _a>+ t, _u> . Schritt 3: Der Abstand d(P,g) ist die Lange des Vektors

zwischen P und F, also: d(P,g) = d(P,F) = };;;

3. Méglichkeit: Schritt 1: Wir betrachten das Kreuzprodukt des Differenzvektors AP von Punkt P und Stltzvektor A der Gera-

den g und des Richtungsvektors der Geraden g, also: ;,x(O_P— a)- Der Betrag des Kreuzprodukts ist dann:

;x(ap_;j qx;p_‘a

dukts entspricht damit der Fldche A des durch i und OP— a aufgespannten Parallelogramms. Schritt 2: Die H6he dieses
-> -> ->
ux (OP— aj

->

[%in g Mit dem Winkel a zwischen den Vektoren u und OP— a . Der Betrag des Kreuzpro-

—> ->

u

Parallelogramms ist der Abstand des Punktes P von der Geraden g, also: d(P,g). lll. Es folgt mit: A = und

R ;x((fp_ 5] ;m;ﬁ
uX[OP—a)

MT
eine allgemeine Formel fur die Berechnung des Abstandes zwischen Punkt und Geraden.
b) LotfuBpunktverfahren, Hilfsebenebenenverfahren, Kreuzproduktformel -> FuBpunkt F(5|-9|10) (t=3) -> d(P,g) = d(P,F) = 22.

A= = -

%[d(P,g) < d(P.g) =

;‘ ©(P,g) durch Gleichsetzen und Umformen:
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Aufgabe 15:
Eine Pyramide hat als Grundflache das Dreieck OAB mit O(0|0|0) als Koordinatenursprung und den weiteren

0 1
Ecken A(4]0]0), B(0]8|0). Die Spitze S der Pyramide liegt auf der Geradeng: x =| 0 |+¢ 2
6 -1

a) Zeichne fir den Geradenparameter t = -1 die Pyramide OABS in ein geeignetes X;-xo-xz-Koordinaten-
system. Berechne den Rauminhalt dieser Pyramide.

b) Es sei Vp = 24 VE das Volumen der Pyramide OABS. Bestimme die Spitze der Pyramide, die auf der Ge-
raden g liegt.

¢) Berechne Volumen und Oberflacheninhalt der Pyramide OABS, wenn die Seitenflichen OAS und OBS
senkrecht aufeinander stehen.

d) Es sei t = 3. Bestimme fir die Pyramide OABS den Abstand der Geraden durch die Ecken O und S von
der Geraden durch die Ecken A und B.

e) Es sei t = 1. Berechne fir die Pyramide OABS den Abstand der Pyramidenseitenflache mit den Ecken A,
B, S von der gegenlberliegenden Pyramidenecke.

Lésung:

a) t=-1 -> S(-2|-1|7) -> Zeichnung; b) Grundflache G = 4-8/2 = 16 FE, Volumen Vp = 24 VE = Gh/3 = 16h/3 ->h =4,5 ->
0 =6

g: X3 =6-t=4,5->t=1,5-> Pyramidenspitze S(1,5|3|4,5); c) Normalenvektoren Mo =| 1~ 6| Nogs =| O ->
2t t

Skalarprodukt der Normalenvektoren -> t = 0 -> Pyramidenspitze S(0|0|6) -> Pyramidenvolumen Vp = 32 VE, Pyramidenoberfla-
cheninhalt Op = 16 + 12 + 24 + 31,24 = 83,24 FE; d) Pyramidenspitze S(3|6|3) -> windschiefe Geraden gos, gas -> d(gos, gas) =
1,746 LE; e) Pyramidenspitze S(1|2|5) -> Punkte A, B, S -> Ebene E: 10x1 + 5x> + 4x3 = 40 -> Abstand d(E, O) = 40/V141 = 3,37
LE.

t=-1,1=1,5, t=0, t=3, t=1 -> Pyramide OABS:
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Aufgabe 16:

Der quadratische Pyramidenstumpf ABCDEFGH mit den Ecken A(4|-4|0), B(4|4|0), C(-4|4|0), D(-4|-4|0),
E(3]-3]2), F(3|3|2), G(-3]3|2), H(-3]|-3|2) ist Teil der quadratischen Pyramide ABCDS.

a) Bestimme die Spitze S der Pyramide, die den Pyramidenstumpf enthalt.

b) Berechne das Verhéltnis, in dem die Rauminhalte von Pyramidenstumpf und Pyramide zueinander ste-
hen. Berechne das Volumen des Pyramidenstumpfs.

Lésung:

16a) Die Spitze S der den Pyramidenstumpf umfassenden quadratischen Pyramide ABCDS ist der Schnittpunkt von zwei Gera-
4 -1

= =4 |+l 1 ]
0 2

den g, h durch die Ecken A und E bzw. B und F. Mit A(41-4{0), E(3-3[2), B(4}4{0), F(3]32) folgt: g:

4 -1
h: _x> =| 4 |+ 5| —1 |- Gleichsetzen der Geradengleichungen fihrt auf den Schnittpunkt S(0|0|8) als Pyramidenspitze.

0 2

b) Betrachten wir nach a) die Gerade g, dann gehdren zu den Ecken des Pyramidenstumpfes A und E die Parameter r=0 und

r=1, zur Pyramidenspitze S der Parameter r=4. Der Vektor ;5 wird also im Verhaltnis l . E

44

quadratischen Pyramide ABCDS, Verars das Volumen der quadratischen Pyramide EFGHS, so muss daher gemaf den Strah-
3

lensatzen der Geometrie gelten: Verghs = [3j [Vascps, woraus als Rauminhalt Ves; des Pyramidenstumpfes folgt: Vpst =

geteilt. Ist Vascps das Volumen der

4

3 3
Vascps — VergHs = Vascos — [3j [Yascos = [1 _ (3J ] Yascos. Das Verhaltnis der Rauminhalte von Pyramidenstumpf zu Py-
4

3 3
1- Z ABCDS 3
ramide ist mithin: Vs _ —q- (}j _1-27 _37. Die Volumina von Pyramidenstumpf und Pyramide ver-

VABCDS VABCDS 4 64 64
halten sich also wie: 37:64. Das Volumen Vagcps der quadratischen Pyramide ABCDS kdénnen wir mit Hilfe des Spatprodukts
i 1| - - - 1 0 N 4 1 0 ~ 1 12 ilt fi
ermitteln als: Vagcos = 1 (ABx AD)TAS| = 1| | 8 |x| 0 4 121 o P _ 512 VE. Nach b) gilt fir das
3 3 3 3 3
0 0 8 64 8

Volumen_des_Pyramidenstumpfs: Vps; = 3 Vascos = :ﬂ 12 :% VE.

64 64 3 3
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Aufgabe 17:

-> -> -> -> ->
Beweise: Flr den Abstand zwischen einer Geraden g: x = a+1 u mit Stitzvektor a = OA und Richtungs-

->

vektor u (in Parameterform) und einem (nicht auf der Geraden liegenden) Punkt P gilt die Abstandsformel:

;x(ap_;j
d(P,g) = =

=3

ux AP

Verwende dazu die folgende Skizze:

Lésung:

- -> -> - >

Wir betrachten das Kreuzprodukt des Differenzvektors AP = OP— OA = OP— a von Punkt P und Stutzvektor ;z = éA der

- - =
Geraden g und des Richtungsvektors der Geraden g, also: uX[OP- aj. Der Betrag des Kreuzprodukts ist dann:

;,x(o‘P_‘a) c@_‘a

Kreuzprodukts entspricht damit der Fldche Ap des durch _u und A_P = O_P— a aufgespannten Parallelogramms (s. Skizze).
Die Hohe dieses Parallelogramms ist der Abstand des Punktes P von der Geraden g, also: d(P,g). Es folgt mit:

Ap = ;X(O‘};_;) und Ap =

- ;x(émj MXA#

MX(OP—a) ~ -
1}

die allgemeine Formel flr die Berechnung des Abstandes zwischen Punkt und Geraden.

-> -> ->

Cin ¢ mit dem Winkel ¢ zwischen den Vektoren _u und AP = OP- a . Der Betrag des

->

u

q@(P,g) durch Gleichsetzen und Umformen:

= %@(P,g) < dP.g) =
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Aufgabe 18:

Gegeben ist die symmetrische quadratische Pyramide ABCDS mit Grundflache A(4]-4|0), B(4]4|0), C(-4|4|0),
D(-4|-4|0) und Spitze S(0|0|10) (Koordinaten in Metern). Die Pyramide wird als Kunstraum genutzt und von
einem Kinstler gestaltet.

4

a) Die Seitenflachen der Pyramide sollen farblich unterschiedlich gestaltet werden. Berechne dazu die Ebe-
ne E, auf der die Pyramidenecken A, B, S liegen, sowie den Flacheninhalt einer Pyramidenseitenflache.

b) Zeige, dass auf der Ebene F: 5x, + 2x3 = 20 die Pyramidenecken B, C, S liegen. Berechne den (stumpfen)
Schnittwinkel zwischen zwei Seitenflachen der Pyramide.

c¢) Stangen sollen in die Mitte der Pyramide platziert werden. Die eine Stange hangt von der Pyramidenspitze
S senkrecht hinab zu dem Punkt P im Pyramideninnern, der von allen Pyramidenecken (einschlieBlich der
Spitze) denselben Abstand hat, die andere Stange ragt von der Mitte O der Grundflache herauf zu dem
Punkt Q, der von allen Pyramidenflachen (einschlieBlich der Grundflache) denselben Abstand besitzt. Be-
stimme die Koordinaten der Punkte P und Q. Wie weit liegen die einander benachbarten Stangenenden
auseinander?

d) Zwischen den Punkten P und Q wird eine Lichtquelle L platziert; sie befindet sich in drei Metern H6he
Uber der Grundflache. Befestigt ist die Lichtquelle Uber vier senkrecht auf den Seitenflachen stehenden
Stangen. Bestimme den Befestigungspunkt der Stange an der Seitenflache ABS sowie die Lange der Stan-
gen.

e) In die Pyramide soll ein Wirfel einbeschrieben werden, dessen obere vier Ecken auf den Seitenkanten
der Pyramide liegen. Auch beim Wiirfel werden Stangen verwendet, die die Wirfelkanten darstellen. Wie viel
Meter Stangen werden zur Darstellung des Wirfels gebraucht? Wie viel Prozent nimmt das Volumen des
Wirfels vom Volumen der Pyramide ein?

f) Zeige, dass zwischen den Befestigungsstangen fir die Lichtquelle L und den Stangen, die die obere Fla-
che des Wiirfels begrenzen, gentigend Abstand vorhanden ist. Wie groB3 ist dieser Abstand?

g) Ein zweiter Wirfel ist gegeniber dem ersten um 45° versetzt und besitzt nur das halbe Volumen des gré-
Beren. Bestimme die Ecken des kleineren Wurfels.

h) Beurteile die Gestaltung des Kunstraums.

Lésung:

a) Punkte A, B, S -> Ebene E: 5x1 + 2x3 = 20; b) E, F -> cos(¢1) = 4/29 -> Schnittwinkel ¢ = 180° — ¢1 = 97,93°; c) Punkt
P(0|0Jt), d(P, B) = d(P, S) -> Stangenende P(0|0|3,4) sowie: Punkt Q(0|0|t), d(Q, Grundflache) = d(Q, Seitenflache) -> Stangen-
ende Q(0]0|2,71), weiter: d(P, Q) = 0,69 m; d) Lichtquelle L(0]0|3), Ebene E -> Befestigungspunkt als LotfuBpunkt
T(2,414|0|3,966) -> Stangenlénge d(L, E) = 2,6 m; e) Gerade g durch B und S -> Punkt R(4t|4t|10-10t)eg als eine obere Ecke
des Wirfels mit Kantenlange a;s -> a1/2 = 4t, a; = 10-10t < t = 5/9 -> R(20/9|20/9|40/9), a1 = 40/9 = 4,44 m -> Kantenlangen-
summe = 160/3 = 53,3 m, Wiirfelvolumen V; = 64000/729 = 87,79 ms, Pyramidenvolumen Vp = 82.10/3 = 640/3 = 213,33 md ->
Prozentsatz = 87,79/213,33 = 0,412 = 41,2 %; f) Abstand zweier windschiefer Geraden oder: d(T, U) = 0,51 m mit
U(2,22/0]4,44); g) V2 = 87,79/2 = 43,895 m® -> Kantenlange a» = 3,53 m -> Ecken A(1,33|0]0), B2(0[1,33]0), Cx(-1,33]00),
D»(0[-1,33|0), E2(1,33]0|3,53), F»(0|1,33|3,53), G2(-1,33|0|3,53), H2(0]-1,33|3,53).
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