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Datenblatt: Lineare Gleichungen

Lineare Gleichungen und lineare Gleichungssysteme sind unverzichtbare Bestandteile der Vektor-
rechnung und analytischen Geometrie, so dass zunachst darauf eingegangen werden soll.

Lineare Gleichungen sind Gleichungen mit der reellen Variablen x, die der Form:

ax+b=0

mit den reellen Zahlen a, b geniigen. Die Losung der linearen Gleichung ist fur a # 0 dann:

X=-=
a

Mitunter finden auch guadratische Gleichungen Verwendung. Es gilt:

ax®+bx+c=0
az0,b=0 az0,c=0 az0,b#20,cz0 a=1l,b=p,c=q
axt+c=0 ax’+bx=0
2 —
ax’ =-c X(ax+b) =0
x=00ax+b=0 ax” +bx+c=0
C = =
X2 === _ —b++/b®-4ac
a x=00ax=-b 12 =
2a
- c b
X=%—— Xx=00x=-—
a a
Rein quadratische Glei- | Gemischt quadratische | Gemischt quadratische Glei- | Gemischt quadratische Glei-

chung:

0 Ldésungen (bei _E<0),
a

1 Lésung (bei ¢=0),
2 Lésungen (bei _E>0)
a

Gleichung (Ausklammern):
2 Losungen

chung (Mitternachtsformel):

D = b?-4ac als Diskrimi-
nante -> 0 Losungen (bei D<0)
1 Lésung (bei D=0)

2 Lésungen (bei D>0)

chung (p-g-Formel):

2
D= (p) -q als Diskriminante
-> 0 Losungen (bei D<0)

1 Lésung (bei D=0)
2 Lésungen (bei D>0)

Quadratische Gleichung hat
die Form:

ax(x-x)=0
(bei 2 Losungen x=0,
x=x =-2)

a

Quadratische Gleichung hat
die Form:

a(x-x)" =0
(bei 1 Lésung X = X,),
a(x—x)(x=x)=0

(bei2Lsg. X=X, X=X,)

Quadratische Gleichung hat die
Form:

(x=%)°=0

(bei 1 Losung X = X,),
(X=3)(x=%,)=0
(bei2Lsg. X=X, X=X,)

Quadratische Gleichungen

Michael Buhlmann, Vektorrechnung fur Schiler und Studenten




Datenblatt: Lineare Gleichungssysteme und Gaul3-Algo  rithmus

Ein (allgemeines) lineares Gleichungssystem bestehe aus m Gleichungen (durchnummeriert von 1
bis m) und n Unbekannten (durchnummeriert von 1 bis n) und habe die Form:

aX: + bXo + ...+ apX, = by (1)
Ap1Xy + AoXp + ...+ AxnXn = b2 (2
AmX + amaXo + ... + AmnXn = b (m)

mit den reellen Variablen xi, ... X,, den reellen Koeffizienten aj;, ... an, und reellen Ergebnissen
(rechten Seiten) by, ... by. Sind alle Zahlen by, ... by, = 0, so heil3t das lineare Gleichungssystem
homogen, ansonsten inhomogen. Ein Gleichungssystem mit mehr Variablen als Gleichungen (n >
m) heil3t unterbestimmt, eins mit mehr Gleichungen als Variablen (n < m) Uberbestimmt. In abge-
kurzter tabellarischer Darstellung (Matrixdarstellung) lautet das lineare Gleichungssystem in der
Form der durch die rechte Seite erweiterten Koeffizientenmatrix:

a, a, .. a,lb
a21 a22 a2n b2

amn amz amnbm

Im Falle einer beliebigen Anzahl von m Gleichungen und n Unbekannten gilt hinsichtlich des
Gauf3-Algorithmus zur Lésung des Gleichungssystems die folgende Vorgehensweise:

Lésen von linearen Gleichungssystemen (GauR3-Algorit hmus)

1) Das lineare Gleichungssystem aus Gleichungen und Unbekannten wird in Matrixdarstellung umgeschrie-
ben; einer Gleichung entspricht eine Zeile, einer Unbekannten einer Spalte in der Matrix, die rechte (Zahlen-)
Seite des Gleichungssystems bildet die letzte Spalte der Matrix; die Anzahl der Gleichungen und Unbekann-
ten kann auch verschieden sein. 2) Beim Gaul3-Algorithmus werden, beginnend vom Anfangstableau, Nullen
unter der Hauptdiagonalen wie folgt erzeugt: 1. Schritt: Erzeugen von Nullen in der 1. Spalte, beginnend mit
der Gleichung in Zeile 2; ist a das erste Element in Zeile 1 und b das erste Element in Zeile 2, so werden alle
Matrixelemente in Zeile 2 mit a multipliziert, alle Matrixelemente in Zeile 1 mit b multipliziert und Produkt
minus Produkt als neue Matrixelemente der Zeile 2 gebildet (Vorgehensweise (*)). Ist a das erste Element in
Zeile 1 und b das erste Element in Zeile 3, so gilt die entsprechende Vorgehensweise (*) usw., bis die letzte
Matrixzeile erreicht ist. / 2. Schritt: Erzeugen von Nullen in der 2. Spalte, beginnend mit der Gleichung in
Zeile 3; ist a das zweite Element in Zeile 2 und b das zweite Element in Zeile 3, so gilt die analoge Vorge-
hensweise (*), und dies weiter fir Zeile 4 usw., bis die letzte Matrixzeile erreicht ist. / 3. Schritt usw., bis die
letzte Matrixspalte erreicht ist. Es entsteht dadurch das Endtableau des Algorithmus, das auf die Art der
Lésungen und die Losungen des linearen Gleichungssystems hinweist gemanR den folgenden Féllen:

Fall | — eindeutige Lésung: 3/1) Ist im Endtableau des Gaul3-Algorithmus die Diagonalgestalt gegeben, so gilt
fur die Variable z der letzten Spalte mit dem dazugehérenden Matrixelement az0 und dem Element b der
rechten Seite: az = b < z = b/a. / Fur die Variable y der vorletzten Spalte mit dem dazugehérenden Matrix-
element c2£0, dem Matrixelement d und dem Element e der rechten Seite gilt: cy+dz=e & cy=e—-db/la ey
= e/c — db/(ac) / usw., bis die Variable der ersten Matrixspalte errechnet ist. 4/1) Die Lé6sungsmenge besteht
in diesem Fall — wegen der Eindeutigkeit der Losung — aus einem Zahlentupel, also: L = {(I|m]...[t)} mit reel-
len Zahlen |, m, ... t.

Fall Il — keine Lésung: 3/1l) Das Endtableau enthalt im Bereich der linken Seite eine Nullzeile, wahrend die
damit korrespondierende rechte Seite ein Element f£0 ist. 4/11) Wir erhalten also die Gleichung: 0 = f #0 und
damit einen Widerspruch. Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Lésung: L = { }.

Fall Ill — mehrdeutige Ldsung: 3/1ll) Das Endtableau enthalt im Bereich der linken Seite eine Nullzeile, wah-
rend die dazugehorige rechte Seite ebenfalls ein Element = 0 enthalt. 4/111) Wir erhalten eine mehrdeutige
Lésung, indem wir die Variable z, dessen Diagonalelement =0 ist, gleich einem reellen Parameter r setzen.
Die Lésungsmenge ist dann vom Typ L = {(I(r)|m(r)|...|t(r))| reR} mit linearen, von r abhangigen Funktionen
I(r) = Iir + I, m(r) = myr + my, ..., t(r) = tyr + t,. Bei mehreren Nullzeilen des Endtableaus sind auch entspre-
chend viele Variablen gleich Parametern r, s, ... zu setzen, die Komponenten der Losungsmenge sind Line-
arkombinationen der Parameterr, s, ...
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Beispiele (lineare Gleichungssysteme):
a) 2 Unbekannte, 3 Gleichungen: ¢) 3 Unbekannte, 3 Gleichungen:

Lineares Gleichungssystem: Lineares Gleichungssystem:
+1x,+ 2x, = 4
+ 2%, - Ixo = 3
- Axg + Axp = -1

Anfangstableau:

+2X1+1X2+1X3= 3
- 1X1 + 4X3 = 7
+ le + 9X3 =17

Anfangstableau:

X1 Xz I RS. X1 X2 X3 I R.S.
I 211 3
2-1] 3 104 7
1L 019] 17
1. Schritt: 1*(2) - 2*(1) / 1*(3) + 1*(1) / 1. Schritt: 2*(2) + 1%(1) /
12]4 211 3
0-51-5 01917
03]3 019]17
2. Schritt: 5%(1) + 2*(2) / 5*(3) + 3*(2) / 2. Schritt: 1%(1) - 1%2) / 1%(3) - 1) /
50]10 20-8|-14
0-51-5 01 9] 17
00]0 00 0| O
Teilen: (1):5/(2):(-5)/ Teilen: (1):2 /
10]2 10-4] -7
011 01 9|17
0010 000] 0
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems: Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1X; =2 + 1% - 4xy= -7

te=1 + 1%, + Oxs = 17

0=0 0= 0
Losungen des linearen Gleichungssystems: Lésungen des linearen Gleichungssystems:
Xy =2 .
— Xz =t

X=1 Xi= -7 + 4t
-> eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems X2 =17 - 9t

-> unendlich viele Losungen des linearen Gleichungssystems;

b) 3 Unbekannte, 2 Gleichungen: Parameter ist/sind die reelle(n) Zahl(en) t
Lineares Gleichungssystem:
+ IX, + 2% - 2X3 = 1
- 2%+ IXo + Ix3 = 0
Anfangstableau:
X1 X2 X3 | R.S.
12-2]| 1
2 11| 0
1. Schritt: 1*(2) + 2*(1) /
12-2|1
05-3|2
2. Schritt: 5%(1) - 2*(2) /
504|1
05-3|2
Teilen: (1):5/(2):5/
10-0.8]0.2
01-06]04
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ le - 0.8)(3 =0.2

+ 1X2 - 0.6)(3 =04
Lésungen des linearen Gleichungssystems:
Xz =t

X1 =0.2 + 0.8t
X, = 0.4 + 0.6t

-> unendlich viele Losungen des linearen Gleichungssystems;
Parameter ist/sind die reelle(n) Zahl(en) t
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Aufgabenblatt: Lineare Gleichungen, lineare Gleichu ngssysteme

1. Lose die folgenden linearen Gleichungen:
a)4+3r=20-5r
1 3 1
by —x-==1-—-(5-3x
) 3% 5 ( )
c) 4(1-4t) + 2(3+2t) — 3(2-3t) = 13
d) 12 — 2(r-s) = 3(r+2s) — 2(4-3s)

2. L6se die folgenden linearen Gleichungssysteme:

a)

- 2X -7y =6

+ 10x +z=0
+4y -z=1

b)

+2x- 2y- z=5
+5x+ 10y + 2z =-4
-7x+ 3y+8z= 4
c)

+3a+ b-2c=-50
-6a+2b-3c= 60
-8a+3b- c=306
d)

+ 2X1 - IXo + IX3 =2
+ 1X1-2X, + 1X3=0
+5X;-1X, + 2X3=6

e)

+2X1+ 3%, - IX3= 5
+ 44X, - 2% + IX3 = -2
f)

+2r- s+ t+4u=3
+3r+2s- t+3u=2
+4r+3s-3t+6u=1

LOsungen:

1a) r=2/ b) x=27/35/ c) t=-3 / d) r=4-2s.
2a) x=0,5; y=-1; z=-5/ 1b) x=2; y=-2; z=3 / 1c) a=-8; b=102; c=64 / 1d) x1=4/3-1/3, x,=2/3+t/3, x3=t / 1e) x; = 0.25 - 0.0625t, x, =
1.5+ 0.375t, x5 =t/ 1f) r=1-1,8u; s=2u; t=1+1,6u, u als Parameter.
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Datenblatt: Punkte, Vektoren, Vektorraum, Vektorope  rationen

Die reellen Zahlen R ist Zahlenmenge aller abrechenden, periodischen und nichtperiodischen De-
zimalzahlen. Punkte A(a;|ay|as) lassen sich im dreidimensionalen reellen Vektorraum R? identifizie-

- - al - O
ren mit Ortsvektoren: OA=a =| a, | (Mit: O(0[0]|0) als Koordinatenursprung). Der Vektor 0 =| 0
a, 0
L TA
hei3t Nullvektor, der Vektor —a=|—a, | Gegenvektor. Die Lange (Betrag) eines Vektors ist:
&
- O a )
al= ,/ai2 +a +aZ . Der normierte oder Einheitsvektor ist: g =—|a, mit: |a |=1. Differenzvek-
a a,
- - -> bl B al
toren zwischen zwei Punkten A und B(b,|b|bs) errechnen sich als: AB=0B-OA=|b, -a, |. Ge-
b; - a,

malf den Vektorraumgesetzen der Vektoraddition und Vektormultiplikation mit einem Skalar (reelle
Zahl) kbénnen weiter Linearkombinationen von Vektoren gebildet werden:

oo (&) (b)) (atb) (&) (ray

atb=|a, |+|b,|=|a,+b, |, ra=r|a, |=]|ra,

a3 b3 a3 + b3 aS ra?:
Vektoren ;Z é; éz heil3en linear unabhangig, wenn die auf den Nullvektor 0 fiihrende Line-
arkombination dieser Vektoren, wenn also das lineare Gleichungssystem:
aléZ+ a, é;+...+ak éz =0 (*) nur die (triviale) Loésung a; = oz = ... = ok = 0 besitzt. Gibt es dartber

hinaus a; mit a; # 0 als (Teil der unendlich vielen) Lésung(en) des linearen Gleichungssystems (*),

so sind die Vektoren linear abhangig, d.h. es gibt Vektoren a, aus {a,, c’:lz, ... @}, die sich als

->

Linearkombination der anderen Vektoren darstellen lassen, also: a, = 8, a,+ B,a,+...+ B, a, mit

einigen (B; # 0. Das lineare Gleichungssystem (*) ist ein homogenes Gleichungssystem, d.h. es
besitzt immer und mindestens eine Lésung, namlich die, die aus lauter Nullen besteht. Sind diese
Nullen die einzige Losung des Gleichungssystems (*), so sind die Vektoren linear unabhéngig, gibt
es dartber hinaus mehr Losungen, so sind die Vektoren linear abhéngig. Zwei Vektoren éz éz
sind parallel, wenn es eine reelle Zahl k gibt mit:

a =Ka, .
Die Mitte M zwischen zwei Punkten A und B bestimmt sich als Linearkombination:
(8 +b)/2
-> > > + +b +
oM :%(OA+OB) =|(a,+b, /2| |\/|(6‘12bl |a22 2 |a32b3).
(8 +by)/2
(& L (b
Fur zwei Vektoren a =| a, | und b =| b, | ergibt sich als Skalarprodukt die reelle Zahl:
3, b,
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- =>

alb =

->

a|lb|cosg =ab, +a,b, +a,b,

E‘]_t;

mit dem Winkel ¢ als eingeschlossenen Winkel zwischen :':1 und _b Als (&uRReres) Vektorprodukt

oder Kreuzprodukt bezeichnet man einen auf Vektoren _a und _b senkrecht stehenden Vektor

> —> a2b3 _a3b2 - > ->| |->
axb=|aj -ab, || |axb|=|a E.]b ($ing
albz - aZbl

mit dem Winkel ¢ als eingeschlossenen Winkel zwischen a und b. Der Betrag des Kreuzprodukts

ist gleich dem Flacheninhalt des von den Vektoren :31 und b aufgespannten Parallelogramms.

Das Spatprodukt aus den Vektoren :51, _b und _c bestimmt sich als reelle Zahl:

->

[Zx Gjtb = (ab, —a,) %, + (ady ~ab,)E, + (b, - ah)

- >

und damit als Rauminhalt eines von den Vektoren a, b und c aufgespannten Spates.

Der (spitze, stumpfe) Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren :';1 und _b berechnet sich mit Hilfe des
Skalarprodukts als:

- =>

cosp =

- =>
alb .

. » ¢ =cos
a a

FE

->

Zwei Vektoren stehen senkrecht (orthogonal) aufeinander, wenn:

-> >

alb=0
gilt.
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Aufgabenblatt: Punkte, Vektoren

1. Bestimme den Betrag der folgenden Vektoren:

(-3 (12 (-1 (2 (-2
&) 5=| 2 b) y=| 12 ©)c=| 2 d4=|5 &) e=| 0
6 -1 -10 3 6

2. Bilde die (normierten) Einheitsvektoren zu folgenden Vektoren:

(-3 (o (-18 (o0 (1
D) a=| 4 b) b =|15 c=| 3 Dd=|-6 ® ¢=|-2
0 8 14 -8 9

3. Wandle die Punkte in Ortsvektoren um und umgekehrt:

-20 -21 %
a) A(4]-10[23) b) ¥ -] o ©) ¢=|-4s5 d) D(-2|-4/-8) e 2. 23

17 86 _ /1

4. Bestimme die Differenzvektoren zwischen den Punkten P und Q:
a) P(2|4]-5), Q(3]1]9) b) P(-4|-10]-15), Q(12]-31]4) c) P(-2,5/4,8]-10,4), Q(8]-2,1]4,4)

5. Berechne das Skalarprodukt:

-2 1 -12) (10 -1 -3) (10 -6) (—-30
a) 5 —4|= b) 0 12| = c) 0 1 |= d) 4 4 | = €| - 6 -8 |=

3 -2 13 0 1)(-1 10)( 3 4 -5
6. Uberpriife, ob die Vektoren senkrecht aufeinander stehen:

-2\ (2 -1 (1 ~12 -6) (8 PARES A
6|0 )| 1| ]1 | g |2 Dl s |10 e || 8

-1) (-4 1) (-1 10 ) (2 -8 y y >

4 4 ‘A

7. Bestimme die fehlenden Komponenten, so dass die Vektoren senkrecht aufeinander stehen:

-3a 2 -b b -Cc C 0 d? -2\ (€
| 5 | |2 b) | 35|+ |1 Vlecllo2 459 |1 e 6 |2
4 10 2/ |2 2] |2 -2/ |6 1 4

8. Bestimme den Winkel zwischen den Vektoren:

-3) (5 -1 1 -5) (-10 2 4 2 4
1 1 1 -1 4 4 -6 -8 1 -4

9. Bilde das Kreuzprodukt:

-2) (0 2\ (5 2 5 -2) (8 9) (-6
Q)| 4 |x1|= b) | 3|x| 4= | -1|x|-25|= D] 5 |x-a|= €) |-4|x|-6|=
o) e 1) |6 3) |75 7 ) (10 -4) |10
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10. Berechne die Linearkombinationen:

4 (1 4\ (10) (12 2) (8 2) (6 -5
) 5 3 |-5-1|= b)| _3|-| 3|+ 2 |= © - -1)-5 -6 |= OI)0,4—5—12”,20:
0 2 2] 1=7) |-8 3 —4 -8 9 10

11. Bestimme die Mitte zwischen zwei Punkten:
a) A(4/3|-2), B(10]-1/6) b) P(-2]-3|-8), Q(4]2]4)

12. Bestimme den fehlenden Punkt, so dass M die Mitte zwischen den zwei Punkten ist:

a) A(-2[3]-9), M(4[3]-3) b) M(2]2]2), B(5/0|-7)
LOsungen:
A -
1. Ansatz:  _ a, ->Betrag: | = |g| = /af+a§+a§ , a) I=7; b) I=15; c) I=15; d) 1=V38; e) I=2+10.
8,
a . - 06 0 -18, 0
2. Ansatz: 7 _ -> Einheitsvektor: > _ 1 7>.a) -7 _ b)) 2| ¢ 2 _| 3 ) BT ;
14 Y
% A? 23
| Ve
e) e> _l .
AT
9
VAT
3 4 -2
3. Ortsvektor: éjA: a, <-> Punkt: A(aiaz|as). a) 62\: —10/’ b) B(-20[9|17); c) C(-2,1|-4,5|8,6); d) (5>D: a4l
a, 23 -8
7/ =2 -
) E(74 |-2|-4{ )
; 4GP 1 16 105
4. Differenzvektor: —> > > .a) —> ;b)) —> ;C) = .
PQ=0Q-OP=|q,~p, |~ PQ=|-3|"" PQ=|-21|'"" PQ=|-69
d; — Ps 14 19 -6

-5

5. Skalarprodukt: Z[E =|la

cosg = ap +ah, +ab,- Skalarprodukt = a) -28; b) -120; c) -1; d) 16, e) 208.

#1‘6

- >

6. Senkrechte Vektoren: alb = 0. a) senkrecht; b) nicht senkrecht; c) senkrecht; d) senkrecht; e) nicht senkrecht.

- >

7. Senkrechte Vektoren: alb =0 -> Vektorkomponenten. a)a=-10;b)b=-4,b=1;¢c)c=0,c=6;d)d=2,4;e)e=2.

> >

. . - > - . al:b . — o. o. o. o.
8. Winkel: cosg = alb L spitzer Winkel cosg = o -> Winkel ¢ = a) 90°; b) 109,47°; c) 17,43°; d) 20,53°;
a #]b a #]b
e) 73,22°.
a - _
9. Kreuzprodukt: -> -> b; ~ ab, . Kreuzprodukt = a) 24 , b) 14 , C) 0 , d) ’8 , e) 64 .
axb =| ajb -ah, 12 -7 0 76 -66
ab, —ab -2 -7 0 -32 -78
10. Linearkombination = a) 13 , b) 6 ,C) -4 , d) 7 .
11 -4 85
-10 -13 -9 5

11. Mitte: a) M(7[1]2), b) M(1]-0,5]-2).

12. o]\>/| = %(6>A+ 6?3] ->, (STA = ZO_I:/I —OTB (5>B = 2(5I\>A - (5?6\ -> fehlender Punkt: a) B(10|3]-9), b) A(-1|4|11).
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Datenblatt: Geometrie |

Im dreidimensionalen reellen Vektorraum R® sind ebene Figuren durch Ecken (Ortsvektoren) A, B,
C, ... definierte geometrische Gebilde, die in einer Ebene liegen.

Dreiecke ABC liegen in der Ebene: E: _;=0_j0\+r Ai3+sAE: (PF). Die Differenzvektoren sind: A>B,
AE: , éE: , die Winkel an den Ecken A, B, C heiRen a, B, y. Es gilt:

Formeln

KB #k AE: fur jedes reelle k => Dreieck
KB #k BE: fur jedes reelle k => Dreieck
B;(>3 #k A(>: fur jedes reelle k => Dreieck

c= A_jg b= A>c ,a= E;E: (Seiten), y = A|>3 + KC + B_>C (Umfang)
ARl =|AC| => Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel o)
A|>3 = E;E: => Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel 8)
E:E: = KC => Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel y)
ABTAC ABTEC ACBE (i Winkelsumme
Cosa=ﬁ’ COS,3=—ﬁ' Cosy=ﬁ Mlnkel) a+B+y=180°
AB #]AC AB #BC AC #BC

ATSD&E: =0 => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel a)
;BEE:E: =0 => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel )
B_E:D&E: =0 => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel y)

ha = d(A, gsc), hy = d(B, gac), he = d(C, gac) bzw. Erlauterung:
ABLX AC ABLX BC ACIXBC ) gro! X =OP+tPQ
= " h = "h = usw. (Hohen) d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g
h="rr—" h="—7— =
BC AC AB

A= b ey 5 - BCIA(A Gee) _ ACLH(B, g,c) _ ABL(C, 9,e)
2 2 2 2 2 2
bzw. A==

; ABX A_cﬂfh % ABX écqj: % ACIX écqj (Flache)

Dreiecke

Trapeze ABCD liegen in der Ebene: E: X = OA+r AB+SAC (PF) mit DeE. Die Differenzvektoren
sind: A_:B , éE:, (fE), AE) , die Winkel an den Ecken A, B, C, D heil3en q, B, v, 6. Es gilt:

Formeln

AB =KCD fir ein gewisses k => Trapez (KB ||C_E) ) D c c

BC =k AD fir ein gewisses k => Trapez (BC || AD )

o
o

a:A?B:bzéE:yczéfDadz

AD| (Seiten),

AB| +|BC| +|CD| +

AD| (Umfang)
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AB ||CD _|BC| =| AD| => Trapez gleichschenklig

BC [ AD => Trapez gleichschenklig

CD

- =

K;%? :

comr=

s

Winkelsumme:

AD[G:D (Win-| g +g+y+5=360°

kel)
ATBIE( A_\E: Erlauterung:
AB||CD =>h=d(C, gag) bzw. , _ #(H(’jhe) Gro' X =OP+tPO
B -> d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g
AB
> BCXBD .
BC ||AD => h =d(D, ggc) bzw. - #(Hohe)
BC
AB||CD => a=2*Cy (Flache)
BC|[AD => A= b;d h (Flache)

Trapeze

Parallelogramme ABCD liegen in der Ebene: E: X = OA+r AB+SAC (PF) mit DeE. Die Differenz-
vektoren sind: KB, BE, CB, AD , die Winkel an den Ecken A, B, C, D heil3en q, B, v, 6. Es gilt:

Formeln
AI>3 = DE: => Parallelogramm
BC = AD => Parallelogramm b
=|a8| = cD)|. b =[] =| AD| (Seiten). u =2 a8 + Jpc| (Umfang) 5

= -> > ) Winkelsumme:
cosg = _NBAD ' cosB = - ABIBC usw. (Winkel) G+ B4y +5=360°

-> -> > —> a+ (3 =180°y+0d=180°

AI%]AD AB#BC a=y,B=5

Erlauterung:

= d(C, gag) bzw. h =

(H6hen)

= d(C, gap) bzw.

gro: X =OP+1PQ
d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g

&

h,

A=ah, =bh, bzw. A= ABI(C, g,s) = ADI(C, g,)

bzw. a = |ABx AD| (Flache)

Parallelogramme
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Rauten ABCD sind Parallelogramme mit gleich langen Seiten und liegen in der Ebene: E:

; :5A+r Ai3+sA_\E: (PF) mit DeE. Die Differenzvektoren sind: AB , é&, CB, AD , die Winkel an den

Ecken A, B, C, D heiRen a, B, y, 0. Es qilt:

&

Formeln
-> -> - - D C
AB=DC, |ap| = |gc| => Raute 3
BC = AD . | ag| = |6&| => Raute a a
f
=|aB =|Bcl =|cD| = |AD| (Seiten), = 4 Al (Umfang) A a B
Winkelsumme:
cosq = ABCAD : —_ ABEBC usw. (Winkel) a+B+y+5=360°
> > a+f3=180°y+d=180°
i i
AT_D,Q( AE) Erlauterung:
h = d(C, gas) = d(C, gap) bzw. . _ F(Hdhe) Gro! X =OP+tPQ

d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g

=11 lbzw. o=

ABx AD (Flache)

Rauten

Rechtecke ABCD sind

->

rechtwinklige Parallelogramme

und

Iiegen in der Ebene: E:

X = OA+r AB+SAC (PF) mit DeE. Die Differenzvektoren sind: AB BC CD AD die Winkel an den

Ecken A, B, C, D heil3en q, B, v, 8. Es gilt:

Formeln

D Cc
AB =DC, AB[AD =0 => Rechteck
BC = AD , ABBC =0 => Rechteck d b
=|AB =|cD|. b=|BC| =|AD| (Seiten), y = 2 AB|+2|BC| (Umfang)
A a B
> _ > - . Winkel:
A=|AB|[BC| PzW. A=|aBx AD| (Flache) a=Boy =590t

Rechtecke

Quadrate ABCD sind rechtwinklige Parallelogramme mit gleich langen Seiten und liegen in der
Ebene: E: _)Z:C_)Z&I‘AEHSA_\EI (PF) mit DeE. Die Differenzvektoren sind: KB, éE:, (fE), AE), die

Winkel an den Ecken A, B, C, D heil3en a, 8, vy, 0. Es gilt:

Formeln D c
AB=DC, ABCAD =0, | Al =|ge| => Quadrat
BC = AD, ABIBC =0, |AB| = |B¢| => Quadrat d a

=|AB| = |BC| =|cD| = |AD| (Seiten), y = 4 AB| (Umfang) A 3 B

|2 -~ = . Winkel:
A=|AB bzw.a=|aBx AD (Flache) a=B=y=5=090°
Quadrate

14
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Datenblatt: Geometrie Il

Im dreidimensionalen reellen Vektorraum R® sind Kdrper durch Ecken (Ortsvektoren) A, B, C, ...
definierte geometrische Gebilde, die im Raum liegen.

Quader (Wiurfel) ABCDEFGH mit Rechteck ABCD als Grund-, Rechteck EFGH als Deckflache
und rechten Winkeln. Es qilt:

Formeln

a:AI>3,b:A_\>Dyc=

AE| (Kanten); a=b=c (Wiirfel)

G = ab (Grundflache, Deckflache); G = a” (Wiirfel)
M = (2a+2b)c (Mantelflache) D c
O =2G + M = 2(ab+ac+bc) (Oberflache); O = 6a’ (Wirfel)

V = abc (Volumen); V = a® (Wiirfel)

Quader (Wirfel)

Spat ABCDEFGH mit Parallelogramm ABCD als Grund-, Parallelogramm EFGH als Deckflache.
Es gilt:

Formeln
a=|ABl. b=|AD|. c=|AE| (Kanten)
G =|ABx AD| (Grundflache, Deckflache)

M =2 #}&EB AE| +2 #]AE)B AE| (Mantelflache)

O =2G + M (Oberflache)

V= (AT3§< AE)) D&TE (Volumen, Spatprodukt)

Spat
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Dreieckpyramide ABCS mit Grundflachendreieck ABC und Spitze S. Es gilt:

Formeln

1

G== L
2

ABX AE:#:: 1 Apx E;E:HF 1

2 2
> > 1 - -> l
ABX Asq} 5 ACLX Asq} 5

O =G + M (Oberflache)

ACIX BE:#] (Grundflache)

M=2
2

BCx |_5,>34] (Mantelflache)

h = d(S, Eagc) (HOhe, Epc als Grundebene, Hessesche Normalform)
V = Gh/3 (Volumen)

V= % (ABX AC) [AS

Dreieckpyramide

Parallelogrammpyramide ABCDS mit Grundflachenparallelogramm ABCD und Spitze S. Es gilt:

Formeln

a= KB b=

AD| (Grundkanten)

h = d(S, Eagcp) (HOhe, Eaxgcp als Grundebene, Hessesche Normalform)

2 2
h? :(bj +h?, h? :(aj +h? (Seitenhdhen)
2 2

2 2
s? :(;j +h? = (2) +h? (Seitenkanten)

G=

ABX AD| (Grundflache)
ABTx AS

O =G + M (Oberflache)

M = ADX K% (Mantelflache)

V = Gh/3 (Volumen)
V= % (ABX AD) [AS

Parallelogrammpyramide
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Aufgabenblatt: Geometrie

1. Bestimme die Seitenlangen, den Umfang, die Flache und die Winkel im Dreieck ABC. Welche Eigenschaf-
ten hat das Dreieck?

a) A(2|-110), B(2]|2|0), C(2]-1]4) b) A(2]2]-3), B(3]4[-5), C(4|6]-3) c) A(-2|15|-8), B(6]-6]14), C(5|1]-12)

2. Um welche Art von Viereck ABCD handelt es sich (Trapez, Parallelogramm, Raute, Rechteck, Quadrat)?

a) A(4/-38), B(6]-1|8), C(8]-1|-6), D(12|3]-6) b) A(2]2|-10), B(6|0}-2), C(7]4|5), D(36]-3)
c) A(6]-2|-2), B(10|0]-8), C(80]0), D(4/-2|6) d) A(-1/2]-3), B(1|3]-2), C(3]2|-3), D(1|1]-4)

3. Ergénze den fehlenden Punkt, so dass das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist:
a) A(-10]-8]-4), B(685), C(-6|-1|7) b) A(2|0|0), B(0[-4|0), D(0|0]7) c) B(1112[3), C(-5]1[2), D(12[-2|-5)

4. Die vier Punkte A(0]0]0), B(2|3]0), C(0]4]|2), D(-2|0|6) sind Eckpunkte einer Pyramide. Berechne Oberfla-
che und Rauminhalt der Pyramide.

5. a) Erganze das Dreieck ABC mit A(2]0|2), B(5]|0]6), C(5|5|6) durch einen geeigneten Punkt D zu einem
Parallelogramm und zeige, dass dieses Parallelogramm ein Quadrat ist.

b) Das Quadrat ABCD ist die Grundflache einer quadratischen Pyramide, die den Punkt S(9,5/2,5|-0,5) als
Spitze hat. Zeichne die Pyramide in ein rechtwinkliges x;-x,-X3-Koordinatensystem ein.

c) Zeige, dass der Kérper ABCDS eine regelmafige Pyramide ist. Berechne die Lange der Héhe und der
Seitenkanten der Pyramide. Berechne Oberflache und Rauminhalt der Pyramide.

d) Berechne den Winkel an der Spitze S der Mantelflachendreiecke. Wie groR3 ist der Neigungswinkel von
Seitenkante und Seitenhdhe hinsichtlich der Grundflache der Pyramide?

Losungen: 5b)
1. Seitenlangen a, b, c als Betrage der Differenzvektoren, Umfang u =
a+b+c, Winkel als Winkel zwischen den Differenzvektoren, Flache z.B.

als A=% ax b|- @ a=5, b=4, c=3, u=12, a=90°, B=53,13°, y=36,87",

A=6, rechtwinkliges Dreieck; b) a=3, b=4,47, c=3, u=10,47, a=41,81°,
3=96,38°, y=41,81°, A=4,47, gleichschenkliges Dreieck; c) a=32,72,
b=18,57, c=31,45, u=82,79, a=77,14°, $=33,54°, y=69,31°, A=284,74,
spitzwinkliges Dreieck.

2.a) 2AB = CD ->Trapez; b) AB = DC -> Parallelogramm;

C)AB = DC, ABIAD =0 -> Rechteck; d) AB = DC, | AB || AD | ->
Raute.

3. a) D(-22]-17]-2); b) C(-2|-4|7); c) A(28|-1]-4).

4. AAB(;:5,385, AABD:11,225, AACD312,806, ABCD=8,062, 0:32,093,
V=6.

5.a) A, B, C ->D(2|5]2), Quadrat mit Seitenlange 5; c) Grundflachen-
mitte M(3,5|2,5|4), Vektor M>S O Grundflache -> Pyramide regelmaRig,

h=| |\}|>s| =75, G=52=25->V=62,5VE, O =4-19,76+25= 104,06 .-
FE d? = 2a%, s? = h?+(d/2)* -> s = 8,3; d) Trigonometrie: Winkel y bei S
->sin(y/2) = 2,5/8,3 -> y = 35,3°, Winkel a bei Seitenkante ->

sin(a) = 7,5/8,3 -> a = 64,6°, Winkel B bei Seitenhdhe -> tan(B) =
7,5/2,5->pB=715°.
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Datenblatt: Punkte, Geraden, Ebenen

- - - -> -> -> > > -
Spezielle Linearkombinationen sind Geraden g: x =a+tu, gi: X =a+su,, §»: X =az+tu, und
-> -> -> -> -> -> -> -> -> e -> ->

Ebenen E: X=Db+rv+sw, E;: x=b+rv,+sw,, Exx Xx=Db,+tv,+uw, (mit Stitzvektoren,
Richtungs- und Spannvektoren sowie den reellen Parametern).

D (=51

C (=3)

A1)

20 -10

Geraden liegen nur in Parameterform vor, bei den Ebenen ergeben sich die Formen:

« E: _x = _b+ r _v+ S;N (Parameterform)
- E: _n(_x— _pJ =0 (Normalenform)
=0/5
 E:'n (x— pj =0 (Hesse’sche Normalenform)

« E: ax, +bx, +cx; =d (Koordinatenform)
(unter Beachtung des Skalar- und Kreuzprodukts zwischen den Vektoren).
Es gilt dann fur die Konstruktion von Geraden und Ebenen:

e 2 Punkte -> 1 Gerade

* 1 Gerade, 1 Punkt (aul3erhalb der Geraden) -> 1 zur Gerade senkrechte Gerade
3 Punkte -> 1 Ebene

1 Gerade, 1 Punkt (auRBerhalb der Geraden) -> 1 Ebene

2 (sich schneidende, parallele) Geraden -> 1 Ebene

1 Punkt, 1 Ebene -> 1 zur Ebene senkrechte Gerade

1 Gerade, 1 Ebene -> 1 zur Ebene senkrechte Ebene

e Ebene in Parameter-, Normalen-, Hesse’scher Normalen-, Koordinatenform

Es gelten weiter die Lagebeziehungen hinsichtlich

» der Schnittmengen zwischen Punkten, Geraden und Ebenen (leer, Schnittpunkt, Schnittge-
rade)

» des Schnittwinkels zwischen Geraden und Ebenen

* des Abstands zwischen Punkten, Geraden und Ebenen.

Es gilt schlieRlich fir die Spiegelungen von Punkten, Geraden und Ebenen an Punkten, Geraden
und Ebenen:
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* Punkt -> Spiegelpunkt/-gerade/-ebene -> Bildpunkt
» Gerade -> 2 Punkte auf der Geraden) -> Spiegelpunkt/-gerade/-ebene -> Bildpunkte -> ge-
spiegelte Gerade

* Ebene -> 3 Punkte auf der Ebene -> Spiegelpunkt/-gerade/-ebene -> Bildpunkte -> gespie-
gelte Ebene
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Datenblatt: Geraden

- - - -> e -> e

Linearkombinationen von Vektoren sind Geraden g: Xx=a+tu, 010 X =a+SuU;, 020 X =az+tu, mit

Stitzvektoren a ... und Richtungsvektoren u ... sowie reellem Parameter t (Parameterform der
Geraden).

Spurpunkte sind die Schnittpunkte einer Gerade mit den Grundebenen des Koordinatensystems.
Es gibt mindestens einen, hdchstens drei Spurpunkte fir eine Gerade. Spurpunkte errechnen sich

durch Nullsetzen von einer der drei Komponenten Xy, X, X3 der Parameterform der Gerade:

Voraussetzung Spurpunkte, Lage der Geraden
> > - =0->a; +tuy=0->t=t; =- -> + +
Gerade g x = astu (Spunpunic mitsa-Eber, fals ns0; kein Spurpuk, 12 1,=0)
T " T T O 1 X, =0->a, +tu; = 0->t =t, = -a,/u, -> Sy(as+tUq|0laz+tous)
mit: y = X, " a=la, |" u=|u, (Spurpunkt mit x;-X3-Ebene, falls u,#0; kein Spurpunkt, falls u,=0)
a a, u, X3=0->az;+ _tu3 =0->t=t3=-az/uz -> S;_;(a1+t3u1|a2+t3u2|0)
(Spurpunkt mit x;-X,-Ebene, falls uz#0; kein Spurpunkt, falls u;=0)
u; = 0 -> g || Xo-xs-Ebene
u, = 0 -> g || X;-Xs-Ebene
us = 0 -> g || X;-Xo-Ebene
u, =0,u;=0->g || Xx;-Achse
u; =0, u3=0->g || X,-Achse
u; =0, u,=0->g || xs-Achse
Spurpunkte, Lage von Geraden
Voraussetzung Konstruktion

Punkt A, Richtungsvektor _u>

Stitzvektor a :(SA, Richtungsvektor u , Parameter t ->

Gerade: g: _; :g+th> (PF)

Punkte A, B Stiitzvektor a =OA, Richtungsvektor u = AB, Parameter t ->
Gerade: g: _x = (5A+t AB = :';1+t_u (PF)

Gerade g;: _): = ;;Z+ Sl—Jz (PF) Stiitzvektor a = OA, Richtungsvektor U= L_Jz , Parameter t ->

Punkt Alg; Gerade: g: x =OA+tu = a+tu (PF) als zu g, parallele Gerade
durch den Punkt A (g || 91)

- > -> - > -> ->
Gerade g;: X =a,+Su, (PF) LotfuBpunkt A eg, mit: AA, [l =0, Stitzvektor a = OA, Rich-
Punkt Allg, tungsvektor _U> = A_A:_ , Parameter t ->

Gerade: g: _; = (5jb\+t A_,&L = ;+t _u> (PF) als zu g; senkrechte Ge-
rade durch den Punkt A (g 0 g;)

Ebene E: _; = _b>+r_v>+ s;/\>/ (PF) bzw.
E: n(x-b)=0 (n = vxw) (NF) bzw.

E: ax, +bx, +cx, =d (_n:(a b Q") (KF)
Punkt A

-> ->

Stltzvektor _a =6A, Richtungsvektor u = n, Parameter t ->

-> -> ->

Gerade: g: _; =OA+tn= a+t_ri (PF) als zu E senkrechte Gerade
durch den Punkt A (g O E)

Geradenkonstruktionen
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Voraussetzung

Lage, Abstand

Punkt P
Gerade: g: x=a+tu (PF)

a) Punktprobe: (5?3 = Z+tIJ> -> 1 LOsung: Peg; keine Losung: POg
b) Abstand: Lotful3punktverfahren: P g mit: F’_PL [IJ =0,

- => ->

d(P,g) = P_PL ; Hilfsebenenverfahren: Hilfsebene Ey: u(x-p) =0

mit _5 :(5i3 Schnittpunkt P, von Hilfsebene Ey und Gerade g
(E, n g={P_})als LotfuBpunkt (Einsetzen der Geraden-
komponenten Xy, X,, X3 in die Ebene -> t*) fir errechnetes t* mit

PR in{op-3) / 3

OTDL = g+t* Ij d(P,g) = ; Formel: d(P,g) =

Lage Punkt — Gerade

Voraussetzung

Lage, Abstand

Gerade gi: X =a,+su, (PF)

Gerade g,: X = az+tu, (PF)

- -> > >

a) Gleichsetzen der Geradengleichungen: a,+su, =a,+tu, ->

unendlich viele Lésungen: g; = g», 1 Losung: Schnittpunkt S mit
g, N g, ={S}; keine Losung: Geraden parallel oder windschief

b) Uberpriifung auf Parallelitat: L_ll = kL_JZ -> 1 Loésung: g1 || 92,

keine Losung: g1, g> windschief
c¢) Abstand (bei parallelen Geraden): d(g1,9,) = d(A2,g9;) mit Punkt

A,eQg,, z.B. mit z_az :CS,Z2
d) Abstand (bei windschiefen Geraden): Lotfu3punktverfahren:
PL(QL

->

PLegs, Qieg, mit: P.Q [, =0, P.Q [, =0, d(91,92) =

—> - >
Hilfsebenenverfahren: Normalenvektor n =u,xu, , Hilfsebene

Evw n(x-a,) =0 (KF, NF) mit Ey || g2, d(g1.92) = d(Aq, Ey) mit
AseQ,, z.B. mit é; = o_,az (Hessesche Normalform); Formel:
(53]

e) Schnittwinkel (bei sich schneidenden Geraden):

—>|

d(91.92) = n

- =>

L,

=3

U

Lage Gerade — Gerade

Voraussetzung

¢= coél( / #]Z j
Lage, Abstand

Ebene E: x=b+rv+sw (PF) bzw.

- > > - ->

E: n(x-b)=0 (_r: = vxw) (NF) bzw.
E: ax, +bx, +cx, =d (_r>1=(a b Q") (KF)

Gerade: g: _; :;+t11> (PF)

a) Gleichsetzen von Ebenen- und Geradengleichung:

b+r v+ s;/\>/: ;+th> (PF) bzw. Einsetzen der
Geradenkomponenten Xy, X,, X3 in die Ebene (KF, NF) -> unend-
lich viele Losungen: g [ E, 1 Lésung: Schnittpunkt S mit

g n E={S}; keine Losung: g || E

b) Abstand (bei Parallelitat von Gerade und Ebene): d(g,E) =

d(A,E) mit Punkt Aeg, z.B. mit _z; :50\ (Hessesche Normalform
¢) Schnittwinkel (bei sich schneidender Gerade und Ebene):

i

Lage Ebene — Gerade
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Voraussetzung Spiegelung

->

Punkt A =
FuRpunkt Fek mit AF[lig =0,

Spiegelgerade gs: _)Z:;;_;+td; (PF) I = o
Bildpunkt A* mit OA = OA+ 2[AF = OF+ AF

Gerade g: ; = ;+th> (PF) Punkte: A mit C_)TA = ;, B mit C_)I>3 = ;+U, FuBpunkte: Faggs mit
Spiegelgerade gs: _;= é;+tt]; (PF) A_IEAE]; =0, Fgegs mit A_I;B m]; =0, Bildpunkte A', B":

OA = OA+ 2CAF, =OF, + AF, , OB'= OB+ 2[BF, = OF, + AF, .
gespiegelte Gerade: g _; = (570\'+t A_>B (PF)

Gerade _x ::’il+tI,l (PF) Punkt A mit C_)TA: ;, FuBpunkt: Faggs mit A_FAH]]S =0, Bildpunkt
Spiegelgerade gs: x=as+tus (PF) | &' mit OA' = OA+ 20AF,, = OF, + AF,,

gllgs, d-h.0 u=kug gespiegelte Gerade: g x = OA+t u (PF)

Ebene: E: _; :ZH _v>+s;/\>/ (PF) Punkte: A mit (3?6\: ;, B mit 6?3 = ;+_u>, C mit OC = a+w, FuR-

->

Spiegelgerade gs: ;: z;;+tl]; (PF) punkte: Faggs mit A_EAE]]; =0, Fgegs mit A_IEBEHS =0, Fcegs mit
A_IEC E]; =0, Bildpunkte A, B', C*.

(576\ = O_TA+ 2 DO\_IEA = O_I;A+ A_IEA ,

OB' = OB+ 2[BF, = OF, + AF, , OC' = OC+ 2[TF, = OF. +CF, ,

gespiegelte Ebene: E": X =OA+r AB+SAC (PF)

Ebene: E: n(x-a) =0 (NF) bzw. Punkt A mit OA = a , FuRpunkt: Faggs mit A_FAI—_I]]S - 0, Bildpunkt
E: ax, +bx, +cx, =d (KF o - -> > -

P TR ( ) - A mit OA'= OA+ 2[AF, =OF ,+ AF,
Spiegelgerade gs: x =ag+tug (PF) gespiegelte Ebene: £ (- OR) =0 (NF)

E || gs, Normalenvektor n=(a b c)"

Spiegelungen an Spiegelgerade

KF = Koordinatenform, NF = Normalform; PF = Parameterform

Beispiele (Geraden):

1 0 . 0 1
a) Wir untersuchen die Lage der zwei Geraden g: _)Z: O|+9 —-1|undh: X =|0|+t] 1| zueinander:
0 2 1 0
I. Gleichsetzen der Geradengleichungen ergibt:
1 0 0 1 0 -1 -1
O|+g-1|=|0|+t|1| = g-1|+t-1|=| O | & -t=-1,-s-t=0, 2s=1 & t=1, s=0,5, -1,5=0 ¥
0 2 1 0 2 0 1

Die Geraden schneiden sich wegen des Widerspruchs nicht.

II. Fur die Richtungsvektoren in den Geradengleichungen muss im Fall der Parallelitat fiir ein gewisses reel-
les k gelten:

0 1
-1|=kl1]| = k=O, k=-1, 0=2 &
2 0

Auf Grund des Widerspruchs sind die Geraden aber nicht parallel, sondern windschief.
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1 2 3 -3
b) Wir untersuchen die Lage der zwei Geraden g: _; =|2|+92|undh: _)Z =| 4 |+t| —3| zueinander:
1 4 5 -6
Gleichsetzen der Geradengleichungen ergibt:
1 2 3 -3 2 3 2
21+92|=|4|+t| -3 | = 92 |+t|3|=|2]| « 25+3t=2,25+3t =2,4s+6t =4 = 25+3t =2
1 4 5 -6 4 6 4

Das lineare Gleichungssystem ist offensichtlich mehrdeutig l6sbar, die Geraden g und h sind somit identisch
(g=h).

1 -2 -3 1
c¢) Fur die Geraden g: _)Z =|-2|+9 1 |[undh: _): =| O |[+t| —3| ergibt sich durch das Gleichsetzen der
0 1 2 2
Geradengleichungen:
1 -2 -3 1 -2 -1 -4
-2|+9 1 |=]| O |+t|-3]| = 1 |+t 3 |=| 2 | = -25t=-4,5+3t=2,8-2t=2 &
0 1 2 2 1 -2 2

-2s-t=-4,s =2-3t, (2-31)-2t =2 & -2s-t=-4,5s =2-3t,-5t =0 & -2s-t=-4,s = 2-3t,t=0 &
-2s=-4, s=2, t=0 <& s=2, t=0.
Die Geraden schneiden sich also, der Schnittpunkt S errechnet sich entweder durch Einsetzen von s in g

-3 1 -3
oder vontinh z.B. als: O_>S: 0 [+0J—-3|=| 0O [, also S(-3]|0]2).
2 2 2
d) Die Berechnung des Schnittwinkels zwischen zwei Geraden macht natirlich nur dann Sinn, wenn sich die
1 1
Geraden in einem Schnittpunkt S schneiden. Wir betrachten dazu die Geraden g: ; =| 4 |+ -1|und
-1 1
2 -1
h: _;: 2 |+t| 2 |, die sich offensichtlich im Punkt S(1]4|-1) (s=0, t=1) schneiden. Der Kosinus des
-1 0
Schnittwinkels a ist dann mit Skalarprodukt und Betragen der Richtungsvektoren:
1)y-1
-1| 2
cosg= MEANO) _Z1-240_ =3 _ o6 also o = 140,77°,
-1 J3@s V15
=141 2
1 0
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Aufgabenblatt: Punkte, Geraden

1. Stelle die Geradengleichung g aus Punkt und Richtungsvektor auf:

-12 4

a) P(-2/4/|5), ~ f =3 b) P(10]-12]-25), > F = 15 c) P(-7|-9|-3), 7 r =l 5

0 =17 -6
2. Bestimme die Gerade g durch die Punkte P und Q:
a) P(011]-2), Q(1]-2]-1) b) P(4]1]-3), Q(2]-56) c) P(-2|0[8), Q(0[4]-6)
3. Punktprobe: Welcher Punkt liegt auf welcher Geraden?
Punkte: Geraden:
A(2]-5(0), B(12|-11[29), S R T I e I (- B
C(716]-14), D(-48|50(74), |g:x=| 1 |+r|=3|'h:x=| 1 |+9-6| k:x=|10|+t| 4
E(-2[-17]|24), F(-1]4]-3) _2 1 -3 9 _6 8

4. Konstruiere eine Gerade h, die parallel zur Geraden g liegt und durch den Punkt P geht:

(4 (1 _(-2) (o
a) g:x=| 2 |+t| -6/ PGI7I12) b) g: x =| -4]|+t| 6| P(-2.5/4,5-8,5)
-5 8 0 4

5. Lage von Geraden: Bestimme die Spurpunkte der Geraden mit den Grundebenen des Koordinatensys-
tems:

L2 4 (0} (2 (1) (-2
a)g;X: 2 |+t -6 b)g:x:0+t3 C) g:x=|-4|+t -2
-4 2 5 -1 8 1

6. Lage von Geraden: Wie liegen die Geraden g und h zueinander?

-1 1 1 (1 -5 2 3 -4
a)g:;= 1|+ —1'h2_>:=1+t1 b)g:;: 2 |+ —1*h:_)2: -6 |+t 2

0 1 1 0 3 4 -2 -8

0 1 4 -2 11 2 -3
C)g:;: 1|+ —3-h:_>2: 1|+t -6 d)g:;: -3 |+g 4 'h:;:t—l

-2 1 -3 9 -13 -1 3

2 1 0 -2 -2 5 3 2
€ g:x=|1|+s 3 |» h:x=| -5+t -6 Dg:x=| 4 |+92| h:x=|6|+t]-3

0 -2 4 4 -1 1 0 1

7. Lage von Punkt und Geraden: Berechne den Abstand:

-4 0
a) g:x=| 5 |+1 6/ PC-413I-5) b) g;;_ 3 et -1 ,P(2| 7|5)
6 8
) 1 1 .
€) g:x=| 0 |+t -1/ PGI-2[1) d) g:x=|1|+t| 4| P(O[0]13)
-1 1
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8. Lage von parallelen oder windschiefen Geraden: Berechne den Abstand:

1 1 4 1 1 1 4 1
) g:x=|-2|+s 1] h:x=|1|+11 b) g:x=|-4a|+s 1] h:x=| 1 |+{ 1
-1 0 0 0 2 0 -2 -1
2 0 4 0 -4 -2 4 4
©) g:x=|1|+s-1|" h:x=| 3 |+12 d g:x=|-2|+s 1 |' h:x=| 6 |+t -2
1 2 -3 0 -6 2 -2 -4

9. Lage von windschiefen Geraden: Berechne den Abstand nach dem LotfuB3punktverfahren:

i 0 1 i 1 -2 i 7 0 i 0 1
a)g:x: -1|+9 4| h:x=| 3|+t 3 b)g:x:8+ 1" h:x=| 3|+t -1
3 0 9 0 0 -1 -1 0

10. Konstruiere eine Gerade h, die senkrecht zur Geraden g ist und durch den Punkt P geht:

L (4] (O (o) (-1
3) g:x=|3|+t 1| P(8l0[0) b) g:x=|1]+t| 1 | P2l-214)
2 2 1 0

11. Lage von sich schneidenden Geraden: Berechne Schnittpunkt und Schnittwinkel:

) 1 4 ) 1 -5 ) 5 2 . 1 2
a)g:x: -2|+9 5 " h:x=[-2|+t| 4 b)g:x: 4 [+92"h:x=| 1 |+t 1
-6 3 0 -4 3 -4 -3
) 2 1 . 3 -1 ) 12 10 . 22 -18
) g:x=|2|+d -1 h:x=|1|+{ 1 d g:x=| 25 |+ -8]" h:x=| 17 |+ 13
3 -1 2 -1 -30 14 -16 -5
Ldsungen:
) s s s ) -2 1 R 10 -12 R -7 4
l.GeradengIelchung.g;x=0p+tr.a)g:xz 4 |+ S’b)g:x: _12|+4 15 ’C)g:x: —9l+d 5
5 0 -25 -17 -3 -6
S 0 1 4 -2 -2 2
2.Geradeng|eichung:g;xzop+th.a)g:;: 1 l+9-3 ,b)g:‘;z 1 |+t -6 ,c)g:';z o l+t 4
-2 1 -3 9 8 -14
3 11 -25 0
3. Vorgehensweise: Punktprobe. A,Feg, C,Dek, Eeh./4.8) -y =| 7 |+t =61 D) h: x =| 45 |+t 6 |-
12 8 85 4

5. &) S23(0[5]-5), S13(10/3|0]-10/3), S12(10|-10]0); b) S23(0|0|5), S13(0]0[5), S12(10[15]|0); ¢) S23(0]-5]8,5), S13(5|0[6), S12(17]12]0).

6. Vorgehensweise: gNh, evtl. Uberpriifung auf Parallelitit. a) S(0|0|1) (s=1, t=-1); b) g || h; ¢) g, h windschief; d) S(15|5|-15)
(s =2,t=-5); e) g = h; f) S(3|6/0) (s=1, t=0).

7. Vorgehensweise: LotfuBpunktverfahren, Hilfsebenenverfahren. a) FuRpunkt F(-4|-1]-2) (t=-1), d(g,P)=5; b) F(-2|1|5) (t=2),
d(9,P)=8,944; c) Peg; d) F(6|3|7) (t=0,5), d(g,P)=9.

8. Vorgehensweise: LotfuBpunktverfahren, Hilfsebenenverfahren (im Fall paralleler Geraden), Hilfsebenenverfahren (im Fall
windschiefer Geraden). a) g||h, d(g,h)=1; b) g,h windschief, d(g,h)=V2; c) g,h windschief, d(g,h)=2; d) g||h, d(g,h)=12.

9. a) LotfuBBpunkte P(1]3]3), Q(1]3|9), d(g,h)=6; b) LotfuBpunkte P(7|14/3]|10/3), Q(8/3|1/3|-1), d(g,h)=7,51.
L (4 4 _(25) (-05
10. Vorgehensweise: Hilfsebenenverfahren. a) F(4|1,6/-0,8), h:x=| 16 |+t -16] b) F(2,5]-1,5|1), 9:x=| -15|+t - 05"
-08 08 1 3

11. Vorgehensweise: gNh={S}, Schnittwinkel @. a) S(1|-2|3), =90°; b) S(3|2|-7), ©=78,79°; ¢) S(3|1|2), ¢=70,53°;
d) S(22]17]-16), =34,94°.
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Datenblatt: Ebenen

- > -> ->

Linearkombinationen von Vektoren sind Ebenen E: x=b+r v+ sw mit Stitzvektor b und Rich-

tungsvektoren vw sowie reellen Parametern r, s (Parameterform der Ebene), E: _n(_x—_pj =0 mit

Normalenvektor n (Normalenform der Ebene), E: ax +bx2 +CX, =d mit reellen a, b, c, d (Koordi-
natenform der Ebene).

Spurpunkte sind die Schnittpunkte einer Ebene mit den Koordinatenachsen. Es gibt mindestens
einen, héchstens drei Spurpunkte fur eine Ebene. Spurpunkte errechnen sich durch Nullsetzen von
zwei der drei Komponenten Xxi, X,, X3 der Koordinatenform der Ebene:

Voraussetzung Spurpunkte, Lage der Ebene

Ebene E: ax, +bx, +cx, =d S,(d/a|0]0) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)
20 b0 c#0 S,(0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
a7, b7y, ¢ S5(0[0|d/c) (Schnittpunkt mit der xs-Achse)

Ebene E: bx, +cx, =d S(0[d/b|0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
b0 C#£0 S3(0|0]d/c) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)
' C -> Ebene parallel zur x;-Achse

Ebene E: ax, +Cx, =d S,(d/a|0]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
20 c#0 S3(0]0]d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse)
azy, ¢ -> Ebene parallel zur x,-Achse

Ebene E: ax, + sz =d S,(d/a|0]0) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)

a#0, b#0

S,(0|d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
-> Ebene parallel zur xs-Achse

Ebene E: ax, =d
a#0

S;(d/a]0]0) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)
-> Ebene parallel zur x,- und x3-Achse
-> Ebene parallel zur x,-x5-Ebene

Ebene E: bx, =d
b#0

S,(0|d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
-> Ebene parallel zur x;- und x3-Achse
-> Ebene parallel zur x;-xs-Ebene

Ebene E: Cx, =d
c#0

S3(0]0]d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse)
-> Ebene parallel zur x;- und x,-Achse
-> Ebene parallel zur x;-x,-Ebene

Spurpunkte von Ebenen
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Im dreidimensionalen reellen Vektorraum lassen sich Ebenen in der Form der Koordinatenglei-
chung E: ax;+bx,+cxs=d (KF) darstellen. Schnittpunkte der Ebene mit den (x;-, Xo-, Xs-) Achsen des
Koordinatensystems heil3en Spurpunkte mit: S;(d/al0|0), S,(0]d/b|0), S;(0|0|d/c), falls a#0, b#O0,
c#0. Ist einer, sind zwei der Koeffizienten a, b, ¢ der Ebenengleichung gleich 0, so gibt es den je-
weiligen Spurpunkt nicht, die Ebene ist dann parallel zu der Koordinatenachse, die keinen Spur-
punkt besitzt. Mit Spurpunkten lassen sich mithin die Ebenen im Koordinatensystem verorten bzw.

darstellen.

Ebene

Spurpunkte, Lage der Ebene

Lage der Ebene

Ebene E: ax, +bx, +cx, =d
a#0, b#0, c#0

S4(d/a]0]0) (Schnittpunkt mit der x;-
Achse)
S,(0]|d/b|0) (Schnittpunkt mit der x»-
Achse)
S3(0]0]d/c) (Schnittpunkt mit der x»-
Achse)

Ebene E: bx, +cx, =d
b#0, c#0

S,(0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-
Achse)

S3(0]0]d/c) (Schnittpunkt mit der x»-
Achse)

-> Ebene parallel zur x;-Achse

Ebene E: ax, +¢cx; =d
a#0, c#0

S;(d/a|0]0) (Schnittpunkt mit der x;-
Achse)

S3(0]0]d/c) (Schnittpunkt mit der x»-
Achse)

-> Ebene parallel zur x,-Achse

Ebene E: ax, +bx, =d
az0, b#0

S;(d/a|0]0) (Schnittpunkt mit der x;-
Achse)

S,(0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-
Achse)

-> Ebene parallel zur xs-Achse
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Ebene E: ax, =d
az0

S4(d/a]0]0) (Schnittpunkt mit der x;-
Achse)

-> Ebene parallel zur x,- und xs-
Achse
-> Ebene parallel zur x,-xs-Ebene

Ebene E: bx, =d
b#0

S,(0]|d/b|0) (Schnittpunkt mit der x»-
Achse)

-> Ebene parallel zur x;- und xs-
Achse

-> Ebene parallel zur x;-xs-Ebene

Ebene E: Cx, =d
c#0

S3(0[0]d/c) (Schnittpunkt mit der xs-
Achse)

-> Ebene parallel zur x;- und x,-
Achse

-> Ebene parallel zur x;-x,-Ebene

Hinsichtlich der Umformung von Parameter-, Normalen- und Koordinatenform der Ebene gilt:

Vorgehensweisen

-> -> ->

Ebene: E: _x =b+rv+sw

mit; Stltzvektor _b Richtungs-/Spannvektoren

Wy
Parameternr, s (PF)

->

Vv,

> -  ->
Normalenvektor n =

- => ->

Ebene: E: n(x- p)=0 (NF)

vxw, Stutzvektor p=Db

> - 0

. _ .
Normalenvektor n, normiert als n

-0 5

Ebene: E: n (x-p)=0 (HNF)

Normalenvektor n=(a b c)" mit:

n x = ax +bx, +cx
Punkt PEE mit: p=0P, d=n p

Ebene: E: ax, +bx, +cx, =d (KF)

Normalenvektor n=(a b ¢

Ebene: E: &4 tP% +0X, —d _ 0 (HNF)

va?+b? +c?
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Lineares Gleichungssystem:
ax, +bx, +cx; =d

Ebene: E: _x :_b+r_v+ S;N (PF)

Ebene in Parameter-, Normalen-, Koordinatenform

Voraussetzung

Konstruktion

- ->

Punkt A, Richtungsvektoren v, w

-> ->

Stutzvektor a :C_)A, Richtungsvektoren u, v, Parameterr, s ->

Ebene: E: ; :C_)TAH _v>+ s;/\>/ (PF)

Punkte A(a1|a2|a3), B(bllbzlbg),
C(cilcz|ca)

-> -> -> ->

Stitzvektor ; :60\ Richtungsvektor v = AB, w= AC , Parame-
terr, s -> Ebene: E: ; = C_)jA+r Ais+ SAE: (PF);
aa, + fa, + o, =1
Lineares Gleichungssystem: | gb + fb, + )b, =1 ->
ac, + i, + )¢, =1
Ebene: E: ax, +bx, +cx, =d (KF, mit O(0[0|0)CE)

Gerade g: _x = _a+ SIJ (PF)
Punkt POg

Stitzvektor a :(5A, Richtungsvektor v= AP, Parameter t ->

Ebene: E: x = a+su+tv (PF)

Gerade g: _x = _a+ SI,I (PF)
Punkt P

Ebene: E: G(;—(STD) =0 (NF) als zur Gerade g senkrechte Ebene
durch den Punkt P (E O g)

Gerade g;: x= :’:11+ su, (PF),

Gerade g;: x= é;+tL_Jz (PF),
Schnittpunkt S (g: N g, = {S})),

Punkte P(p1|p2|ps), Q(d1|d2|d3)€g:,
R(r4|r2|rs)eg.

Stiitzvektor b = éS, Richtungs-/Spannvektoren [JI (JZ Parameter
s, t->Ebene: E: x = b+ sL|1+tl_12 (PF);

ap, + fp, +4p; =1
Lineares Gleichungssystem: ag, + A9, + W, =1| ->

ary + fr, +y; =1
Ebene: E: ax, +bx, +¢cx; =d (KF, mit O(0[0|0)CE)

Gerade g;: x= :’:11+ Sl_Jl (PF),

Gerade g, x ::’;12+tL_12 (PF),

011192,9: N g =1},
Punkte P(p1|p2|ps), Q(d1|d2|d3)€g:,
R(r1|r2|rs)€02

- > - ->

Stiitzvektor b = éz Richtungs-/Spannvektoren u, v =a,-a,, Pa-

rameter s, t -> Ebene: E: _; =b+su+tv
ap, + Bp, +)p; =1
Lineares Gleichungssystem: ag, + A, + W, =1| ->
ar, + IBrz + s =1
Ebene: E: ax, +bx, +¢cx, =d (KF, mit O(0[0|0)E)

E: ax, +bx, +cx;, =d (KF)
Punkt P, Normalenvektor

n=@ b o

- => ->

Ebene: F: n(x—OP) =0 (NF) als zur Ebene E parallele Ebene
durch den Punkt P (F || E)

E: ax, +bx, +cx; =d (KF)
Abstand D,

Normalenvektor n=(a b c)"

->

n

->

Fio ax, +bx, +cx; =d —|n|D, Fz: ax, +bx, +cx; =d +|nD

als zur Ebene E parallele Ebenen im Abstand D (F; || F2 || E)
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Ebene: E: X = b+r v+sw (PF),

Gerade: g: _x =a+tu (PF)

-> - ->
Normalenvektor n = vxw, Parameter t, u ->
-> -> -> ->

Ebene: F: X = a+tu+un als zur Ebene E senkrechte Ebene F
durch die Gerade g (F O E)

Ebenenkonstruktionen

Allgemein gilt fur die Lage von Ebenen zu Punkten, Geraden und (anderen) Ebenen:

Voraussetzung

Lage, Abstand

Punkt P(p1|p2|ps)
Ebene: E: ax; +bx, +cx, =d (KF)

a) Punktprobe: ;X + P,X, + PgX; =d ->1 Losung: Peg; keine

_r; (Hessesche Normalform)

Lage Punkt — Ebene

Voraussetzung

Ldsung: POg
N [OP-d /
Lage, Abstand

Gerade: g: X =a+tu (PF)
Ebene E: x = b+r v+sw (PF) bzw.

E: n(x-b)=0 (n = vxw) (NF) bzw.

E: ax, +bx, +cx, =d (_r;:(a b Q") (KF)

b) Abstand: d(P,E) =

a) Gleichsetzen von Ebenen- und Geradengleichung:

_b+ r ;/+ S;N: _a+tIJ (PF) bzw. Einsetzen der
Geradenkomponenten Xy, X,, X3 in die Ebene (KF, NF) -> unend-
lich viele Losungen: g 1 E, 1 Losung: Schnittpunkt S mit

g n E={S}; keine Losung: g || E
b) Abstand (bei Parallelitat von Gerade und Ebene): d(g,E) =

d(A,E) mit Punkt Aeg, z.B. mit Z :56\ (Hessesche Normalform
¢) Schnittwinkel (bei sich schneidender Gerade und Ebene):

sl i a i

= =3

ntu

Lage Gerade — Ebene

Voraussetzung

Lage, Abstand

-> -> -> ->

Ei: X=b+rv,+sw, (PF)bzw.
Ei ax, +bx, +cx, =d,; (KF),

-> -> -> ->

Ex: X=b,+tv,+uw, (PF)bzw.
Ex: ex + fx, + gx; =d, (KF)

a) Gleichsetzen der Ebenengleichung in Parameterform:

b +rv,+sw, = b:+t\_/:+uv_v>2 (PF) bzw. Einsetzen der
Ebenenkomponenten x;, X,, X3 der Ebene E; in die Ebene E,
(KF): bzw. Losen des linearen Gleichungssystems

ax, +bx, +cx; =d,;
ex + X, + 9%, =d,
Parametern): E; = E,, unendlich viele Losungen (mit einem Pa-
rametern):: Schnittgerade g mit E;, n E, =g; keine Lésung:
E: |l E.
b) Abstand (bei Parallelitat der Ebenen): d(Ey,E,) = d(A,E;) mit
Punkt AcE, (Hessesche Normalform)
¢) Schnittwinkel (bei sich schneidenden Ebenen):

oA

j -> unendlich viele Losungen (mit zwei

Lage Ebene — Ebene

Hinsichtlich Parallelitédt und Orthogonalitét von Geraden und Ebenen ergibt sich zudem:
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Voraussetzung

Lage

Gerade: g: ; :_e:+t_u> (PF)

-
Ebene E: x =
- > > - >

E: n(x-b)=0 (n = vxw) (NF) bzw.

->

b+r _v+ S;N (PF) bzw.

E: ax, +bx, +cx; =d (_r;:(a b Q") (KF)

-> =>

a) uth=0->g||E
b) u=kn ->g OE

Lage Gerade — Ebene

Entsprechend gilt hinsichtlich der Parallelitat und Orthogonalitat von zwei Ebenen:

Voraussetzung

Lage

-> -> -> ->

Ei: X=b+rv,+sw, (PF)bzw.
Ei ax, +bx, +cx; =d; (KF),

-> -> -> ->

Ex X=b,+tv,+uw, (PF)bzw.
Ex: ex + fx, + gx; =d, (KF)

- s - -> - >

N =VXwW, Ny, =V XW,

a) n, =kn, >Ei |l E

b) n,[h, =0 -> E; D E;

Lage Ebene — Ebene

Voraussetzung

Spiegelung

Punkt A

- >

Spiegelebene Es: n[X=d, (NF)

FuRpunkt FeEs als Schnittpunkt von Hilfsgeraden h: x = OA+t ﬁ;

- ->

mit Spiegelebene Es, Bildpunkt A' mit C;A = C_)TA+2D°_\I>: =OF+ Al

Gerade x =a+tu (PF)
- >

Spiegelebene Es: nX=d; (NF)

-> ->

Punkte: A mit C_)A = _a, B mit 68 = a+ u, FuBpunkte: FaeEg mit

A_FA m]s =0, Fge Es mit A_FB m]s =0, Bildpunkte A*, B":
OA'= OA+ 2[AF, = OF .+ AF, , OB'= OB+ 2[BF, = OF, + AF, ,
gespiegelte Gerade: g": _; = (570\'+t A_>B (PF)

Gerade x =a+tu (PF)

Spiegelebene Es: n[X=d; (NF)
gllEs

->

Punkt A mit (3?0\: ;, FuRpunkt: FAeEg mit A_FAEJS =0, Bildpunkt
A mit OA'= OA+ 20AF, = OF .+ AF, ,
gespiegelte Gerade: g": _; = 6,>0J+t _u> (PF)

Ebene: E: x = a+r v+sw (PF)

Spiegelebene Es: n[X=d; (NF)

Punkte: A mit OA= a, B mit OB = a+ u, C mit OC = a+ w, Fu-
punkte: FAeEg mit A_FAE]S =0, Fge Es mit A_FB Ull—S =0, Fce Es
->

mit A_Fc (g =0, Bildpunkte A‘, B', C":

OA = OA+ 2[AF, = OF, + AF, ,
OB'= OB+ 2[BF, = OF, + AF, ,OC' = OC+2[TF, = OF.+CF. ,

gespiegelte Ebene: E": x = (576\'+r A_'>B'+sA_'>C' (PF)

- => ->

Ebene: E: n(x—a) =0 (NF) bzw.
E: ax, +bx, +cx;, =d (KF)

- >

Spiegelebene Es: n[X=d; (NF)

E || Es, Normalenvektor n= (a b o

->

Punkt A mit (3?0\: ;, FuRpunkt: FAeEg mit A_FAEJS =0, Bildpunkt
A mit OA'= OA+ 20AF, = OF .+ AF, ,
gespiegelte Ebene: E": _I"T(_):—CSZ\') =0 (NF)

Spiegelungen an Spiegelebene

KF = Koordinatenform, NF = Normalform; PF = Parameterform
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Beispiele (Ebenen):

9 -9 -9
a) Die Ebene E: x =|0|+9 6 |+t| O | istin Parameterform gegeben. Um sie als Koordinatengleichung
0 0 -3
darzustellen, wird zunachst der Normalenvektor der Ebene z.B. mit Hilfe eines Gleichungssystems ermittelt.
nl

->

Da der Normalenvektor N =| N, | senkrecht auf den Richtungsvektoren der Ebene steht, muss gelten:

n3
-9 -9
n 6 |=-9n, +6n,=0 < 6n,=9n,  n, =gnl sowie: n| O |=-9n, -3n, =0 = -3n, =9n, -
0 -3
2
N, =-3n, und mit N, =2,n, =3 n, =-6: _r; =| 3 |. Skalarmultiplikation der Ebenengleichung mit dem
-6
e s 9 2\ X% 2 )9
Normalenvektor ergibt wegen Nnr, =nr, =0: nx=n{0| < | 3 X |=| 30|«
0 -6\ X -6)0

2X, +3X, —6X, =18+ 0—-0=18, also die Ebenengleichung E: 2X, +3X, —6X, =18 in Koordinaten-
form.

b) Die Punkte A(0]|1]-2), B(1]0|2) und C(2]1]-1) bestimmen eine Ebene E wie folgt: Wir wahlen A als Stiitz-

vektor, die Differenzvektoren A_\E und AE: als Richtungsvektoren und erhalten die Ebenengleichung:

) 0 1 0 2 0 0 1 2
E: x=| 1 |+9|0|—| 1 ||+t/| 1 |-| 1 ||=] 1 |+ —1|+t| O] inParameterform.
-2 2 -2 -1 -2 -2 4 1
) 2 1 ) 5 1
c) Eine Ebene E wird durch die zwei Geraden g: x =|-4|+9 2 |undh: x=| O |+t| 1| aufgespannt,
1 -4 11 7

wenn sich die beiden Geraden in einem Schnittpunkt S schneiden. Fir die Ebenengleichung wéhlen wir den
Schnittpunkt als Stutzvektor und die Richtungsvektoren der beiden Geraden als Richtungsvektoren der Ebe-
ne. Damit ergibt das Gleichsetzen der Geraden:

2 1 5 1 1 -1 3 s—-t=3 s—-t=3
-4|+g 2 |=| 0 |+t1]| = 2 |+t -1|=|4 |- 2s-t=4 |l -1 = s=1 <
1 {—4 11 7 -4 -7 10 -4s-7t =10 -4-7t=10
1-t=3 =-2 R 2 1 3
s=1 = | s=1 |, also mit Einsetzen von s=1in g: OS=|-4|+10 2 |=|-2| den Schnittpunkt
-7t=14 t=-2 1 -4 -3
3 1 1
S(3|-2]-3). Die Ebenengleichung in Parameterform errechnet sich dann als: E: _; =|-2|+9 2 |+t 1].
-3 -4 7
R 2 -2
d) I. Berechnet werden soll der Schnittpunkt zwischen der Geraden g: x =| -4 |+r| 2 | und der in Para-
8 0
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1 -1 12

meterform gegebenen Ebene E: _): =|-1/+9 —-1|+t| 1 |. Gleichsetzen von Gerade und Ebene ergibt:
-1 9 -1
2 -2 1 -1 12 -2 1 -12 -1 —2r+s-12=-1
=4 |+r| 2 |=|-1|+g-1|+tf 1|1 2 |+9 1 |+t -1 |=| 3 |= 2r+s-t=3
8 0 -1 9 -1 0 -9 1 -9 -9s+t=-9

Wir wenden auf das entstandene lineare Gleichungssystem den Gauf3-Algorithmus an und erhalten:
Lineares Gleichungssystem:
-2r+1s - 12t=-1
+2r+1s - 1t= 3
-9+ 1t=-9
Anfangstableau:
2 1-12]-1
21 -1]3
0-9 1]-9
1. Schritt: 1*(2) + 1*(1) /
2 1-12]-1
0 2-13| 2
09 1]-9
2. Schritt: 2*%(3) + 9%(2) /
21 -12]-1
02 -13| 2
00-115| 0
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
-2r+1s- 12t=-1
+2s- 13t= 2

-115t= 0
Losungen des linearen Gleichungssystems:
s=1
r=1
2 -2 0
Einsetzen von r=1 in g ergibt: 55 =| =4 |+10 2 |=|-2| und damit den Schnittpunkt: S(0|-2|8).
8 0 8

[I. Zur Bestimmung des Schnittwinkels zwischen Gerade und Ebene bestimmen wir zunéachst mit Hilfe des
Kreuzprodukts der beiden Richtungsvektoren der Ebene den Normalenvektor der Ebene als:

-1 12 -8
_r; =|-1|x| 1 |=]107| Der Schnittwinkel ¢ zwischen (Normalenvektor der) Ebene und (Richtungsvektor
9 -1 11
-2 -8
2 |1107
0 11
der) Gerade errechnet sich dann als: sing = = 16+214 =0,7539=> ¢ = 48,93°.
-2\ |(-8) +8@3/11634
2 |01 107
0 11
e) Die Bestimmung des Abstandes zwischen den Ebenen E: 2x;+2x,+x3 = 10 (Koordinatenform) und
) 0 1 -1
F: x={0|+ 0 |+t| 1 | (Parameterform) macht nur Sinn, wenn die Ebenen parallel zueinander liegen.
4 -2 0

Dies gilt aber auf Grund der Tatsache, dass die Skalarprodukte zwischen dem Normalenvektor der Ebene E
und den Richtungsvektoren der Ebene F beide gleich null sind:
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2 1 2) (-1
2 0 |=2+0-2=0.,|2|001 |=-2+2+0=0.
1)(-2 1)1 0

Der Abstand der beiden parallelen Ebenen ist mit der Hesseschen Normalform der Abstand zwischen der
Ebene E (in Koordinatenform) und einem Punkt der Ebene F, z.B. dem Stitzvektor P. Also gilt:

|2m+2m+1mf1q_kq_6_2
V22 +22 412 Jo 3

f) Fir die beiden nichtparallelen Ebenen E: 2x;+x,+3X3 = 6 und F: X;+2X,+2x3 = 8 in Koordinatenform errech-
net sich die Schnittgerade g auf Grund des linearen Gleichungssystems:
Lineares Gleichungssystem:
+2X1 + IX, + 3X3 =6

+ 1X; + 2%, + 2X3 = 8
Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.

213 6

122 8
1. Schritt: 2*(2) - 1*(1) /

213| 6

03110
2. Schritt: 3*(1) - 1*(2) /

608]| 8

03110
Teilen: (1):6/ (2):3/

101.3333|1.3333

01 0.3333 | 3.3333
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x; + 1.3333x3 = 1.3333

+ 1x; + 0.3333x3 = 3.3333

Ldsungen des linearen Gleichungssystems: 0 -0
Xz =1
X1 =1.3333 - 1.3333t

X = 3.3333 - 0.3333t
-> unendlich viele Losungen des linearen Gleichungssystems;

Parameter ist/sind die reelle(n) Zahl(en) t
43-43t\ (43 (-43

d(E,F) = d(P,E) =

10 20,

-10 0

Die Schnittgerade g lautet damit: g: _;: 10/3—]/3'[ = 10/3 +1 ]/3
t 0 1
(2 2 0 :
g) |. Zur Ebene E: x=|3|+9 0O |+t|/ 1] in Para-
0 -1 1

meterform sind die Spurpunkte, also die Schnittpunk-
te der Ebene mit den Achsen des Koordinatensys-
tems zu ermitteln. Wir wandeln daher die Parameter-
form in eine Koordinatengleichung der Ebene E um
und erhalten: E: -x;+2x,—2X; = 4, so dass sich die
Spurpunkte ergeben als: S;(4/(-1)[0]0) = (-4]|0|0), = :
S2(0]4/2|0) = (0]2|0), S3(0]0]4/(-2))= (0[0]-2).

II. Umgekehrt folgt aus den Spurpunkten S;(4/0]0),
S»(0|2]0) und S3(0|0|-2) sofort die Koordinatenglei-
chung der entsprechenden Ebene E mit:

1 1 1
E: _—4x1+§x2 +_—2x3:1,

so dass Multiplikation mit dem Hauptnenner 4 ergibt:
E: 'X1+2X2—2X3 =4, 0 5
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Aufgabenblatt: Punkte, Geraden, Ebenen

1. Aufstellen von Ebenengleichungen: Wie lauten die Ebenen E in Parameter- und Koordinatenform?

a) A(1]-1/0), B(-1/0]1), C(0]1]1) b) A(3|1]-2), B(2|1]4), C(-2|3|-1)
c) P(4[3]2), Q(2[1]5), R(3|4[8) d) P(-2|-5/8), Q(3|-1]-5), R(-4[2|-1)

2. Parameter- und Normalen-/Koordinatenform von Ebenengleichungen: Wandle jeweils in die andere Form
der Ebenengleichung E um:

0 7 0 ) 1 3 0
A E:x=|0|+50]|+t[7 b) E:x=|-2|+g -1|+t/ -3
7 0 0 4 -2 2
C) E: 2X; + 3xp —4x3 =12 d) E: 4x; — 5x3 =20 e)E: -x; +x,+x3=0

3. Parameter-, Normalen-, Koordinatenform von Ebenengleichungen: Wandle jeweils in die anderen Formen
der Ebenengleichung E um:

a) E: 4x; — 3x, —5x3 =10 b) E: 5x; —2x, =4
) 5 2 -1 R 5 2
€) E:x=|3|+r| 3 |+ 5 d) E:|x-| 4 ||]-5|=0
1 -5 4 -8 -3

4. Punktprobe: Welche Punkte A, B, C, D liegen auf welchen Ebenen E, F, G?

1 -1 (2 -1y (-3 (2
) E:x=| 1 |+ 2 |+t 1 b) F:x=|1|+d 0 [+13 ) G:xg+5x; + X3 =3
-2 2 -1 0 2 0
d) A(3[2]-3) e) B(-4[1]2) f) C(10]-5|18) g) D(18]16]-6)

5. Spurpunkte von Ebenen: Bestimme die Spurpunkte der Ebene E (als Schnittpunkte mit der X;-, X,- und Xs-
Achse):

R -1 -1 1
a) E: -x; + 4x, — 5x3 = 20 b) - x=| 1 |+rl=1]l+9 0
1) lo) -1
0\ (-1} (0 6\ (0
©)E:x=|5|+r| 4 |+s 4 d) E:|x=|-2||d-2|=0
o) lo] |-3 5[ 8

6. Lage von Ebenen zueinander: Wie liegen die Ebenen E und F zueinander? Bestimme gegebenenfalls
Schnittgerade und Schnittwinkel:

1 1 -1 1 1 0
Q) g x=| 0 |+r|1|+s-1]s Frx=|1|+t 0 |+u 1
-1 1 0 0 -1 -1
b) E: 2X; — 3% — X3 =6, F: -X; + X, + X3 =-5
. 8 12 6
C) E:x=| 5 |+r-3|+4 0 |: F:5%1 + 20x; + 2x5 =90
-10 0 -1

d) E: 2x; + 3X, — X3 = 6, F: 4x; — 5, — 2X3 =-10
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-2y (o) (-1 _ (2] (O (1
e)E:;: 0}+r1+ 2 |, F:x=|-1{+t{1|+u O
-1) (2 0 0) \3 1
1| (-1 -20) (-2\ (5
N E|x-| 1 ||i-2|=0 F:x=| 0 |+ 1 |+4o
-2JI\ 5 0 0 1

1 0

9 E:x=r o}. 3 , F: 2x; + 3%, + 5%3 = 60
5
1

0
_(3) (5) (4 (2] (10
h) E:x=|-2|+r| 4 |+9-1|, F:| x-|0 -16|=0
6 -2 8 0 -7
1 1 3 (1 1 -1
) E-x=|3|+r|-2]+d 4 | F:x=|-6|+{7|+u 4
4 2 -2 -5) |2 -6
(10 15\ (-20 (8 -6 0
DE:x=| 9 |+r| 0 |+ 6 | F:x=|-4|+t 2 |+u -4
-12] (-4 0 2 0 -1

7. Lage von Gerade und Ebene zueinander: Untersuche, ob Gerade und Ebene senkrecht oder parallel zu-
einander liegen. Berechne gegebenenfalls den Schnittpunkt.

(=5} (3 (-2 1 -1
a) g:x=| 5 |+ 1] E:x=| 4 [+r| 0 |+g 2
-4, \1 -1 -3 1
) -4 2
b) g:x=| 2 [+t| 0] E:2x1— 3% —4x3=6
3 1
(-2 (3} (12} (2) (-5
C)g:x: -9 |(+t|0|' E:x=| O |+r|—-4|+9 4
-3 1 0 5 -6
(5 -2
d) g:x=| 0 [+t -1| E:4x+2x—2x3=25
-25 1
L1 3 (7Y (11
e)g3X: 2 |+t -1 E:|x-| O 12 =0
-2 -3 -8)| (-10
(5} (-5
f g:x=|0|+t| 10 |, E: 21 + X — 3xs = 10
0 0
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8. Konstruktion von Ebenen: Wie lautet die zur Geraden g senkrechte Ebene E durch den Punkt P?

-5 2 i 3 -2
a) g:x=| 3 |+ 1/ P(5I6-1) b) g: x =| 6|+t 4 | P(0[0]7)
3 6 2 -6

9. Abstand Punkt — Ebene: Wie grol} ist der Abstand d = d(P,E) zwischen Punkt P und Ebene E?

5 -1 0
a) E: X; — 2X, — 2X3 = 15, P(4]-10|0) ) E-x=|1 |+r| 1 |+5 -1/ P(2/6]10)
-1 0 -1
(1 3
C) E:| x=|2||01-4]|=0,P(GI-56) d) E: 5x; + 12x3 = 40, P(0[10|1)
2 0

10. Abstand Ebene — Ebene: Untersuche auf Parallelitat! Wie grof ist der Abstand d = d(E,F) zwischen den
(parallelen) Ebenen E und F?

5 1 2 -2 -1 -2
a) E:;: -4 |+r|2|+5 -1| F:;: 25|+t 3 [+u -4
3 2 -2 -2 4 -4
b) E: -2X; —Xo + 2X3 =9, F: 6X; + 3X, — 6X3=5
() (4) (1
C)E: 66X — 17X —9%3=22, E-x=| 2 |+1] 3 |+4 3
4 -3 -5
1 0 -1 -2 0
d) E:| x-|-2||th 8 |=0: F:x=| 2 |+1] 3 |+9-3
0 -6 3 4 -4

11. Abstand Gerade — Ebene: Untersuche auf Parallelitat! Wie grofR3 ist der Abstand d = d(g,E) zwischen der
Gerade g und der Ebene E?

-4) (1 -2) (2) (-1 (0
a)g:_;z 3 +t2,E:_>:= 3 |+r|1|+g 2| b) g:x=t 1| E:8x +6x3=15
8 0 -4 0 0 0
_[2) (8 4 1) (4 7Y (-4 (-8
c)g:x=|-3 +t 1| E: x-4|=-4 d)g:;z 2 |+ 3| E:x=|-2|+1 1 [|+4 0
5 4 -2 -4 1 0 1 1
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LOsungen:

1. Ebenengleichungen (Parameterform, Koordinatenform). a) E- ‘; | —1l+r 12 + 21 bzw. E: X1 — X2 + 3x3 = 2,
0 1 1

3 -1 -5 4 -2 -1
b)E:’;: 1 1+r 0 l+g 2 bzw.E:12x1+29xz+ZX3=61,c)E:’;: 3l+rl=2+d 1 bzw. E: 15x; — 9%, +4x3 = 41,

-2 6 1 2 3 6

-2 5 -2
d) E ‘; = =5l+rl 4 |+4 7 bzw. E: 55x; +71x; + 43%3 = -121.

8 -13 -9

6 -6 -6
2. Ebenengleichungen (Parameterform, Koordinatenform). a) E: x3 = 7, b) E: 8x; + 6x2 + 9%3 = 32, ¢) E: ‘; ~lol+d 4 |+{ o |"
0 0 -3

5 0 -5 1 1
d)E:_>E:O+ 1|+t O ’e)E:;: 1{+t 0

0 0 -4 0 1

_ _ oy (R 25)| ( 4
3. Ebenengleichungen (Parameterform, Normalenform, Koordinatenform). a) E:;: ol+ 3 l+3 0 | E: ‘;_ 0 _3l=0’

0 0 1 0 -5

08 04 0 08 5 5 37
P E:x=| 0 |+1] 3 |+s0| E:|x-| 0 |[-2|=0"% E:| x-|3]||f-3|=0 B FTX 3+ 13%: =189,

0 0 1 0 0 1 13

) 7 25 15
d)E:x: Of+r] 3 |+9 0
0 0 1

, E: 2X3 — 5% — 3x3 = 14.

4. Vorgehensweise: Punktprobe. A,BeE, B,DeF, B,CeG.

5. Vorgehensweise: E N Koordinatenachsen (Koordinatenform der Ebene). a) S1(-20|0|0), S2(0]|5|0), S3(0]|0|-4), b) S1(-1/0|0),
S,(0]1]0), S3(0]0]-1), ) S1(1,25]0]0), S2(0[5|0), S3(0|0|3,75), d) S2(0|18]0), S5(0|0|-4,5).

2 1
6. Vorgehensweise: ENF -> Abstand d(E,F) bzw. Schnittgerade g, Schnittwinkel ¢. a) 9: ; = 1 |+d 1
-1 -2
) ) 0 05 ) 2 -1
b) g:x=|4|+u 1 ,C)E||F;d) g:x=|2|+1 0 , 9 =7851° e) g:x=|12|+{ -5 , @ =78,62° f) E||F, d(E,F)=6,025,
0 1 0 1 39 -14
. (30) (-34 25 (-% (7)) (-15%5
g)g:x: 0|+t 06 ,(p-90,g)E-F,h)g:X: 975 |+t 6% ’(p_60’24")g:x:—255 +t| 4725 @ =57,62%
0 1 -05 _5%, 2 -1

7. Vorgehensweise: Normalenvektor der Ebene, Richtungsvektor der Geraden. a) g+E, S(-2|6|-3), b), ¢) g || E, d) g-LE,
S(5]0]-2,5), e) S(7]0]-8), f) g liegt auf E.

g.a) |- (33 by |- (9?3 .
E:|x-| 6 1|/=0 E:| x-|0 4 1=0
-1| (6 7)| -6

9. Vorgehensweise: Hessesche Normalform. a) d(P,E) =3, b) d(P,E)=5/"3, c) d(P,E)=8, d) d(P,E)= 4.

10. Vorgehensweise: Hessesche Normalform. a) E || F, d(E,F)=9,675, b) E || F, d(E,F)=32/9, c) E || F, d(E,F)=88/406,
d) d(E,F)=1,8.

11. Vorgehensweise: Hessesche Normalform. a) d(g,E)=12, b) d(g,E)=1,5, c) d(g,E)=7/3, d) d(g,E) = 6.
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Datenblatt: Spiegelungen

Hinsichtlich der Spiegelungen am Ursprung, an den Achsen und an den Grundebenen des Koordi-

natensystems gilt:

Voraussetzung

Spiegelung

Punkt A(az|az]as), Ursprung O(0|00)

Bildpunkt A'(-a;]-a;|-as)

Gerade g: _; = ;+t _u> (PF),
Ursprung O(0]00)

Punkt A(as|as|as) mit OA = a, Bildpunkt A'(-a,|-as]-a)
gespiegelte Gerade: g": _; = (576\'+t_u> (PF)mitg'|l g

- => ->

Ebene: E: n(x-a)=0 (NF),
Ursprung O(0]00)

Punkt A(a;|az]as) mit OA = a, Bildpunkt A'(-2sl-2;1-2s),

gespiegelte Ebene: E": n(x OA) 0 (NF) mitE' || E

Spiegelungen am Ursprung

Voraussetzung

Spiegelung

Punkt A(a;|as|as), X;-Achse
Punkt A(a;|as|as), Xo-Achse
Punkt A(a;|az]as), Xs-Achse

Bildpunkt A*: A'(as|-a,|-as)
Bildpunkt A*: A'(-a1|a,|-as)
Bildpunkt A": A'(-a|-az|as)

Gerade g: Xx=attu (PF),
A(as]azlaz)eg, B(by|b2[bs)eg
X1-Achse
Xo-Achse
X3-Achse

Bildpunkte A’, B’: A’(a]-a,]-as), B'(b|-b,|-bs)
Blldpunkte A’, B A( a1|a2| a3) B( b1|b2| b3)
Bildpunkte A’, B A( al| a2|a3) B’(-by|-b,|bs)

Bildgerade: g x OA+tAB

Ebene: E: X = a+r v+Sw (PF),

A(ay|az|asz)eE, B(bi|bz|bs)eE,
C(cilca|cs)eE

x;-Achse Bildpunkte A’, B, C": A'(ay|-az|-a), B'(by|-b|-bs), C'(c4|-C2|-C5)
Xo-Achse B!Idpunkte A, B, C't A'(-as|az|-as), B'(-b1|by|-bs), C'(-c4|Ca|--C3)
Xs-Achse Bildpunkte A, B’, C': A’(-a1|-azlas), B’(-b|-b2|bs), C'(-c4|-C2|C3)
Bildebene: E": x =OA+r AB'+sA'C'
Spiegelungen an Koordinatenachsen
Voraussetzung Spiegelung

Punkt A(az|asz]as), X1-X,-Ebene
Punkt A(az|az]as), X;-Xs-Ebene
Punkt A(az|az]as), Xo-xs-Ebene

Bildpunkt A": A’'(az|a|-as)
Bildpunkt A": A’(as|-az|as)
Bildpunkt A": A'(-a;|az|as)

Gerade g: x =a+tu (PF),
A(ailaz|as)eg, B(bi|bz|bs)eg
X1-Xo-Ebene
X1-X3-Ebene
X2-X3-Ebene

Bildpunkte A", B’: A'(as|a,|-as), B'(b1|b,|-bs)
Blldpunkte A, B A'(a1|-a2|a3), B’(bll'b2|b3)
Bildpunkte A’, B': A'(-a;|az|as), B'(-by|b,|bs)

Bildgerade: g": _; :C;A'H A_>B

Ebene: E: X = a+r v+Sw (PF),

A(a;|az|az)eE, B(by|b,|bs)eE,
C(cilca|cs)eE
X1-Xo-Ebene
X1-X3-Ebene
X2-X3-Ebene

Bildpunkte A’, B’, C': A’'(a1|az|-as), B’(b1|b2|-bs), C'(c1|c,|-Ca)
Blldpunkte A, B, C:A (a1| azlag) B’ (bll bzlbg) C (Cll C2| C3)
Blldpunkte A, B (O3 A( a1|a2|a3) B ( bllbzlbg) C ( C1|CZ|C3)

Bildebene: E": x OA+rAB+sAC

Spiegelungen an Koordinatenebenen
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Fir Spiegelungen von Punkten, Geraden, Ebenen an Punkten, von Punkten an Geraden, Ebenen
gilt:

Voraussetzung Spiegelung

Punkt A(a;|as]as),

Bildpunkt OA' = OA+ 2[AF bzw. OA = OF + AF bzw.
Spiegelpunkt F(f;|f,|fs) p OA'= OA+ 2[AF bzw. OA' = OF + AF bzw

Bildpunkt A'(2f;-a;|2f,-a,|2f3-a3)

Gerade g: _; = ;+t _u> (PF), Punkt A(a;|as|az) mit (3?6\ = ;, Bildpunkt A*(2f;-a;|2f>-a,|2f3-a3),

Spiegelpunkt F(f[f[fs) gespiegelte Gerade: g x = OA+t u (PF) mitg' || g

Ebene: E: n(x-a)=0 (NF), Punkt A(a|as|as) mit OA = a, Bildpunkt A'(2f,-ay[2f,-a,|2fx-as),

Spiegelpunkt F(fy|f2|fs) gespiegelte Ebene: E*; _n>(_;—(5,>0\') =0 (NF) mitE‘|| E

Punktspiegelungen

Voraussetzung Spiegelung

Punkt A(a |a;[as), FuBpunkt Fegs mit Alzm]; =0 (LotfuRpunktverfahren) bzw.

Spiegelgerade gs: _x = 5_15""[ JS (PF) s os s
FuRpunkt Fegs mit Hilfsebene: Ex: ug X = ug[OA (KF),

E,, n gs ={F} (Hilfsebenenverfahren)

Bildpunkt OA'= OA+2[AF bzw. OA' = OF + AF bzw.
Blldpunkt A‘(2f1—a1|2f2—a2|2f3—a3)

Punkt A(a1|a2|a3),_> N FuRpunkt FeEs mit Hilfsgerade: h: x = OA+t ﬁs (PF),

Spiegelebene Es: N[X =d; (KF) E, n h={F} (Hilfsgeradenverfahren)

Bildpunkt OA' = OA+ 2[AF bzw. OA'= OF + AF bzw.
Bildpunkt A'(2f;-a;|2f,-a,|2f3-a3)

Spiegelung von Punkten

Ist F der (Spiegel-, Ful3-) Punkt, um den ein anderer Punkt A gespiegelt wird, so gelten fir die Er-
mittlung des gespiegelten Punktes A’ die Formeln:

O = OA+ 2 [AF
OA' = OF + AF
OA' = 2[OF - OA

KF = Koordinatenform, NF = Normalform; PF = Parameterform

Beispiele (Spiegelungen):
a) Es sei F(1]-2|4) der Spiegelpunkt.

1 4 -2
|. Die Punktspiegelung des Punktes A(4]-5|-2) an F fihrt gemaR: QA = 2 [OF-0OA=2 -2 || -5 |=| 1
4 -2 10
auf den gespiegelten Punkt A'(-2|1]|10).
) -5 3
Il. Die Punktspiegelung der Gerade g: x =| 5 |+t| 1| am Spiegelpunkt F ergibt sich, wenn wir zunachst
-4 1
einen Punkt der Geraden an F spiegeln. Wir nehmen den Punkt A des Stiitzvektors von g und erhalten auf
) ) ) 1 -5 7
Grund von: poA'=2[DOF-0A=2 -2|-| 5 |=| —9| den Bildpunkt A'(7|-9|12). Der Punkt A‘ stellt den
4 -4 12

Stitzvektor der gespiegelten Gerade g¢' dar, die gespiegelte Gerade g' ist zur Geraden g wegen der Punkt-
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7 3
spiegelung parallel. Somit besitzt die gespiegelte Gerade die Gleichung: g": )Z: -O|+t/ 1]
12 1
lll. Die Ebene E: 4x;—-3x,+X3 = 5 in Koordinatenform lasst sich um den Spiegelpunkt F spiegeln, wenn zu-

nachst ein Punkt der Ebene E an F gespiegelt wird. Wir wahlen dazu einen der Spurpunkte aus, etwa der
Spurpunkt auf der xz-Achse: S3(0|0|5). Der Bildpunkt ist dann:

B - 1) (0) (2
0S,=2[DF-0S,=2 -2|-| 0|=| -4| = Ss'(2-413),
4) (5 |3

so dass die gespiegelte Ebene E', die wegen der Punktspiegelung parallel zur Ebene E ist, das Aussehen:
E":4x;—3Xp+X3 = 4:2—3-(-4)+3 = 23 => E":4X;—3X,+X3 = 23

hat.
) 2 2
b) Der Punkt P(2]2|2) soll um die Gerade k: x =| —1|+1t| 1 | gespiegelt werden.
-1 2

I. Mit Hilfe von LotfuBpunkt- oder Hilfsebenenverfahren ergibt sich der LotfuBpunkt F(4|0]|1) zum Punkt P auf
der Geraden k. Wenden wir z.B. das Hilfsebenenverfahren an, so lautet die zu k senkrechte Hilfsebene E4
durch P mit dem Richtungsvektor der Geraden als Normalenvektor der Ebene: Ey: 2x; + X, + 2x3 = 10. Der
Schnittpunkt von Hilfsebene und Gerade ist der LotfuBpunkt F mit: k -> x;=2+2t, Xo=-1+t, X3=-1+2t -> Ey:
2(2+2t)+(-1+t)+2(-1+2t)=10 -> t = 1 -> F(4|0|1).

4 2 6
II. Der Bildpunkt P* errechnet sich aus: op'=2[OF-OP =2 0 |=| 2|=| = 2| als: P*(6]-2/0).
1 2 0

™

k
2 i =0 -5

c) An der Ebene E: 3x; + 4x, = -20 soll der Punkt P(2|6|3) gespiegelt werden. Die Hilfsgerade h ist die Lotge-
rade zur Ebene durch den Punkt P, hat also den Normalenvektor der Ebene als Richtungsvektor. Es gilt

2 3
damit: h: _): =| 6 |+t| 4 |. Der Schnittpunkt aus Lotgerade h und Ebene E ist der Lotfu3punkt F zum Punkt P
3 0
auf der Ebene E. Es gilt mithin: h -> x;=2+3t, x,=6+4t, X3=3 -> E: 3(2+3t)+4(6+4t)=-20 -> t = -2 -> F(-4/-2|3).
) ) ) -4 2 -10
Der Bildpunkt P* ergibt sich aus: pp'=2OF-0P=2 -2 |-|6|=| =10/ als: P(-10]-10|3).
3 3 3
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Aufgabenblatt: Spiegelungen

1. Spiegle Punkte, Geraden, Ebenen am Ursprung:

-5 3
a) A(5|-4|3), B(-2|5|11), C(-5]-6]-9) b) g:;= 5 |+t 1
-4 1
. 5 2 -1
C)E-x=|3|+r| 3 |+9 5 d) E: 2x; — 3x, —5x3 =11
1 -5 4

2. Fuhre eine Punktspiegelung der Punkte, Geraden, Ebenen am Spiegelpunkt F durch:

1 -3
a) P(-3|5]10), F(0[0]-3) b) P(2]2]2), F(8-6]-12) 9)g: x=| 2 |+t 2 | F@214)
-1 1
1 3 0
C) E: 2x; + 3%, — 4x3 = 12, F(2]-2|10) d)E-x=|-2|+9 -1 [+t| =3|. F(5]-6]-4)
4 -2 2
3. Spiegle Punkte, Geraden, Ebenen an den Achsen des Koordinatensystems:
a) P(2]-1]-1), x;-Achse b) P(3]-10]-8), x,-Achse
10 13
C) g: _)Z =12 |+t| =2 |+ X1-Achse d) E: 4x; — 5%, + 5x3 = 20, x,-Achse
10 11
) -4 2 -1 R 5 2
€ E:-x=| 3 |+r| 4 |+9 1 | Xs-Achse f)E:| x=|2 -1|=0, X1-Achse
1 -2 4 0 -1
4. Spiegle den Punkt P an der Spiegelgeraden g:
) 0 1 ) -1 2
a) P(4I51-1), g:x =| 2|+t| 0 b) P(3I-8-6). g: x =| -1+t 4
1 1 1 -5
) -4 -2 ) 10 0
¢) P(0[0I0), g:x =| 4 |+t 4 d) P2l4-5), g:x=| 0 |+t] 1
6 -4 0 -1
5. Spiegle Punkte, Geraden, Ebenen an den Grundebenen des Koordinatensystems:
a) P(4|1]-1), x1-x3-Ebene b) P(-2|-5|12), x,-x3-Ebene
5 2
C) g: _)Z =| =3 |+t| =2 X1-X2-Ebene d) E: 3x; — X5 — X3 = 9, Xo-X3-Ebene
-3 5

42 Michael Buhlmann, Vektorrechnung fiir Schiiler und Studenten



6. Spiegle den Punkt P an der Spiegelebene E:

a) P(-1|-4|-1), E: X; + 4x, — 5x3 = 20 b) P(3I5]-5), gy = 11 +r _1 + 3
1 0 -1
N 1 1
c) P(4|10|-14), E: 2x; + 5x, — 6x3 = 12 d) P(11]-10J2), E:| x—| -1 -21=0
0 -2
7. Wie lautet die Spiegelebene E, die den Punkt P auf Q spiegelt?
a) P(4[3]-2), Q(6]8[8) b) P(-4|2|10), Q(-1/-8|-5)

8. Gib einen Spiegelpunkt, eine Spiegelgerade und eine Spiegelebene an, wodurch die Punkte P(4|-3]-3)
und P‘(-2]1|5) durch Spiegelung ineinander bergehen.

9. Wie lauten die zu E mit Abstand d parallelen Ebenen F; und F,?

-3 1 1
a)E:4x, +4x,—7x3=28,d=6 b) E-x=| 1 l+rl1l+4 0| d=10
0 0 2
Ldsungen:
il il . - 5 3 . - _5 2 _l . . -_—
la) A'(-5|4|-3), B'(2]-5]-11), C(5|6]9); b) gix=| 5[+ 1 ; C) e v=l-3l+r 3 |+4 5 ; d) E: 2x1 — 3x2 — 5x3 = -11.
4 1 -1) \-5 4
(1 -3 ) 9 3 0
2a) P(3|-5|-16); b) P'(14]-14|-26); c) g x= 2|+ 2 T B2+ 3 -4xs=-96,€) o | 104 d —1 |+t —3]"
9 1 -12 -2 2
) 10 13 ) 4 -2 1
3a) P(2|1]1); b) P*(-3]-10|8); c) gix=|-12[+1 2 ; d) E' -4x1 — 5% — 5x3 = 20; €) E x=|-3|+r| -4|+s -1/’
-10 -11 1 -2 4

f)E:2X1 — X2 — X3 =8 -> E"2X1 + X2 + X3 = 8.
4. Vorgehensweise: LotfuBpunktverfahren, Hilfsebenenverfahren -> LotfuRpunkt -> Punktspiegelung mit Lotful3punkt.
a) F(1]2]2), P'(-2|-1|5); b) F(-1/3|1/3]-2/3), P‘(-11/3|26/3|14/3); c) F(-4|4|6), P‘(-8]8|12), d) F(10|4,5|-4,5), P‘(18|5|-4).

52) P-11-1);b) P15 0) | gl

3 -5

2 JAd)ES -3X1— X2 — X3 = 9.

6. Vorgehensweise: Lotgerade zur Ebene -> LotfuRpunkt -> Punktspiegelung mit Lotful3punkt. a) F(0|0|-4), P‘(1]|4|-9);

b) E: -x1+x2-X3 = 1, F(5|3|-3), P*(7|1|-1); c) F(0|0|-2), P‘(-4|-10]10); d) E: x1-2x-2X5 = 3, F(25/3|-14/3|22/3), P*(17/3|2/3|38/3).

7. Vorgehensweise: Spiegelebene mit Stiitzvektor als Mitte und Normalenvektor zwischen P und P'=Q. a) E: 2x; + 5x; +10x3 =
67,5; b) E: -3x3 + 10x, + 15x; = 15.

1 0
8. Spiegelpunkt als Mitte F(1|-1|-1), Spiegelgerade K ’; 1]+t =2 Spiegelebene E: 3x;—2x—4x; = 1.
1 1

9. Vorgehensweise: E: ax;+bx,+Cxz = dg -> F12: axg+bxa+cxs = do + d-(a®+b%+c?)? (Spiegelung von F; an Spiegelebene E auf F,

und umgekehrt). @) F1: 4xy + 4Xz — 7X3 = 82, F2: 4X1 + 4%y — X3 = -26; b) E: -2X1+2Xo+X3 = 8, F1: -2X1+2Xo+X3 = 38,
Fa: -2X142Xo+X3 = -22.
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Datenblatt: Abstande

Voraussetzung

Abst and

Punkte P(p1|p2|ps), Q(d1|d2[qs)

P_Q = d(P’Q) :\/(ql - p1)2 +(q2 - p2)2 +(q3 - p3)2

Abstand zwischen zwei Punkten

Voraussetzung Abstand
LotfuBpunktverfahren, Hilfsebenenverfahren ->
Geradeg: X = a+tu, -> ux (OP- a)
Punkt P(p:|p2lps) d(P.g) =d(PF)= [PF| bzw.d(Pg)=1 |
u
L [orau
mit Feg als LotfulRpunkt und OF = at-———— u
ul
- > —> > > \d(g,h) =d(P,g) =d(P,F
Geradeng: X =a+tu,h: X =b+tu (@h)=d gl g )
gllh mit Peh und OP = b und Feg als LotfuBpunkt
Abstand zwischen Punkt und Gerade, zwischen paralle  len Geraden

Voraussetzung

Ebene E: n)x, +N,X, + X, =d (KF),
Punkt P(pq|p2[ps)

Abstand
Hesse'sche Normalform ->
- >
n [OP- d‘
n.p, +n +n -d
d(P,E) - - :| lpl 22p2 - 323 |
n SAL +n, +N

Ebene E: n)x, +n,X, + N;X; =d (KF),

Geradeg: X =a+tu,g|E

d(g,E) = d(P,E)

mit Peg und 6?3 =—a

Ebenen E: n)x; +Nn,X, + N;X; =d (KF),
F:mX, + X, +myx; =e (KF),E||F

d(F,E) = d(P,E) bzw. d(F.E) = [ d _

| @

->|
n

3

mit PeF

Geraden g: X =_a+tl_11 , h:
X =Db+tu,

g, h windschief

(Upxu,) [(b- a)

d(h,g) = d(h,Ey) = d(P,Ey) bzw. d(g,h) =

-> -

Uy X u,

- >

mit Hilfsebene E: (L_jlx L]Z)[x— a} =0, g auf Ey, Peh

Abstand zwischen Punkt und Ebene, zwischen Gerade u

nd Ebene, zwischen parallelen Ebenen,
zwischen windschiefen Geraden

KF = Koordinatenform, NF = Normalform; PF = Parameterform
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Datenblatt: Winkel

Voraussetzung

Winkel

Kosinus-Formel ->

Winkel @ zwischen zwei Vektoren _>E_b>
- - cosg = alb  (spitzer, stumpfer Winkel)
aund b -> E(f
a|b
Schnittwinkel ¢ zwischen zwei sich -> >
schneidenden Geraden u, [,
> - =—_  (spitzer Winkel
g1: X=ait+suz undg,: COS¢ - |-> (sp )
- -> -> ul 2
X=az+tu:
Schnittwinkel ¢ zwischen zwei sich -> >
- - nl[hz
schneidenden Ebenen E;: N1 X = dl cosp = (spitzer Winkel)
> s -> ->
(NF)und E,: n2 X = d2 (NF) n, >
Winkel zwischen je zwei Vektoren, Geraden, Ebenen
Voraussetzung Winkel

Sinus-Formel ->

Schnittwinkel ¢ zwischen sich schnei-
dender Geraden g: _x = :';1+tIJ und
- >

Ebene E: n X =d (NF)

sing =

-> >

ulh

[‘1}?

(spitzer Winkel)

=>

u

NF = Normalform
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Musteraufgaben (Pflichtteil)

Aufgabe 1:

Lose das lineare Gleichungssystem. Wie lasst sich die Lésung geometrisch deuten?
+2X1 -3+ X3= 1

- X1+ X+ 2%3=-1

- X + 7X3 = -2

Aufgabe 2:
Liegen die drei Punkte P(0|1]-2), Q(1|-2|-1) und R(2]-5|0) auf einer Geraden?

Aufgabe 3:
) 0 -1 0
Bestimme die Spurpunkte der Ebene E: x =|5|+r| 4 |+9 4 | und zeichne die Ebene in ein Koordina-
0 0 -3
tensystem ein!
Aufgabe 4:
) 1 0
Wie lautet die zur Gerade g: x =| —2|+t| 3 | senkrechte Gerade durch den Punkt P(4|-2|5)? Bestimme
0 -1

den Abstand des Punktes P zur Geraden g.

Aufgabe 5:
Zu den Punkten A(-5|3]6) und A‘(3]-1]|10) ist die Spiegelebene zu bestimmen, an der A zu A* gespiegelt wird.

LOsungen:
1. x1=2+7t, xo=1+5t, xs=t -> drei Ebenen schneiden sich in 3.
) ) 2 7
einer Schnittgeraden g: ‘; 1]+t 5/
0 1
0 1
2. Gerade durch P, Q -> g: ‘; | 1 |+t =3 Punktprobe
-2 1
Reg (t=2) -> alle Punkte liegen auf Gerade g.
3. E: 12x;+3x,+4x3 = 15 -> S1(5/4[0]0), S2(0|5|0), Ss(0|0|15/4)
4. LotfuBBpunktverfahren, Hilfsebenenverfahren -> F(1]-3,5|0,5)

@

1 3 B 1]
> hx=| 35 |+ 15 | 4P =3LS. '
05) |45

5. E: 2x3—XotX3 = 5.
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Aufgabe 6:

9 -9 -9
Bestimme zur Ebene E: _): =|6|+r| O |+9 —6 | die zur Ebene parallelen Ebenen mit Abstand 3.
0 -2 -6
Aufgabe 7:
0 1 -1 3
Wie liegen die Geraden g: _): =|0|+9 -1 undh: _): =| O |+t| —2| zueinander?
1 1 2 1
Aufgabe 8:
-2 3 3 -3 0
Uberprife, ob die Gerade g: ;: -9 |+t| 2| parallel zur Ebene E: _)ZZ O|+r| 2 |+9 —2]| ist. Wie
-3 0 1 2 -1

grolR3 ist der Abstand zwischen Gerade und Ebene?

Aufgabe 9:
0 1
Untersuche die gegenseitige Lage von Gerade und Ebene mit: g: x =| 2 |+t| 0|, E: 2xy + 3%, + 4x3 = 20.
-4 2
Losungen:

6. E: 2X1+6X2-9X3 = 54 -> F1 2! 2X1+6X2-9%3 = 5443-11 -> F1: 2X1+6X2-9X3 = 21, F2: 2X3+6X2-9%3 = 87.
7. Geraden schneiden sich -> Schnittpunkt S(2|-2|3) (s=2, t=1).

8. Ebene E: 2x;—3x,+6x%3 = 12 -> 2 _23 —6-6+40=0 -> g || E -> d(g,E) = d(P,E) = 1 (Hessesche Normalform, P(-2|-9|-3)).
0) 6

9. Schnittpunkt S(3|2|2).

7. 9.
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Aufgabe 10:

Bestimme aus den Punkten A(2|2]-1), B(0|3]-3), C(1|5|3) eine Ebene in Koordinatenform. Welchen Abstand
hat die Ebene vom Koordinatenursprung?

Aufgabe 11:
Gegeben sind die Ebene E: [x— p} (h=0 und F: X=a+ru+sv. Wie lasst sich feststellen, dass die

Ebenen E und F zueinander parallel, aber nicht identisch sind?

Aufgabe 12:
) 3 -1
Berechne den Abstand des Punktes P(9]-2|-5) von der Geraden g: x = -2 |+r| 2
1 2
Aufgabe 13:

Gegeben ist der Punkt P(4|3|2) und die Ebene E: 4x; + 4x, + 2X3 = 5. Der Punkt S(1]-1|2,5) liegt auf der
Ebene. Wie lautet der Punkt Q, der auf der Geraden durch P und S liegt und denselben Abstand von der
Ebene E hat? Wie grof3 ist der Abstand von P bzw. Q zur Ebene E?

Aufgabe 14:
-2 0 -1
Wie lautet die zur Ebene E senkrechte Gerade g durch den Punkt P mit: E: ; = 0 |+r|1l|+s 2 |und
-1 2 0
P(0[1]-2)?

Aufgabe 15:

1 0
Bestimme die Schnittgerade der Ebenen E: x =r{ 0|+ g 0,6 | und F: 2x; + 3x, + 5x3 = 60. Wie groR ist der

0 1
Schnittwinkel zwischen den beiden Ebenen?

Ldsungen:
10. E: 2x3 + 2%, —x3 =9 ->d(O,E) = 3.
- > - > - -> -> ->

11. nfu =0, nlv =0 >E|F;, p# a+r U+ sV furjedesr,s->E#F.

12. LotfuBpunktverfahren, Hilfsebenenverfahren -> F(5|-6|-3) (r=-2) -> d(P,g) = 6.
13. P wird gespiegelt um S -> P* = Q(-2|-5|3); d(P,E) = d(Q,E) = 4,5.

0 -4
14.E:-4x1—2xz+X3=7->g:’;: 1 4t =2
-2 1
30 -34
15. E: -xz+0,6x3=0,F->Schnittgeradeg:’;: 0|+t 06 , @ =90°.
0 1
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Aufgabe 16:

Lose das lineare Gleichungssystem:
+2X1 - 2Xp - Xz3= 5

+ 5% + 10X, + 2X3 = -7

+7X1+ 33X, +8x3=-4

Aufgabe 17:
N 2 1 0
Wie lautet die zur Ebene E senkrechte Ebene F durch die Gerade g mit: E: x=| 1 |[+r| -1|+s 1| und
1 0 2
-1 1
g }2 =| 1 [+t| 2 |?Wie heil3t die Schnittgerade der beiden zueinander senkrechten Ebenen?
3 -2
Aufgabe 18:

Stelle dar, wie man bei vorgegebenem Punkt A und vorgegebener Ebene E den Punkt A* erhalt, der durch
Spiegelung des Punktes A an der Ebene E entsteht.

Aufgabe 19:
) 0 1
Spiegle den Punkt R(-3|0|6) an der Geraden g: x =| 1 |+t 1/
-1 1
Aufgabe 20:

Berechne die Schnittgerade der Ebenen E: -x; + X, + 2x3 =4 und F: 2x; — X, — 3x3 = 0.

Aufgabe 21:

Lose das lineare Gleichungssystem:
+2X, - 2X +3X3= 5

+ 1X; + 3%y - 2X3=-1

- 3%y - IX, - Xz =-4

Wie lasst sich das Gleichungssystem geometrisch interpretieren?

LOsungen:
-1 1 -2
16.x1=1, X2 = X3 =-1./ 17. E: -2X; — 2X2 + X3 = 3 -> Ebene F: ;: 1 |+t 2 |+u -2 LE->F -2x + 3%+ 2x3 =11 ->
3 -2 1
-31 0,7
Schnittgerade K ‘; =| 16 |+t -02]" / 18. Lotgerade h durch Punkt A senkrecht zur Ebene E -> Lotful3punkt F als Schnitt-
0 1

punkt zwischen Lotgeraden und Ebene -> Bildpunkt A* mit O_>A: 2[(D_|>:—O_TA o.a. / 19. LotfuBpunktverfahren,
Hilfsebenenverfahren -> FuRpunkt F(1|2|0), gespiegelter Punkt R'(5|4|-6). / 20. Lineares Gleichungssystem mit x3 = t -> Schnitt-

gerade: g: ; ./ 21. Lésungen: x3 = t, x; = 1.625 - 0.625t, x, = -0.875 + 0.875t ergeben die Schnittgerade

=| 8|+t| -1
0 1
1625 - 0625 .
g: -;: — 0875|+1 0875 von drei Ebenen.
0 1
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Aufgabe 22:
Welche Punkte haben von der Ebene E: 4x; — 2x, — 4x3 = 9 den Abstand 3?

Aufgabe 23:
1 1 0
Berechne die Schnittgerade der Ebenen E: 3x; + 4x3 =12 und F: x=|1|+r| -1|+9 —1| und stelle sie
0 0 3
grafisch im Koordinatensystem dar.
Aufgabe 24:
1 -1
Weise nach, dass Gerade g: x=| 4 |+t| 5 und Ebene E: 2x; — 10X, + 11x3 = 110 senkrecht aufei-
-7 -55

nander stehen. Wo schneiden sich Gerade und Ebene? Spiegle den Punkt R(1|4]-7) an der Ebene.

Aufgabe 25:

Welche Punkte auf der xz-Achse des Koordinatensystems haben den Abstand 5 von der Ebene
E: 4%, + X, + 8x3 = 357

Aufgabe 26:
Die Punkte P(2]-6]4) und P‘(5|3]-8) gehen durch Spiegelung an einer Spiegelebene ineinander tber. Weise
) 7 -3 4
nach, dass die Ebene E: x =| 0 |+r| 1 |+ g 0| diese Spiegelebene ist.
0 0 1
Losungen:

>

ne| =6 Abstand d = 3, paral- 23.

22. Lange des Normalenvektors:

lele Ebenen: Fi1z: 4x1 — 2% —4x3 =9+ 36 ->
Fi1: 4X1 — 2Xo — 4X3 = 27, F2: 4%y — 2% — 4X%3 = -9.

23. Ebenen E: 3x; + 4x3 = 12, F: 3x; + 3x, +x3 = 6 -> Schnittge-

(4 -4
rade g: w=|—2|+1 3 |
0 3

24.(2-10 11)" = 2:(-1 5 5,5)" -> g-LE; Schnittpunkt S(3|-6/4);
Reg, also: OR = OS+ RS, also: R'(5/-16/15).

0
25. xs-Achse als g: —; -{0 -> Punkt P(0|0|t), Hessesche

1
Normalform: M: - ‘8 _3$=4: « t=10, t=-1,25, Punkte
V81 )

P1(0[0]10), P5(0[0]-1,25).
26. Ebene E: x; + 3x; — 43 = 7, Mitte M(3,5|1,5-2)eE,
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Musteraufgaben (Wabhlteil)

Aufgabe 1:
) 2 2
Die Punkte A(2|-4]|1), B(8|-1]|1), C(4|1|5) legen eine Ebene E fest. Mit g: x =| 2 |+4g —2| ist weiter eine
-9 -1

Gerade gegeben.

a) Berechne den Schnittpunkt S zwischen Ebene und Gerade.

b) Bestimme die Geradenpunkte P, Q, die einen Abstand von 9 LE vom Schnittpunkt S haben.

c) Die Schnittpunkte der Ebene E mit den Achsen bilden zusammen mit dem Ursprung des Koordinatensys-
tems eine Dreieckspyramide. Berechne das Volumen der Pyramide.

2+b 2a
d) Fur alle reellen a, b lautet die Gerade: h: _; =| 8 |+t| 2-a/- Firwelches a sind die Geraden g und h
b 2

parallel? Fur welches b sind die Geraden g und h identisch?

Aufgabe 2:
) 3 1 ) 2 1
Gegeben sind die Gerade g: x =| —7 |+ g — 4 | und die Geradenschar h,: x =| -3 |+t| a
7 8 -1 2a-2

a) Wie lautet der Schnittpunkt zwischen der Gerade g und der Gerade h;?

b) Zeige, dass die Gerade g mit allen Geraden h, genau einen gemeinsamen Punkt hat.
¢) Fur welches a steht die Gerade h, senkrecht zur Gerade g?

d) Weise nach: Es gibt eine Ebene E, in der alle Geraden h, liegen.

Aufgabe 3:

Gegeben sind die Punkte A(1|1]-2), B(3]-1]1), C(3]2|3), Dy(3+2k]|-1-5k]1+k), k#O0.

a) Zeige, dass jeder Punkt Dy in der durch A, B, C festgelegten Ebene liegt.

b) Zeige, dass alle Punkte Dy eine Gerade g bilden. Wie lautet die Geradengleichung von g?

c¢) Fur welches k ist das Viereck ABCDy ein Parallelogramm?
d) Fir welches k hat das Viereck ABCDy den kleinsten Umfang?

LOsungen:

la) E: x1 — 2% + 2x3 = 12, S(10|-6]-5), b) P(4|0]-8), Q(16| 12| 2), ¢) Spurpunkte S;(12|0|0), S2(0]-6|0), S3(0[0]|6), Grundflache G =
36 FE, Hohe h=6 LE, Volumen V = 216 VE, d) a=-2, b=-6

2 1 0
2a), b) S(2-3]-1), ¢) a=5/4, d) E: y | _3|4¢ 0 |4yl 1| (Mitu=ta).
-1 -2 2
3 2

3a) Punktprobe, b) g: ')Z = —1|+K -5/ © k=1, d) k=-0,5 mit U=13,2.
1 1
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Aufgabe 4:

i 0 1 . 0 0
Gegeben sind die Geraden g;: X =|0|+9 0| undgy X=|1 |+t 1].
1 0 4 0

a) Zeige: Die Geraden g; und g, sind windschief.

b) Bestimme den Abstand der beiden Geraden g; und g, zueinander und die Punkte auf den Geraden, die
den geringsten Abstand zueinander haben.

c) Durch den Punkt P(4]4|4) ist eine Gerade h so zu bestimmen, dass sie die Gerade g, senkrecht schneidet.
d) Charakterisiere die Lage der Gerade h im Koordinatensystem. Welchen Abstand hat die Gerade vom
Ursprung O des Koordinatensystems, welcher Geradenpunkt liegt dem Ursprung am nachsten?

0 -2
e) Berechne die Schnittpunkte der Gerade k: X =| —1|+r| 25| mit den Geraden g, und h. Die drei Gera-
4 0

den g,, h und k bilden ein Dreieck. Bestimme den Flacheninhalt dieses Dreiecks.

LOsungen:

4a) Richtungsvektoren keine Vielfache voneinander, kein Schnittpunkt -> Geraden windschief; b) G1(0[0|1), G2(0[0|4), d(91,92) =
4 -4

h:;:(573+u|5,>0\: 41+ul O
4 0

(t=1); e) Schnittpunkte B(0|-1|4) (r=0, t=-2), C(-4|4|4) (r=2, u=2), A(0|4|4) -> Dreieck ABC rechtwinklig -> Ax = 10 FE.

4b) 4e)

d(G1,G2) = 3; ¢) LotfuBpunkt F(0]4|4) auf g, (t=3) -> ; d) h || x-Achse, d(h,0) = 4v2, A(0}]4]4)
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Aufgabe 5:

0 -2 -2 1
Gegeben sind die Geraden g und h durch: g: X =|3|+9 2 |,h: X=| 2 |+t| —1| sowie der Punkt
1 1 -1 4

P(-3]5|3).

a) Der Punkt P und die Gerade g legen eine Ebene E fest. Bestimme eine Koordinatengleichung von E.

b) Bestimme den Schnittpunkt der Gerade h mit der Ebene E. Wie grol3 ist der Winkel, unter dem die Gerade
h die Ebene E schneidet?

c) Die Gerade h wird an der Ebene E gespiegelt. Bestimme eine Gleichung der Bildgeraden.

d) Zeige, dass die Geraden g und h windschief sind. Bestimme den Abstand von g und h.

Ldsungen:
0 -2 -3
5a) Gerade g, Punkt P -> Ebene E: _; =|3|+pl 2 |+q 2 -> E: 2x1 + X2 + 2x3 = 5; b) Schnittpunkt S(-1|13) (t=1),
1 1 2
-1 -3
Schnittwinkel ¢=45°; ¢) Spiegelung des Punktes P(0|0|7)eh (t=2) an E -> P‘(-4]-2|3) -> h': _; = 1 |+r| =3/ d) Richtungsvek-
3 0

toren keine Vielfache voneinander, kein Schnittpunkt -> Geraden windschief -> d(g.h) = 3/v2.
5b) 5¢)

Michael Buhlmann, Vektorrechnung fiir Schiiler und Studenten 53



Aufgabe 6:

Gegeben ist eine im Koordinatenursprung ruhende quadratische Saule mit Lange und Breite von 8 m und

einer Hohe von 18 m. Vor dem Quader steht im Punkt P(18|4|0) ein Stab mit H6he 8, der, von einer fiktiven

Sonne angestrahlt, einen Schatten auf Boden und Quader wirft. Die Sonnenstrahlen kommen dabei aus der
-10

Richtung | 1 |. Berechne die Lange des Schattens auf Boden und Quader. (Zeichnung!)

-2

Aufgabe 7:

Die Punkte A(4[1|0), B(2|5|0) und C(-2|3|0) bilden ein Dreieck auf der x;-x,-Ebene. Zudem sei der Punkt
S(1]2|10) gegeben, der mit dem Dreieck eine Dreieckspyramide bildet.

a) Zeige, dass das Dreieck rechtwinklig ist.

b) Zeichne die Pyramide in ein Koordinatensystem.

¢) Bestimme den Winkel zwischen den Mantelflachen ABS und BCS.
d) Bestimme den Flacheninhalt der Mantelflache ACS.

e) Berechne das Volumen der Dreieckspyramide.

Aufgabe 8:
N 2 0 ) 2 0 ) 2 -2
Vom Punkt S(2]|4|8) gehen die drei Geraden g;: x=|4|+r| 0,092 x=|4|+92|, 03 x=|4|+t O
8 1 8 1 8 1
aus.

a) Berechne die Punkte A, B, C, in denen die Geraden die x;-x,-Ebene schneiden.
b) Zeige, dass die Gerade g, senkrecht auf der x;-x,-Ebene steht und dass das Dreieck ABC rechtwinklig ist.
c) Berechne das Volumen der Dreieckspyramide ABCS.

Ldsungen:

6. Quader: A(8]0|0), B(8]8]|0), C(0|8|0), D(0]0|0), E(8]0|18), F(8|8|18), G(0|8|18), H(0|0|18), Stab: P(18]4|0), Q(18]4|8), Schatten
durch die Punkte: P, S1(8|5|0), S2(8|5]4), Schattenlange | = 14,05 LE.

7a) Rechter Winkel bei B; c) ; d) Flache = 33,166 FE, e) V = 33,33 VE.

8a) Spurpunkte A(2]4|0), B(2|-12|0), C(18]4]0); b) giLx1-x-Ebene, rechter Winkel bei A; ¢) G = 16-16/2 = 128 FE, V = 128:8/3 =
341 1/3 VE.
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Aufgabe 9:

a) Zeige, dass das Dreieck ABD mit A(2|4]-1), B(4|3|-3) und D(0|3|1) gleichschenklig ist, und ergénze das
Dreieck zur Raute ABCD.

b) Wie lautet die Gleichung der Ebene, in der die Raute liegt?

c) Die Raute ABCD ist die Grundflache einer Pyramide mit Spitze S(8|3|5). Zeige, dass der Vektor zwischen
Rautenmitte und Spitze senkrecht auf der Ebene steht, in der die Raute liegt. Berechne das Volumen der
Pyramide.

d) Wie grof ist die Seitenkante der Pyramide? Berechne den Winkel zwischen Seitenkante und Pyramiden-
grundflache.

Aufgabe 10:

Gegeben sei der (im Koordinatenursprung ruhende) Quader ABCDEFGH mit Lange 4, Breite 8 und Hohe 16
und D als Koordinatenursprung.

a) Zeichne den Quader in ein Koordinatensystem.

b) Bestimme den Mittelpunkt M des Quaders und die Gleichung g der Raumdiagonalen durch A und G.

c) Bestimme die Ebene E, die senkrecht zur Raumdiagonalen durch den Punkt M geht.

d) Wo schneidet die Ebene E die Kanten des Quaders?

e) Unter welchem Winkel schneidet die Ebene die Kanten des Quaders?

f) Wie grol3 sind die Abstande zwischen dem Mittelpunkt M und den Kantenschnittpunkten?

Aufgabe 11:
Die Ebene E: x; + X, + 2x3 = 8 mit X3 = 0 erhebt sich als Hang Uber der x;-x,-Grundebene. Vor dem Hang
steht ein senkrechter Mast im Punkt H(6[4|0), der eine Héhe von 8 aufweist.

a) Zeichne Hang und Sendemast in ein Koordinatensystem ein! Wie grof3 ist der Neigungswinkel des Hangs
gegentber der Grundebene?
b) Der Mast wird auf halber Héhe senkrecht mit einem Seil am Hang verankert. Wo muss das Seil auf dem
Hang befestigt werden und wie lang ist das Seil?
-3
c) Die Sonne bescheint aus der Richtung _\; =| —1 | Mast, Grundebene und Hang? Wie lang ist der Schat-
-4
ten, den der Mast auf Hang und Grundebene wirft?

d) Der Mast knickt auf Grund &uBerer Einwirkung im Punkt K(6|4|k) um. Die Mastspitze kommt auf dem
Hang im Punkt R(4]0|2) zu liegen. In welcher Hohe ist der Mast abgeknickt?

Ldsungen:
9a) C(2|2|-1), Raute ABCD:; b) E: x1+xs = 1; c) M(2|3|-1),
MS||n.,V =16 VE

11a) =35,26°, b) FuBpunkt £ (41 212y, Seillinge
3°3'3

| = 4,08 LE, ¢) Schatten durch die Punkte: H(6]|4|0),
U(4,5|3,5]0), T(1,5|2,5|2), Schattenlange | = 5,32 LE, d)
Knickpunkt K(6[4]k) mit k=10/3, Lange des umgeknickten
Mastteils | = 14/3 LE.
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Aufgabe 12:
Zwei Flugzeuge F; und F, befinden sich zum Zeitpunkt t = 0 (in Minuten) an den Punkten P(2|2|8) bzw.

3 2
Q(6/4|0) (Koordinaten in Kilometern; Q: Flughafen) und bewegen sich von da in Richtung | 4| bzw. | -2
0 1

(gleiche Zeiteinheiten t in Minuten).

a) Wie lauten die Flugbahnen der beiden Flugzeuge?

b) Wie weit sind die Flugzeuge beim Start des Flugzeugs F, voneinander entfernt, wie weit zwei Minuten
spater?

c) Unter welchem Steigungswinkel startet das Flugzeug F, vom Flughafen? Wann hat das Flugzeug die Rei-
seflughthe von 8 km erreicht?

d) Wie hoch ist die Geschwindigkeit der Flugzeuge (in km/h)?

e) Bestimme die kirzeste Entfernung zwischen den Flugbahnen. Wann sind sich die Flugzeuge am néachs-
ten und wie groR3 ist dann ihre Entfernung?

f) Flugzeug F; durchfliegt eine Wolkenbank, die von zwei parallelen Ebenen mit Abstand 20 km begrenzt
wird. Die Gleichung der zunachst vom Flugzeug erreichten Ebene lautet: E: 6x; + 8x, = 150. Wann und wo
erreicht und verlasst das Flugzeug die Wolkenbank, wie lange halt es sich in der Wolkenbank auf?

0) Ein Ballon B startet bei Windstille vom Punkt R(10|0|0) mit einer Steiggeschwindigkeit von 4 m/s aus. Bei
welchem Startzeitpunkt des Ballons kommt es zu einer Kollision mit dem Flugzeug F,?

Aufgabe 13:
Gegeben sei das Ebenenbischel E,: ax; + 4x, = 16, aeR.

a) Zeichne die Ebenen E, und E; in ein Koordinatensystem und kennzeichne die Schnittgerade beider Ebe-
nen.

b) Bestimme die Gerade g, in der sich alle Ebenen des Ebenenbischels schneiden. Was ist die besondere
Lage der Schnittgerade?

c) Die Ebene E,, die Gerade g sowie die Spurgerade zwischen Ebene E, und x;-X3-Ebene legen oberhalb
der X;-xo-Ebene ein Dreiecksprisma mit dem Volumen 144 VE fest. Wie hoch ist das Prisma? Durch welche
Ecken ist das Prisma ABCDEF begrenzt?

LOsungen:
0
13b) Schnittgerade g: X —lal+t 0 || xs-Achse, c) h = 27 LE, A(8]0]0), B(0|4]|0), C(0[0|0), D(8]0|27), E(0|4]|27), F(0[0|27).
0 1
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Aufgabe 14:

a) Auf welche Art und Weise lasst sich der Abstand zwischen einer Geraden g und einem nicht auf der Ge-
raden liegenden Punkt P bestimmen?

5 0
>
b) Fihre das beschriebene Verfahren fir die Gerade g: x =| 12 |+t| —7 | und den Punkt P(-7|-21]-4)
-8 6
durch.
Ldsungen:
- g - -> -> ai -> ul
14a) Wir set 1go X=a+ it: —a = Vo = , P .
a) Wir setzen voraus: g: X =a+tu mit op =5 = a, | u=|u, (P1|p2|ps)
a, U,
1. Moglichkeit (Lotfu3punktverfahren): Schritt 1: Wir suchen den FuBpunkt oder Lotpunkt F der Senkrechten von P auf g ver-
-> -> -> > > - > - > -> >

moge der Beziehungen: OF = a+t, u, PF =a+t, u—OP und ulPF =0 (u [0 PF ). Esfolgt:

->

ulPF =0 & [J[€_61+ t, u-0 ) =0 © (*) Us(as + toUs) + Uy( 8z + toUz) + Us(as + tolis) = UaP1 + UaP2 + UsPs.

-> -> ->
Zur Lésung t=ty von (*) gehort dann der FuRpunkt F mit: OF = a+ to, U . Schritt 2: Der Abstand d(P,g) ist die Lange des Vek-
tors zwischen P und F, also: d(P,g) = d(P,F) = |:;|>:

2. Moglichkeit (Hilfsebenenverfahren): Schritt 1: Wir erzeugen eine Hilfsebene Ey, die senkrecht zur Geraden g steht und durch
- => - =>
den Punkt P geht, also: Ei: U X = U OP . Schritt 2: Wir lassen Hilfsebene Ex und Gerade g schneiden, der Schnittpunkt F ist
-> -> ->
der LotfuBpunkt der Senkrechten von P auf g. Aus g: X = a+1t U folgt dabei: x; = a; + tus, X2 = @, + tUp, X3 = @s + tus und aus
dem Einsetzen von xi, Xz, X3 in die Ebenengleichung von Ey ergibt sich die nach t auflosbare Gleichung (*):

ui(as + tug) + uz( @z + tup) + us(as + tus) = uip1 + UzP2 + UzPs

Zur Lésung t=to von (*) gehdrt dann der Fu3punkt F mit: dF = _a+ t, IJ . Schritt 3: Der Abstand d(P,g) ist die Lange des Vektors

zwischen P und F, also: d(P,g) = d(P,F) =

PF|-
3. Mdglichkeit: Schritt 1: Wir betrachten das Kreuzprodukt des Differenzvektors AP von Punkt P und Stitzvektor A der Gera-

den g und des Richtungsvektors der Geraden g, also: hx(ép— _3_j Der Betrag des Kreuzprodukts ist dann:

ax(ép_aj #dv—_a

dukts entspricht damit der Flache A des durch u und OP- a aufgespannten Parallelogramms. Schritt 2: Die Hohe dieses

Ux (ap_ ‘5]
‘Jx(ap- j LXA#

= :r[d(P,g) SdPg =L _~ A
) _
q
eine allgemeine Formel fiir die Berechnung des Abstandes zwischen Punkt und Geraden.
b) LotfuBpunktverfahren, Hilfsebenebenenverfahren, Kruezproduktformel -> FuRpunkt F(5]-9|10) (t=3) -> d(P,g) = d(P,F) = 22.

-> -> ->

[&ing mit dem Winkel a zwischen den Vektoren u und OP— a . Der Betrag des Kreuzpro-

—>

u

Parallelogramms ist der Abstand des Punktes P von der Geraden g, also: d(P,g). lll. Es folgt mit: A = und

A=

ax(émj

q @(P,g) durch Gleichsetzen und Umformen:
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Aufgabe 15:

a) Erlautere, wie man den Punkt F findet, der auf einer Ebene E am nachsten zum Ursprung O(0|0|0) des
kartesischen x;-x,-xs-Koordinatensystems liegt.

b) Berechne zur Ebene E: -2x;+Xx,+2X3 = 4 den Abstand zum Koordinatenursprung und den Punkt auf der
Ebene, der dem Ursprung am nachsten liegt.

LOsungen:
15a) I. Fur den Abstand einer Ebene vom Ursprung gilt mit Koordinatenursprung O(0]|0|0) und Ebene E in Koordinatenform mit:

n, d
E: nX +Nn,X, +N.X, = d und n =| n. | (Normalenvektor) nach der Hesseschen Normalform d(E,O) = ‘ ‘

2
(2 +nZ+n?
n3

—>

(Inl = /nlz + n§ + n32 bezeichnet den Betrag des Normalenvektors). Il. Um den Ebenenpunkt (LotfuRpunkt) F mit minimalem
B L!
Abstand d(E,O) zum Koordinatenursprung zu finden, muss offensichtlich die Ursprungsgerade g: yx =t n, mit der Ebene E
n3
geschnitten werden. Wegen — aus der Geradengleichung g folgend — x;=tns, X>=tn,, Xs=tns ergibt sich nach Einsetzen in die
Ebenengleichung E: '[l‘ll2 +'[I’]22 +tn32 =d & '[(I‘ll2 + n§ + n32) =d &t :#, so dass der LotfuBpunkt F als
2 2 2
nl + n2 + n3
nd
2 2 2
nl nl + r]2 + n3
Schnittpunkt zwischen Gerade und Ebene der folgende ist: <~ d nzd =>

OF =—————|n, |=
nf+ni+nd| * || nfengend
3 n,d

2 2 2
n +n, +n,

F nd | n,d | n,d _
nfHnp+ng Nt g +ng n4ng +ng
b) Zur Ebene E: -2x;+x,+2x3 = 4 berechnet sich der Abstand
zum Koordinatenursprung O als: d(E,O) =
__4 _ 4. Der Ebenenpunkt F mit minimalen
(_2)2 +12 + 22
Abstand zum Koordinatenursprung O ergibt sich nach dem
oben Gesagten (Aufgabe a)) als Lotful3punkt F mit:

F -2 1% | 203 _
(_2)2 +12 +22 (_2)2 +12 +22 (_2)2 +12 +22
f(=8,48)
9 99
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