Datenblatt: Abitur > Mathematik > Vektorrechnung
Ebenen

- > -> ->

Linearkombinationen von Vektoren sind Ebenen E: x = b+r v+ sw mit Stitzvektor b und Richtungsvekto-

> > == -> > -
ren v,w sowie reellen Parametern r, s (Parameterform der Ebene), E: n(x— pj = (0 mit Normalenvektor n

(Normalenform der Ebene), E: ax; + sz +CX; = d mitreellen a, b, ¢, d (Koordinatenform der Ebene).

Spurpunkte sind die Schnittpunkte einer Ebene mit den Koordinatenachsen. Es gibt mindestens einen,
hdchstens drei Spurpunkte fir eine Ebene. Spurpunkte errechnen sich durch Nullsetzen von zwei der drei
Komponenten X;, X, X3 der Koordinatenform der Ebene:

Vorausset zung Spurpunkte, Lage der Ebene
Ebene E: ax, +bx, +cx, =d S,(d/a|0]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
220 b0, c#£0 S,(0|d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)

S3(0|0]d/c) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)

Ebene E: bx, +cx, =d S,(0]d/b|0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
b0 C#0 S3(0]0]d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse)
' C -> Ebene parallel zur x;-Achse

Ebene E: ax, +¢x; =d S1(d/al0]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
20 c#0 S3(0|0]d/c) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)
ary, ¢ -> Ebene parallel zur x,-Achse

Ebene E: ax, +bx, =d S4(d/a|0]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
a#0. b#0 S,(0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
’ -> Ebene parallel zur xs-Achse

Ebene E: ax, =d S,(d/a|0]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
a#0 -> Ebene parallel zur x,- und x3-Achse
-> Ebene parallel zur x,-x5-Ebene

Ebene E: bx, =d S,(0]d/b|0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
b0 -> Ebene parallel zur x;- und x3-Achse
-> Ebene parallel zur x;-xs-Ebene

Ebene E: ¢X, =d S5(0]0]d/c) (Schnittpunkt mit der xs-Achse)
20 -> Ebene parallel zur x;- und x,-Achse
¢ -> Ebene parallel zur x;-x,-Ebene

Spurpunkte von Ebenen

Hinsichtlich der Umformung von Parameter-, Normalen- und Koordinatenform der Ebene gilt:

Vorgehensweisen

> -> -> ->
Ebene: E: x = b+rv+sw
- >

mit; Stltzvektor _b Richtungs-/Spannvektoren v, w,
Parameternr, s (PF)

Normalenvektor n = vxw, Stiitzvektor _[; = _b> Normalenvektor n, normiertals = n In |
Ebene: E: _r;(_):—_;;) =0 (NF) Ebene: E: ;0(;—_5) =0 (HNF)

Normalenvektor _n>:(a b ¢)’ mit: Normalenvektor n =(a b ¢’
_r;_;:axl+bx2+cx3 Ebene: E: ax1+bx2+cx3—d=0(HNF)

s /az +b2 +c2

Punkt PEE mit: p=0P, d=n p
Ebene: E: ax, +bx, +cx, =d (KF)

Lineares Gleichungssystem:
ax, +bx, +cx; =d
X, =T
X; =S

Ebene: E: _x :_b+r_v+ S;N (PF)

Ebene in Parameter-, Normalen-, Koordinatenform




Voraussetzung

Konstruktion

-> ->

Punkt A, Richtungsvektoren v, w

-> ->

Stltzvektor :';1 :(3A, Richtungsvektoren u, v, Parameterr, s ->

Ebene: E: x = OA+r V+sw (PF)

Punkte Aa|aslas), B(b|bzIbs), Stiitzvektor a = OA, Richtungsvektor v = AB, w= AC , Parameter
C(c4lczlcs) o s S -
r, s ->Ebene: E: x =0OA+r AB+sAC (PF);
aa, + fa, + ja, =1
Lineares Gleichungssystem: ab + fo, + )b, =1| >
ac, + i, + )¢, =1
Ebene: E: ax, +bx, +¢cx, =d (KF, mit O(0[0|0)CE)
Gerade g: _): = Z+ SH (PF) Stltzvektor ; = C_)jA Richtungsvektor _v> = ATD , Parameter t ->
Punkt POg Ebene: E: x = a+su+tv (PF)
Gerade g: _; = Z+ SH (PF) Ebene: E: G(;—(STD) =0 (NF) als zur Gerade g senkrechte Ebene
Punkt P durch den Punkt P (E O g)

Gerade g;: X = a1+ su, (PF),

Gerade g x = é2+tl]2 (PF),
Schnittpunkt S (g; N g, = {S}),

Punkte P(p:1|p2|ps), Q(d1]d2|d3)€0s,
R(r1|r2|rs)eg

Stiitzvektor b = 0S, Richtungs-/Spannvektoren u. u,, Parameter
s, t->Ebene: E: x = b+ sL|1+tl_12 (PF);

ap, + Bp, +)p; =1
Lineares Gleichungssystem: ag, + A, + W, =1| >

ar, + IBrz + s =1
Ebene: E: ax, +bx, +¢cx; =d (KF, mit O(0[0|0)CE)

Gerade g;: x= :’:11+ Sl_Jl (PF),
Gerade g;: x= é;+tL_Jz (PF),
91119291 N g2 =1}

Punkte P(p1|p2|ps), Q(d1]d2|ds)€g:,
R(r1|r2|r3)eg2

Stiitzvektor b = éz Richtungs-/Spannvektoren IJ) V= é:— éz Pa-

rameter s, t -> Ebene: E: _; =b+su+tv
ap, + fBp, +)p; =1
Lineares Gleichungssystem: ag, + A, + W, =1| ->
ar, + IBrz + ;=1
Ebene: E: ax, +bx, +cx, =d (KF, mit O(0[0|0)CE)

E: ax, +hx, +cx, =d (KF)

Punkt P, Normalenvektor n = (a b o

Ebene: F: _ri(_;—éls) =0 (NF) als zur Ebene E parallele Ebene
durch den Punkt P (F || E)

E: ax, +bx, +cx; =d (KF)
Abstand D,

Normalenvektor n=(a b c)’

—>

n

—>

Fir ax, +bx, +cx, =d —|n|D, F2: ax, +bx, +cx; =d +|n|D

als zur Ebene E parallele Ebenen im Abstand D (Fy || F> || E)

Ebene: E: X = b+r v+sw (PF),

Gerade: g: X =a+tu (PF)

-> -> ->
Normalenvektor n = vxw, Parameter t, u ->
- - —> -

Ebene: F: x = a+tu+un als zur Ebene E senkrechte Ebene F
durch die Gerade g (F O E)

Ebenenkonstruktionen

Allgemein gilt fir die Lage von Ebenen zu Punkten, Geraden und (anderen) Ebenen:

Voraussetzung

Lage, Abstand

Punkt P(p1|p2|ps)
Ebene: E: ax; +bx, +cx;, =d (KF)

a) Punktprobe: ;X + P,X, + P3X; =d ->1 Losung: Peg; keine

Ldsung: POg
b) Abstand: d(P,E) = _ﬁﬁp_d/_ﬁ (Hessesche Normalform)

Lage Punkt — Ebene




Voraussetzung

Lage, Abstand

Gerade: g: _; :?al>+t_u> (PF)
Ebene E: _; = _b>+r_v>+ s;/; (PF) bzw.

- > > - >

E: n(x-b)= O(n—vxw)(NF)bzw
E:aX1+bX2+CX3=d(n=(abQT)(KF)

a) Gleichsetzen von Ebenen- und Geradengleichung:

b+r v+sw=a+t u (PF) bzw. Einsetzen der Geradenkomponen-
ten Xy, Xz, X3 in die Ebene (KF, NF) -> unendlich viele Losungen:
g O E, 1 Lésung: Schnittpunkt S mit g n E ={S} ; keine Lésung:

gllE
b) Abstand (bei Parallelitat von Gerade und Ebene): d(g,E) =

d(A,E) mit Punkt Aeg, z.B. mit _z; :(STA (Hessesche Normalform
¢) Schnittwinkel (bei sich schneidender Gerade und Ebene):

- -

:

Lage Gerade — Ebene

Voraussetzung

o= A )
Lage, Abstand

-> -> -> ->

Ei: X=b+rv,+sw, (PF)bzw.
Ei ax, +bx, +cx, =d,; (KF),

-> -> ->

: X=b +tv2+uw2 (PF) bzw.
cex + fx, +gx, =d, (KF)

s - -> - >

SV XW, N, SVXW,

a) Gleichsetzen der Ebenengleichung in Parameterform:

b +r vl+ swl =b, +tv2+uw2 (PF) bzw. Einsetzen der Ebenen-
komponenten x;, X,, X3 der Ebene E; in die Ebene E, (KF): bzw.

+bx, +cx, = dlj
2

ex, + fx, +gx, =d
> unendlich viele Lésungen (mit zwei Parametern): E; = E,,

unendlich viele Losungen (mit einem Parametern):: Schnittgerade
gmit E; n E, =0; keine Lésung: E; || E»

b) Abstand (bei Parallelitat der Ebenen): d(Ey,E,) =

Punkt AcE, (Hessesche Normalform)
¢) Schnittwinkel (bei sich schneidenden Ebenen):

ol i

Losen des linearen Gleichungssystems (

d(A,Ey) mit

Lage Ebene — Ebene

Hinsichtlich Parallelitdt und Orthogonalitat von Geraden und Ebenen ergibt sich zudem:

Voraussetzung Lage
Gerade: g: X =a+tu (PF) a) uth =0 ->g|lE

Ebene E: x = b+r v+sw (PF) bzw.

E: n(x b) = O(n—vxw)(NF)bzw

b) u=kn ->g OE

E: ax, +bx, +cx, =d (n:(ab 9") (KF)

Entsprechend gilt hinsichtlich der Paralleli

Lage Gerade — Ebene

tat und Orthogonalitat von zwei Ebenen:

Voraussetzung

Lage

-> -> -> ->

Ei: X=Db+rv,+sw, (PF)bzw.
Ey: ax, +bx, +cx; =d, (KF),

-> ->

=b +tv2+uw2 (PF) bzw.
ex, + fX, + gx; =d, (KF)

->

E:
Ej:

> - -> - >

-> ->
a) n, =kn, > Ei || E;
-> >

b) n,th, =0 > E; OE,

SVXW Ny =V, XW,

Lage Ebene — Ebene

Voraussetzung

Spiegelung

Punkt A
- >

Spiegelebene Es: n[X=d, (NF)

FuRpunkt FeEs als Schnittpunkt von Hilfsgeraden h: _)Z = (5jo\+t ﬁ;

->

mit Spiegelebene Eg, Bildpunkt A* mit OA OA+2DAF OF+ AF

-> -> ->

Gerade x =a+tu (PF)

Punkte: A mit OA a, B mit OB a+ u, FuBpunkte: FAeEg mit




- >

Spiegelebene Es: n[X=d; (NF)

->

A_FA [Ill_s =0, Fge Es mit A_FBEHS =0, Bildpunkte A*, B":
OA'= OA+ 2AF,, = OF .+ AF,, , OB'= OB+ 2[BF, = OF, + AF, ,
gespiegelte Gerade: g" ; = C;A'H A_>B (PF)

Gerade x =a+tu (PF)
- >

Spiegelebene Es: n[X=d; (NF)
gll Es

->

Punkt A mit C_)TA: _z;, FuBpunkt: FAeEs mit A_FAEHS =0, Bildpunkt
A’ mit OA' = OA+ ZDA\_FA :O_FA+ A_FA ;

gespiegelte Gerade: g" ; = C;A'H _u> (PF)

Ebene: E: _x ::a1+r _\/+st (PF)
- >

Spiegelebene Es: n[X=d; (NF)

-> -> -> ->

Punkte: A mit C_)A: a,Bmit OB=a+u, Cmit O_(>3 = §+ w Ful3-

punkte: FaeEg mit AEAm]S =0, Fge Eg mit A_IEB m]; =0, Fce Eg
mit A_IEC H]; =0, Bildpunkte A‘, B', C":

C;A :(52& 2 DA_I;A :O_IEA+ A_IEA , CSI% :(5i3+2EIBEB = O_IEB+ A_IEB '
OC' = OC+2[TF, =OF, +CF. ,

gespiegelte Ebene: E": x = (576\'+r A_'>B'+sAT>C' (PF)

Ebene: E: _r;(_;—;) =0 (NF) bzw.

E: ax, +bx, +cx, =d (KF)

Spiegelebene Es: n[X=d; (NF)

E || Es, Normalenvektor n= (a b o

->

Punkt A mit C_)TA: _z;, FuBpunkt: FAeEs mit A_FAEHS =0, Bildpunkt

A’ mit OA' = OA+ ZDA\_FA :O_FA+ A_FA ;

gespiegelte Ebene: E* n(x—O,>N) =0 (NF)

Spiegelungen an Spiegelebene

KF = Koordinatenform, NF = Normalform; PF = Parameterform

Michael Buhlmann, 03.2012




