Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Vektorrechnung
> Ebenen

Aufgabe : Welche Ebenen F; und F, schneiden die Ebene E: x;+2x; = 0 in den Punkten A(0|0|0)
und B(-2|0]1) in einem 60°-Winkel?

1
Losung : I. Die Ebene E: x;+2x3 = 0 besitzt den Normalenvektor n; =1 0, der Richtungsvektor
2
-2 0 -2
zwischen den Ebenenpunkten A(0]0]|0) und B(-2|0|1) betragt: ATB =| 0 |-|0|=| O |.Wirhaben
1 0 1

damit die folgende Ausgangssituation:

Il. Wir konstruieren eine Hilfsebene Ey, die den Punkt A(0|0|0) enthalt und senkrecht zur Ebene E

-2
und zum Vektor ATB =| O | liegt. Die Ebene E, wird in der Parameterform bestimmt. Ein Rich-
1
. 1
tungsvektor (Spannvektor) der Ebene ist der Normalenvektor n; =| 0, der zweite Richtungsvek-
2
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tor derjenige, der senkrecht zu diesem Normalenvektor und zum Vektor AB steht, also auf Grund

1 -2 0 0
des Kreuzprodukts: | 0 (x| O |=| -5 der Vektor: u =| 1 |. Die Hilfsebene lautet somit:
2 1 0 0

i 0 1 0 1 0
Eq: x=|0|+r|{0O|+g91|=r|0|+51| ()
0 2 0 2 0

gemalf der nachstehenden Skizze:

-> ->

[ll. Die (zwei) Normalenvektoren n, und n, der gesuchten Ebene F; und F; liegen nun in der
1

Ebene E, im Winkel von 60° zum Normalenvektor Nz =| O |. Auf Grund der Parameterform (*) der
2

1 0) (r
Hilfsebene Ey hat jeder der gesuchten Normalenvektoren r_11 und ﬁz dieForm: r|0|+91|=| s
2 0) \r

Mit der Division dieses Vektors durch r und Setzen von t = s/r erfolgt die Umparametrisierung des
1

Vektors zu: | t |. Diesen Vektor verwenden wir, um auf der Grundlage der Skalarproduktfomel zur
2

Berechnung von Schnittwinkeln: cos¢g =

alb R R
= (fr Richtungsvektoren a und b)) bei einem Win-
a ‘

e
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1 1
kel von ¢ = 60° zwischen den Vektoren (a =)n. =| 0| und (b =)| t | die Unbekannte t zu be-

2 2
stimmen:
1) (1
o[t
cos60° = 2)\2 = H+0+4 = 5 = V5 -
1\ [[1) V12+02+22 312 +t2+22  J513/5+t2 5+t
o0t
2) 2

J5

1
—= o J5+12 =25 & 5+t2=20 » t2 =15 o t =++/15
2 5+t

> > > >

Der Winkel ¢ zwischen den Normalenvektoren ﬁE und r_11 bzw. ﬁE und r_12 ist dann selbstver-
standlich der Schnittwinkel zwischen den Ebenen E und F; bzw. E und F,. Fir t = +V15 ergeben

1 1
sich damit als Normalenvektoren der gesuchten Ebenen F; und F,: N, = \/1_5 , N, = —\/1_5
2 2
gemal der nachstehenden Skizze:
. 1 . 1
IV. Die gesuchten Ebenen haben auf Grund der Normalenvektoren n, = V15 , N, = -415
2 2

und des Ortsvektors (SA zum Punkt A(0|0|0) als Stutzvektor die Ebenengleichungen:
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0
Fi: \/1_5 X = \/1_5 0 =>F1:X1+X2\/15+2X3=0
0

2 2
1 . 1 0

F: —\/E X = —\/E 0= Fs: X1-X2\/15+2X3:0
2 2 0

gemalf nachstehender Abbildung:
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