Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Fourierreihen
> Lineare Funktion

Aufgabe: Gegeben ist die lineare punktsymmetrische Funktion f(x) = x auf dem Intervall [-TT; T7].

a) Bestimme zur Funktion die entsprechende Fourierreihe.
b) Zeige, dass die (alternierende) Leibnizreihe
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konvergent ist mit dem Reihenwert Z

Lésung: a) |. Allgemein gilt: Eine 2reperiodische, auf dem Intervall [0, 21 stlickweise definierte,
stetige und monotone Funktion f(x) mit endlich vielen Sprungstellen soll in eine Fourierreihe, also
in eine unendliche trigonometrische Reihe der Form:

fx) = % +3 [a, cos(kx) +b, sin(kv)]

k=1
entwickelt werden. Die Fourier-Koeffizienten der Reihe berechnen sich dann als:

1 m Vi n
a,=— [ f(x)dx, a, =1 [ £ (0 Gos(kx)dx, b, == [ £ (0 Bin(oodx
Te, Te, -,
Dabei gilt fiir eine gerade Funktion f(x) (also mit f(-x) = f(x)) die Darstellung:
£(x) :“—20+Zak cos(kx), b, =0,
k=1
flr eine ungerade Funktion f(x) (also mit f(-x) = -f(x)):

£(x) :%0+ibk sin(kx), a, =0.

k=1

Die Partialsumme

S (x) = % +3 (4, cos(kx) + b, sin(kx)]

k=1
heif3t trigonometrische Summe (trigonometrisches Polynom, Fouriersumme).

Il. Wir berechnen auch mit Hilfe der Produktintegration (partielle Integration) die unbestimmten
Integrale:

If(x)dx =_[xdx =%x2
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J. f(x)cos(kx)dx —I x [dos(kx)dx =x E.I%sm(kx) - Il E.I%sm(kx)dx = Esm(kx) - Ej.sm(kx)dx =

%Sin(kx) —% [é—%cos(kx)) = %sin(kx) +k—1200s(kx)

j £ () sin(kx)dx :jx Rin(kx)dx =x [é—%cos(kx)j - jl [é—%cos(kx)jdx =
—fcos(kx) +lfcos(kx)dx = —fcos(kx) +l ELsin(kx) = —fcos(kx) +isin(kx)
k k k k k k k>

[ll. Auf Basis der eben berechneten unbestimmten Integrale lassen sich als Koeffizienten der Fou-
rierreihe bestimmen:

s

ay :ljzf(x)d)c:ljzxdx :l|:lx2j| :l(lﬂl_lm_ﬂ)zjz
ﬂ—rr 7T_,T 2 JT

7T v/

a, =0,k=1,2, ... (punktsymmetrische Funktion f(x) = X)

b =L [ (0 Bin(kr)dx = L [ x Bin(kr)dx = l[—fcos,(kx) + izsin(kx)} =
T:, /e Tk k

=T

(—%’ cos(k7m) +kizsin(kn)j - (—%’ [os(—km) +k—lzsin(—kﬂ)D -

4 T _1l(_nm _ -
;cos(kﬂ) ;@08( kiT)j = ﬂ( . cos(km) . Etos(kﬂ)j

Nl— 3= 3=

2n -2 = 2o = 2 g
TCos(kﬂ)j— kcos(kﬂ) kﬂ 1) kﬂ 1)

IV. Far die Fourierreihe folgt:

fx)= %’ + ibk sin(kx) =0 + i% -1 sin(kx) = 22”:(_1)/&1 w

Funktion f(x) und Fouriersummen (nh = 10, 100)
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b) I. (Unendliche) Reihen mit einer Folge {an}n..n lassen sich aus der Folge der Partialsummen

i=1

Sh=ai+ay+...+a= Za bilden beim Ubergang n -> = als: {Za } bzw. Zai gerade im
nON i=1

Fall der Konvergenz, d.h. der Reihe als reeller Zahl. Die Reihe Za,- ist damit der (existierende)
i=1

Grenzwert einer Folge von Partialsummen. Der ,Wert“ s, -> s der unendlichen Reihe kann dabei

unbestimmt, +o oder - sein, es kann sich aber auch eine reelle Zahl s ergeben. Im ersten Fall

spricht von der Divergenz, im zweiten von der Konvergenz der unendlichen Reihe.

Eine alternierende Reihe Z(—l)”‘ai ist genau dann konvergent, wenn die {a}in Mit 220 eine
i=1

Nullfolge bilden, d.h.: lima, =0 (Leibnizkriterium fir Reihenkonvergenz).

i—>00

[l. Wir wenden das Leibnizkriterium flir Reihen an und haben fiir die alternierende Reihe der Null-
folge von ungeradzahligen Kehrbrichen

1.1 1.1 (1)”1
Z

LRI R B
35 7 9 11

in der Tat die Konvergenz der Reihe.

[ll. Laut Aufgabe a) und deren L&sung gilt die Identitat von Funktion f(x) = x und Fourierreihe:

=281 )

k

7l
Einsetzen von x = E fuhrt auf:

L sin(k ﬂ) . sin((2i - 1) ﬂ)
i s k+1 - 2 121 1+1D
F&=3 Z -1 G—k Zl< ) S

. $in((2i —1) BE) . sin((2i=1) Efzz) )

. B (_1)i+1
22( h7E 2i-1 _22 2i-1 _22 2i—1

i=1

Vi
auf Grundlage der Transformation k = 2i-1 wegen sin(kz) = 0 far alle geraden natlrlichen Zahlen
.7 . - /| .
k und sm(kE) = x1 flr alle ungeraden nattrlichen Zahlen k, wobei sm(kE) =1firk=1,5,9, ...,

n
sin(kE) =-1flirk=3,7, 11, ... Nun ist:

bestimmt ist.
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