Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
> Vektorrechnung
> Geraden/Ebenen

Aufgabe: Gegeben ist die Ebene E: 2x; — X, — 2x3 = 8.

2 6
a) Welche Punkte auf der Geraden g: _x> =| 0 |+¢ —1]| haben von der vorgegebenen Ebene E
-2 2
den Abstand 3 LE?
-10 3
b) Welche Punkte auf der Geraden g: _x> =| 2 |+t 2| haben von der vorgegebenen Ebene E
-6 2
den Abstand 5 LE?
1 1
c) Welche Punkte auf der Geraden g: _x> =| 2|+t 2| haben von der vorgegebenen Ebene E den
5 0

Abstand 6 LE?

Loésung: |. Zu einem P(p+|p2|ps) und einer Ebene E: ax; + bx, + ¢x3 = d im dreidimensionalen reel-
len Vektorraum ergibt sich der Abstand zwischen Punkt und Ebene aus der Hesseschen Normal-
form:

|ap, +bp, +cp, —d |

d(P,E) =
Na>+b’ +¢?
) 2 6
Il. a) Aus der Geradengleichung g: x =| 0 |+¢ —1| folgt wegen x; =2 + 6t, xo = -1, X3 =-2 + 2t
-2 2

der auf der Geraden befindliche ,laufende Punkt* X(2+6t|-t|-2+2t). Nach dem Geradenparameter t
aufzuldsen ist dann laut Aufgabenstellung die Gleichung:

d(X,E) =3 (Hessesche Normalform)
|2(2+61) = (—t) —2(-2 +21) - 8| 3

V2R H (=D +(-2)°
|4+12t+1+4-4r-8| _3

Vo
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3
|9t =9 (Betragsstriche auflésen)
9t =19 | :9
t =41
ti=1,t,=-1,
) 2
wobei zudem der Normalenvekior n =| —1 | der Ebene E und die Hessesche Normalform An-
-2

wendung fanden. Die gesuchten Geradenpunkte P, Q mit Abstand 3 LE zur Ebene E lauten also,
wenn wir die errechneten Parameter t einsetzen:

ty =1=>P(2+6-1]-1]-2+2-1) = P(8]-1]0)

to = -1 => Q(2+6-(-1)|-(-1)]-2+2:(-1)) = Q(-4|1]-4).

g
Fl
D
A E
D
Q
) -10 3
b) Aus der Geradengleichung g: x =| 2 |+1] 2| folgt wegen x; =-10 + 3t, xo = 2 + 21,
-6 2

X3 = -6 + 2t der auf der Geraden befindliche ,laufende Punkt® X(-10+3t|2+2t|-6-2t). Auszuwerten ist
dann laut Aufgabenstellung die Gleichung:
d(X,E) =5 (Hessesche Normalform)

| 2(=10 +3¢) = (2 + 2t) = 2(=6 + 2r) — 8| _s
V2T (D) +(-2)?
| =30 +61+2 -2t +12 41— 8| _s

V9

| =24 | i
3
ﬁ =5
3
8=5 (Widerspruch).

Es gibt keinen Parameter t und damit keinen Punkt auf der mithin zur Ebene E parallelen Geraden
g, der den Abstand 5 LE von der Ebene hat. Der Abstand zwischen Ebene und Gerade betragt

indes: d(g,E) = 8 LE.
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c) Aus der Geradengleichung g: x =| 2 [+¢| 2 | folgt wegen x; =1 +1t, xo = 2 + 2t, X3 = 5 der auf
5 0

der Geraden befindliche ,laufende Punkt” X(1+t|2+2t|5). Auszuwerten ist dann laut Aufgabenstel-

lung die Gleichung:

d(X,E) =6

[20+1) =2 +2t)-2[5-8| i
V2P (D (D)

|2+2t-2-2t-10-8| p

Jo

18] _

(Hessesche Normalform)

6=06 (allgemein gultige Lésung)

Da die mithin zur Ebene E parallele Gerade g den Abstand d(g,E) = 6 LE besitzt, haben alle Gera-
denpunkte X den geforderten Abstand zur Ebene; jeder Geradenparameter t erflllt also die Glei-
chung: d(X,E) = 6 LE.

(LE = Langeneinheiten)
www.michael-buhlmann.de / 03.2025 / Aufgabe 2363

Michael Buhimann, Mathematikaufgaben > Vektorrechnung > Geraden/Ebenen



