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Aufgabe: Aus der Vektorrechnung sind folgende Abstandsformeln mit Bezug auf Geraden im drei-
dimensionalen Vektorraum bekannt:

PRxu
d(R,g9) = ——— als Abstand zwischen Punkt R und Gerade g: x = OP+1u
u
P_QD_1 > > -> > -> ->
d(g,h) = ——— als Abstand nicht paralleler Geraden g: x =OP+ru ,h: x =0Q+sv
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mit n = uxv.

Nutze die Abstandsformeln, um die Lagebeziehung der beiden Geraden
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g:x=| 1 |+ 2|,h: x=|=-2|+s]2
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zueinander zu ermitteln.

Lésung: I. Allgemein kann hinsichtlich der Lage zwischen zwei Geraden g und h unterschieden
werden:

a) Geraden sind identisch (g=h);

b) Geraden schneiden sich nicht und sind parallel (g||h);

c¢) Geraden schneiden sich im Schnittpunkt S (gNh = {S});

d) Geraden schneiden sich nicht und sind windschief (g, h windschief).

Far zwei Geraden g und h in Parameterform mit:

. a, u, b, v,
g:x>: a, |+rlu, ,h:_x>: b, |+s| v,
a, U, b, Vv,
ergibt sich dabei durch Gleichsetzen ein lineares Gleichungssystem (drei Gleichungen; zwei Pa-
rameter r, s als Unbekannte) mit dem Anfangstableau:

r S

u =—v b, —a,
u, —v, | b,—a, |,
Uy ~vy | by—ay

das mit Hilfe des GauB3-Algorithmus in Dreiecksgestalt umgeformt wird. Die auftretenden Arten von
Endtableaus haben dann eine der folgenden Gestalten:
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) ™)
a)|0 0 0 | => 2., 3. Zeile als Nullzeilen => Geraden sind identisch: g = h
00| 0
) | (™)
b) |0 O | ¥ | =5 2. Zeile mit Widerspruch, 3. Zeile als Nullzeile => Geraden sind parallel: g || h
00| 0
)™
0|0 F | )| _s 3. Zeile als Nullzeile => Geraden schneiden sich im Schnittpunkt S: gnh = {S}
0010
) (™)
d) 0 * )| => 3. Zeile mit Widerspruch => Geraden sind windschief: g, h windschief
00 | *

(*: reelle Zahl # 0, (*): reelle Zahl # 0 oder = 0).

[l. Wir nutzen nun die Abstandsformeln zur Ermittlung der Lagebeziehung zwischen zwei Geraden.

Bei parallelen Geraden g: x =OP+ru ,h: x =0Q+sv mit u =k v flr eine gewisse reelle Zahl
k ist der Abstand d(g,h) identisch mit dem Abstand d(Q,g), so dass die Punkt-Gerade-
Abstandsformel Anwendung findet. Ist dann d(g,h) > 0, so sind die Geraden g und h parallel, aber
nicht identisch (g||h, g#h), bei d(g,h) = 0 identisch (g = h).

Bei nichtparallelen Geraden g: x =OP+ru, h: x =0Q+s v ist die Gerade-Gerade-Abstands-
formel zu verwenden. Bei d(g,h) > 0 sind die Geraden windschief zueinander (g, h windschief), bei
d(g.h) = 0 schneiden sich die Geraden (ghh = {S}).

Parallelitat oder Nichtparallelitdt der Geraden erkennt man auch daran, dass das Kreuzprodukt

—> - >

n = ux v der Richtungsvektoren identisch mit dem Nullvektor oder nicht ist.

[ll. Wir berechnen das Kreuzprodukt aus den Richtungsvektoren der Geraden g, h:

1 0 2
n=|2|x|2]=|-1]20
0 1 2
4 2 2
und haben bei Nichtparallelitdt der Geraden wegen I;>Q= -2 |=| 1 |=|—-3]| gemaB der Gera-
1 -3 4
de-Gerade-Abstandsformel:
2 2
> - -3 |0-1
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n
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2

womit folgt, dass die Geraden g, h windschief zueinander liegen.
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