Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
> Vektorrechnung
> Windschiefe Geraden

Aufgabe: Es ist der Abstand zwischen den windschiefen Geraden

2 0 0 0
g:?: O+l 1 ,h:?: 4 1+s[0]),rseR
0 0 0 1

unter Angabe der Geradenpunkte mit der geringsten Entfernung zu berechnen.

a4 Uq
Lésung: I. Allgemein gilt: Aus den zwei vorgegebenen Geradeng: x = a +ru =| as |+7| us |,
as us
b1 (%
— T — P '
h: x = b +sv = by | +s| v |, 1, sER, lassen sich 'laufende Punkte' P(a+ruq|as+rus|as+rus)eg,
bs U3

. by —ay + svy —ruy
Qr(b1+8v1|bo+SV2|b3+sv3)€h bilden sowie der Differenzvektor P,.Q = | by — ap + svp —1uy |. Zur
bz — az + suz — ruy
Bestimmung des Abstands d(g,h) zwischen den windschiefen Geraden muss der Differenzvektor zwischen
den Punkten P, und Qg senkrecht auf den Geraden g und h stehen, d.h. es gelten die
Orthogonalitatsbedingungen:

P.Q.-u=0,P.Q -7V =0.

Die Orthogonalitédtsbedingungen bilden ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und den
Parametern r, s als Unbekannten:

Uy - (by —aq +svq —ruq) +us - (bo — ap + SV — rup) + Us - (b3 — ag + svg —rug) =0
vy - (by —aq +svy —1Uq) + Uy - (bp — ap + SV — TUp) + V3 - (b3 — ag + svg —rug) = 0.

Das lineare Gleichungssystem hat r = r*, s = s* als L&ésungen, so dass die Punkte
P(aq+r*uqlas+r*uslaz+rus)eg und Q(b1+s*v4 |bo+S*vo|b3+8*v3)€h LotfuBpunkte auf den Geraden zum

_)
Vektor PQ und damit die Punkte mit der geringsten Entfernung zwischen den Geraden sind. Der Abstand
zwischen den windschiefen Geraden betragt dann:

d(g.h) = |PQ).

Il. Aus den Parametergleichungen der windschiefen Geraden g, h ergeben sich die 'laufenden Punkte':

2 0
g: X =0]+r[1]=>Py210)
0 0
. 0 0
h: X =4 ]+s| 0 |=>Qs(0/4]s),
0 1

der Differenzvektor lautet:




_— .,  —

lll. Aus den Orthogonalitatsbedingungen P,.Q_ - & = 0, P,.Q_ - ¥ = 0 folgt:

-2 0
4r]1-{1]=0=>0-(-2)+1-(4-7r)+0-(s)=0
S 0
-2 0
4_r . O =0=>0.(_2)+0(4—r)+1(5)=0
S 1

und damit das lineare Gleichungssystem:

-1-7+0-s=-4
O-r+1-5=0

mit den Lésungen: r=4,s =0.

IV. Einsetzen der Lésungen r = 4, s = 0 in die 'laufenden Punkte' P, und Qg ergibt mit P4 = P und Qg = Q
die LotfuBpunkte:

P(2|4|0)eg, Q(0|4|0)€eh.

V. Der Abstand zwischen den windschiefen Geraden g, h errechnet sich iber die ermittelten LotfuBpunkte
als:

0 2 -2
d@h =[Pg[=|l4]-({4) ][0 |- V2?+0%+0%-2
0 0 0

Der gesuchte Abstand ist also 2 LE grof3.




(LE = L&ngeneinheiten, R = Menge der reellen Zahlen)
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