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Aufgabe: Es ist der Abstand zwischen den windschiefen Geraden
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zu berechnen.

1. Lösung: I. Allgemein gilt: Aus den zwei vorgegebenen Geraden g: �→ = �→ + � �→ = ⎛⎝
�1�2�3
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⎞⎠, r, s∈R, lassen sich 'laufende Punkte' Pr(�1+r�1|�2+r�2|�3+r�3)∈g,

Qr(
1+s�1|
2+s�2 |
3+s�3)∈h bilden sowie der Differenzvektor ����� �⎯⎯⎯
= ⎛⎝


1 − �1 + ��1 − ��1
2 − �2 + ��2 − ��2
3 − �3 + ��3 − ��3

⎞⎠. Zur

Bestimmung des Abstands d(g,h) zwischen den windschiefen Geraden muss der Differenzvektor zwischen

den Punkten Pr und Qs senkrecht auf den Geraden g und h stehen, d.h. es gelten die

Orthogonalitätsbedingungen:

����� �⎯⎯⎯
· �→ = 0, ����� �⎯⎯⎯

· �→ = 0.

Die Orthogonalitätsbedingungen bilden ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und den

Parametern r, s als Unbekannten:

�1 · (
1 − �1 + ��1 − ��1) + �2 · (
2 − �2 + ��2 − ��2) + �3 · (
3 − �3 + ��3 − ��3) = 0�1 · (
1 − �1 + ��1 − ��1) + �2 · (
2 − �2 + ��2 − ��2) + �3 · (
3 − �3 + ��3 − ��3) = 0.

Das lineare Gleichungssystem hat r = r*, s = s* als Lösungen, so dass die Punkte

P(�1+r*�1|�2+r*�2|�3+r*�3)∈g und Q(
1+s*�1|
2+s*�2|
3+s*�3)∈h Lotfußpunkte auf den Geraden zum

Vektor ����⎯  sind. Der Abstand zwischen den windschiefen Geraden beträgt dann:

d(g,h) = |����⎯ |.

II. Aus den Parametergleichungen der windschiefen Geraden g, h ergeben sich die 'laufenden Punkte':
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� => Pr(5 − 2�|-3 + �|2)
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1
3

� + ��0
1
-1

� => Qs(4|1 + �|3 − �),

der Differenzvektor lautet:



����� �⎯⎯⎯
= �-1+2r

4+s-r
1-s

�.

III. Aus den Orthogonalitätsbedingungen ����� �⎯⎯⎯
· �→ = 0, ����� �⎯⎯⎯

· �→ = 0 folgt:

�-1+2r
4+s-r
1-s

� · �-2
1
0

� = 0 => -2 · (-1 + 2�) + 1 · (4 + � − �) + 0 · (1 − �) = 0

�-1+2r
4+s-r
1-s

� · �0
1
-1

� = 0 => 0 · (-1 + 2�) + 1 · (4 + � − �) − 1 · (1 − �) = 0

und damit das lineare Gleichungssystem:

-5 · � + 1 · � = -6
-1 · � + 2 · � = -3

mit den Lösungen: r = 1, s = -1.

IV. Einsetzen der Lösungen r = 1, s = -1 in die 'laufenden Punkte' Pr und Qs ergibt mit P1 = P und Q-1 = Q

die Lotfußpunkte:

P(3|-2|2)∈g, Q(4|0|4)∈h.

V. Der Abstand zwischen den windschiefen Geraden g, h errechnet sich über die ermittelten Lotfußpunkte

als:
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Der gesuchte Abstand ist also 3 LE groß.

2. Lösung: I. Mit den zwei vorgegebenen windschiefen Geraden g: �→ = �→ + � �→ = ⎛⎝
�1�2�3
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⎞⎠, r, s∈R, lässt sich aus den Richtungsvektoren �→ = ⎛⎝
�1�2�3

⎞⎠, �→ = ⎛⎝
�1�2�3

⎞⎠
der Geraden g und h und dem Stützvektor 
→ = ����⎯ = ⎛⎝


1
2
3

⎞⎠ der Geraden h eine Hilfsebene EH

konstruieren, die die Gerade h enthält und parallel zur Geraden g verläuft. Die Koordinatenform der Ebene

EH: �1�1 + �2�2 + �3�3 = � hat daher den Normalenvektor �→ = ⎛⎝
�1�2�3

⎞⎠ = �→ x �→ = ⎛⎝
�2�3 − �3�2�3�1 − �1�3�1�2 − �2�1

⎞⎠ (als

Kreuzprodukt der Richtungsvektoren) mit � = �1
1 + �2
2 + �3
3 (auf Grund des Punktes B(b1|b2|b3)∈h

auf der Ebene). Die Hessesche Normalform bestimmt mit �→ = ����⎯ = ⎛⎝
�1�2�3

⎞⎠ der Geraden g den Abstand

des Punktes A(a1|a2|a3)∈g von der Hilfsebene EH als Abstand zwischen den windschiefen Geraden g, h,

also: d(g,h) = d(A,EH) mit:



d(g,h) = 
|�1�1 +�2�2 +�3�3 −�|�1

2+�2
2+�3

2� .

II. Die vorgegebenen Geraden g: �→ = �5
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� sind windschief mit den

Richtungsvektoren �→ = �-2
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�, mit denen als Normalenvektor der Hilfsbene EH das

Kreuzprodukt gebildet wird:
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Die Hilfsebene EH hat dann das Aussehen:

EH: −�1 − 2�2 − 2�3 = �.

Einsetzen des Punktes B(4|1|3)∈h in die Ebenengleichung führt wegen � = -1 · 4 − 2 · 1 − 2 · 3 = -12 auf

die Koordinatengleichung der Hilfsebene EH:

EH: −�1 − 2�2 − 2�3 = -12.

III. Mit der Hesseschen Normalform wird der Abstand zwischen dem Punkt A(5|-3|2)∈g und der Hilfsebene

EH als Abstand zwischen der (zur Ebene parallelen) Geraden g und der Hilfsebene EH letztlich als Abstand

zwischen den windschiefen Geraden g, h berechnet:

d(g,h) = 
|−5−2· (-3)−2·2−(-12)|
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Der Abstand zwischen den windschiefen Geraden g, h beträgt damit: d(g,h) = 3 LE.

3. Lösung: I. Mit den zwei vorgegebenen windschiefen Geraden g: �→ = �→ + � �→ = ⎛⎝
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⎞⎠, r, s∈R, lässt sich aus den Richtungsvektoren �→ = ⎛⎝
�1�2�3

⎞⎠, �→ = ⎛⎝
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⎞⎠ = �→ x �→ = ⎛⎝
�2�3 − �3�2�3�1 − �1�3�1�2 − �2�1

⎞⎠ berechnen, weiter mit Hilfe der Stützvektoren
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⎞⎠ der Geraden g, h der Differenzvektor ����⎯ = ⎛⎝
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⎞⎠ und

schließlich der Abstand zwischen den windschiefen Geraden vermöge der Beziehung:
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II. Zu den vorgegebenen windschiefen Geraden g: �→ = �5
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Für den Abstand zwischen den windschiefen Geraden g, h ergibt sich mit den Stützvektoren �→ = �5
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Der gesuchte Abstand ist: d(g,h) = 3 LE.

(LE = Längeneinheiten, R = Menge der reellen Zahlen)
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