Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
> Vektorrechnung
> Quadratische Pyramiden

Aufgabe: Gegeben seien die Punkte A(2|0]2), B(5/0]6), C(5|5|6) im dreidimensionalen Vektorraum.
a) Berechne den Umfang und den Flacheninhalt des Dreiecks AABC.

b) Ergénze das Dreieck AABC durch die Ecke D und zu einem Parallelogramm und weise nach,
dass das entstandene Viereck ABCD ein Quadrat ist. Bestimme den Diagonalenschnittpunkt M
des Vierecks.

c) Die Ebene E enthalt das Quadrat ABCD. Berechne eine Koordinatengleichung der Ebene.

d) Konstruiere ein Ebene F, die senkrecht auf der Ebene E steht und die Ecken A und C des Vier-
ecks ABCD enthélt.

e) Zeige, dass die Gerade

(5 3
ki x=| =5 |+15
-65) |4

auf der Ebene F liegt. Jeder Punkt S auf der Geraden k ist die Spitze einer quadratischen Pyrami-
de mit Grundflache ABCD. Weise nach, dass alle diese Pyramiden ABCDS dasselbe Volumen
besitzen. Begriinde, dass die Ebene F der Diagonalschnitt jeder Pyramide ist.

f) Bestimme die Pyramidenspitze S, fir die die quadratische Pyramide regelmaBig ist. Berechne
den Oberflacheninhalt dieser Pyramide.

Lésung: a) Das Dreieck AABC hat das Aussehen:

Hinsichtlich des Dreiecks AABC berechnen wir Umfang und Flacheninhalt:
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b) Die fehlende Ecke D des Parallelogramms ABCD ermitteln wir aus den Ecken des Dreiecks

2 5 5 0
AABC, dem Ortsvektor OA =| 0 | und dem Differenzvektor BC =| 5 |—| 0 |=| 5 | vermdge:
2 6 6 0
2 0 2
OD 0A+BC— 0|+]|5|=|5|->D(2/52).
2 0 2

Das Viereck ABCD ist damit ein Parallelogramm und — wegen der Gleichschenkligkeit des
Dreiecks AABC (s. a)) — auch eine Raute. Um die Raute ABCD als Quadrat nachzuweisen, gentgt

5 2 3
es einen rechten Winkel im Viereck aufzufinden. Mit dem Differenzvektor fﬁ? =10(-{0|=|0
6 2 4
ergibt sich als Skalarproduk:
3) (0
ABTBC =| 0 |h5|=0+0+0=0
4)10
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und daher ein rechter Winkel an der Ecke B. Aus der Parallelogrammeigenschaft der Raute folgt,
dass alle Winkel im Viereck rechte Winkel sind. Das Viereck ist damit ein Quadrat.

Punkt: A@ylazla) A2
Punkt: B(by|bolbs)  B(S
punkt: dalele) (s
Punkt: D(dyldpld) (2
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Der Diagonalenschnittpunkt des Quadrats ist die Mitte M der Strecke zwischen den Ecken A und C
des Vierecks. Es gilt also:

) e 1 2\ (5 17 3.5
oM :§[0A+0Cj:§ 0|+|5 =3 5(|=|2,5|->M(@3,52,54).
2] |6 8 4

c) Die Punkte A(2|0]2), B(5|0|6), C(5|5|6) spannen die Ebene E: ax; + bx, + cx3 = 1 (als Koordina-
tengleichung einer Ebene, die nicht durch den Koordinatenursprung verlauft) auf. Punktprobe mit

den Ecken A, B, C fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem, das mit dem GaufB3-Algorithmus geldst
werden kann:

Lineares Gleichungssystem:

Ecke A: + 2a + 2C
Ecke B: + b5a + 6C
EckeC: + 5a + 5b + 6¢

Anfangstableau:

o n
— — —

202 |1
506 |1
556 |1
1. Schritt: 2*(2) - 5*(7) / 2*(3) - 5*(1) /
2 02| 1
0 02| -3
010 2 | -3
Zeilentausch: (2) <-> (3) /
2 02| 1
010 2 | -3
0 02| -3
2. Schritt: (keine Umformung) /
2 02| 1
010 2 | -3
0 02| -3
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 2a + 2c = 1

+ 10b + 2¢ = -3

+ 2c = -3

Lésungen des linearen Gleichungssystems:
c=-15
b=0
a=2

Die gesuchte Ebene besitzt damit die Koordinatenform:
E: 2xy + Oxo — 1,5%3 = 1

oder ganzzahlig:

E: 4x; —3x3 = 2.

d) Die auf der Ebene E senkrecht stehende Ebene F durch die Punkte A und C bestimmen wir in

5 2 3
der Koordinatenform. Und zwar gilt mit dem Differenzvektor AC =|5|—| 0 |=| 5 | und dem Nor-
6 2 4
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—-15 3

->

=1 25 |->n,=| -5
-3 -20 4

malenvektor nE [ 0 | der Ebene E, dass
4
0

der Normalenvektor der Ebene F ist. Einsetzen des Punktes A(2]|0|2) in die Koordinatengleichung
F: 3xy — 5%, + 4x3 = d ergibt d = 3-2-5:0+4-2 = 14 und mithin als Ebenengleichung:

F: 3x; —5x5 + 4x3 = 14.

e) I. Wir lassen die Gerade k und die Ebene F sich schneiden und haben:

5 3
Gerade k: x =| =5 |+¢ 5| -> X4 = 5+3t, Xp = -5+5t, X3 = -6,5+4t -> Ebene F: 3x; — 5%, + 4x3 = 14
-6,5 4

-> 3(5+3t) — 5(-5+5t) +4(-6,5+4t) =14 & 15+ 9t +25-25t-26 + 16t =14 & 14 =14 >k [0 F.
Die Gerade k liegt damit auf der Ebene F.

ll. FUr einen Punkt S; auf der Geraden k gilt: Sy(5+3t|-5+5t|-6,5+4t), die Gerade k selbst ist wegen
3

des Richtungsvektors | 5 | = AC bei A, C als Punkte der Grundflachenebene E parallel zu dieser
4

Ebene E, so dass der Abstand zwischen jedem beliebigen Punkt Sy und der Ebene E derselbe ist,
namlich gemaf der Hesseschen Normalform mit Sy(5|-5|-6,5):

[415+0-3[(-6,5)-2| _37.5
V42 +0% +(-3)°

Betrachten wir die Pyramide ABCDS; mit quadratischer Grundflache ABCD und Grundflacheninhalt
G = 5% = 25 FE sowie mit der Héhe h = 7,5 LE, so ergibt sich filr jedes reelle t dasselbe Volumen:

=7,5LE.

d(S,, E) = d(So, E) =
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V= %Gh = % [2507,5 =62,5 VE.

lll. Die Grundflachenecken A und C sowie die Pyramidenspitze S; liegen fiir jedes reelle t auf der
Ebene F, so dass Letztere der Diagonalschnitt jeder quadratischen Pyramide ABCDS; ist.

f) Die quadratische Pyramide ABCDS ist regelméaBig, wenn die Pyramidenhdhe durch den Mittel-
punkt M der Grundflache (senkrecht) verlauft. Fir S(5+3t|-5+5t|-6,5+4t) als gesuchte Pyramiden-

5+3¢ 3,5 L5+ 3¢
spitze und den die Hohe darstellenden Vektor 1\;1>S =| =5+5¢ |—|25|=| -7,5+5¢ |, muss
-6,5+4t 4 -10,5 + 4t
daher (nur) gelten:
3 1,5+3¢
ACTMS =| 5|t =7,5+5¢ |=0 © 3(1,5431) + 5(-7,5+5t) +4(-10,5+4) = 0 &
4)\-10,5+4¢

45+ 9t-375+25t-42 +16t=050t-75=0 50t=75t=1,5.
Einsetzen von t = 1,5 in S(5+3t|-5+5t|-6,5+4t) ergibt:
S(5+3-1,5|-5+5-1,5|-6,5+4-1,5) = S(9,5|2,5]-0,5).

Die Spitze der regelmaBigen quadratischen Pyramide ist also: S(9,5|2,5]-0,5).

[1]o |12 ) B (eingegeben)
|1]o ME ) B (eingegeben)
|1]s |16 ) E (eingegeben)
NE |12 ) [ (eingegeben)
NEEEN )

Der Oberflacheninhalt der regelmaBigen Pyramide ist: O = G + 4-M;, wobei G die Grundflache, M,
die Flache des Manteldreiecks AABS bezeichnet. Der Inhalt der Dreieckflache wird mit dem halben
Betrag des Kreuzprodukts berechnet:
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3 7.5 10

=Lolx| 25 |=1|375]|=110°+375 +75° =
2 2 2

4 -25 7.5

25410

4

M=+
2

ABX AS — 19,764 FE,

so dass der Inhalt der Pyramidenoberflache:
O=25+4 SZ/E =25 +25410 =25(1++/10) = 104,057 FE

betragt. Die regelmaBige quadratische Pyramide ABCDS hat das Aussehen:

(FE = Flacheneinheit, LE = Langeneinheit, VE = Volumeneinheit)
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