Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
> Statistik/Stochastik
> Vierfeldertafel

Aufgabe: Ein technisches Gerét besteht aus den Komponenten A und B; das Funktionieren beider
Komponenten ist fiir das Funktionieren des Gerats unabdingbar. Komponente A ist mit einer
Wahrscheinlichkeit von 5 Prozent defekt, Komponente B mit einer von 2 Prozent; das Gerat ist
funktionsunttichtig mit einer Wahrscheinlichkeit von 6 Prozent.

a) Erstelle zur Funktionstichtigkeit (A, B) bzw. -untlchtigkeit (A, B') der Komponenten eine Vier-
feldertafel.

b) Weise nach, dass die Defekte der Komponenten A und B nicht stochastisch unabhangig sind.

c¢) Berechne die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:

E: Komponente A ist defekt, Komponente B nicht.
F: Komponente B ist defekt, wenn Komponente A defekt ist.
G: Komponente A ist in Ordnung, wenn Komponente B defekt ist.

d) Erstelle aus der Vierfeldertafel die zwei Wahrscheinlichkeitsbdume, wenn das Ereignis A (mit
A’) und wenn das Ereignis B (mit B) jeweils als Bedingung fungieren.

e) Das Gerat ist defekt. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Defekt an der Komponente A
bzw. der Komponente B liegt?

Lésung: I. Ist ein Zufallsexperiment gegeben und sind A, B Ereignisse innerhalb des Zufallsexpe-
riments, so gilt der Additionssatz fir Wahrscheinlichkeiten:

p(4v B) = p(4)+ p(B) - p(4n B)

(mit Oder-/Und-Beziehungen zwischen den Ereignissen als Mengen von Ergebnissen). Weiter gilt
fir die bedingte Wahrscheinlichkeit (Eintreten von Ereignis B unter der Bedingung A):

pumy=P20 0
p(A)
Die Ereignisse A, B sind stochastisch unabh&ngig, wenn die Aussagen:
p(An B)=p(A)lp,(B) & p(An B)=p(A)[p(B)
erflllt sind, sie sich stochastisch abhangig, wenn das Gegenteil gilt:
p(An B)Z p(A)lp(B).

Il. FGr zwei Ereignisse A, B und deren Gegenereignisse A", B” innerhalb eines Zufallsexperiments
ergeben sich die (zwei zueinander umgekehrten) Wahrscheinlichkeitsbdume:
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Diese wiederum lassen sich in eine Vierfeldertafel einbinden:
B [ B | |

A[p(AnB)| p(ANB) |[p(A)]

A [p(ANB) [p(ANB) p(A)

@ [ pB) [ 1]

die auch auf absolute Haufigkeiten zu beziehen ist:

B B |

IEH N4 || Ni2 ||nA = n11+n12|

| N1 e | n—na |

| [Ine =11 + nai/n-ng| n |

oder um die bedingten Wahrscheinlichkeiten erganzt werden kann:
s e ]

Allp(AnB)|[p(ANB) | [p(A) [px(B)|[p:(B) 1]
Allp(ANB)|p(ANB) p(A) px(B) [ps(B) 1]
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In der Vierfeldertafel berechnen sich die bedingten Wahrscheinlichkeiten nach folgendem Schema:
L] B I B L I [

A p(AEB)H P(Arl‘f)ﬂ p(A) H|| pa(B) = p(ANB):p(A) [{] | pa(B) = p(ANBY):p(A) H |1

A PAOBI] PAOBI o) B ox ®) = pATB)0(A)  px B) = plATB): p(A) B

B B
péB) pT%B') 1

[ pslA) - pﬁmB)ip(B) Pe (A) = pﬁﬂB')ip(B')

Pe(A) = pﬁﬂB)ip(B) Pe(A) = p@'ﬂB')ID(B')
1

[ 1 || [ [ N
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1. a) Bevor eine Vierfeldertafel erstellt werden kann, sind noch folgende Uberlegungen durchzu-
fihren: Das Gerat ist mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,06 defekt, wenn mindestens eine der
Komponenten A oder B defekt ist. Nach dem Additionssatz fir Wahrscheinlichkeiten ist wegen

p(A"UB") =0,06, p(A") =0,05, p(B") =0,02:

p(A OB )=p(A" )+ p(B )-p(A nB") ©0,06=0,05+0,02- p(A"nB") &
0,06 =0,07— p(A"nB") & p(A"nB") =0,01.

Zusammen mit p(A n B) =1-0,06 = 0,94 fir die Funktionstiichtigkeit des Gerats bei

p(A)=1-p(A") =1-0,05=0,95, p(B)=1-p(B ) =1-0,02 = 0,98 ergibt sich damit die Vier-
feldertafel:

Vierfeldertafel (Wahrscheinlichkeiten):
B B
A || 0.94| 0.01| 0.95
A || 0.04| 0.01| 0.05
0.98| 0.02 1
Vierfeldertafel (Wahrscheinlichkeiten):
B B
A || p(ANB) = 0.94|| p(ANB) =0.01|| p(A) =0.95
A ||p(ANB) =0.04|| p(ANB) =0.01|| p(A) = 0.05
p(B) = 0.98 p(B’) =0.02 1
Vierfeldertafel (Wahrscheinlichkeiten, bedingte Wahrscheinlichkeiten):
B B
A || p(ANB) =0.94| p(ANB’) =0.01| p(A)=0.95|| pa(B) =0.9895 | pa(B’) = 0.0105
A" || p(ANB) =0.04| p(ANB’) =0.01|| p(A) =0.05 pa(B) =0.8 pa(B) =0.2
p(B) = 0.98 p(B’) = 0.02 1
ps(A) = 0.9592 ps (A) = 0.5
ps(A) = 0.0408 ps (A) =0.5

b) Wir tberprifen hinsichtlich der defekten Komponenten A, B die Aussage:
p(A"nB ) Z p(A)p(B")
und haben wegen p(A" n B") =0,01, p(A ) =0,05, p(B ) =0,02in der Tat:

0,01 # 0,05-0,02 = 0,001;
Die Defekte treten also stochastisch abhangig auf.

c) Aus der Vierfeldertafel ergibt sich die Wahrscheinlichkeit:
p(E)= p(A" n B) =0,01.

Als bedingte Wahrscheinlichkeiten errechnen sich:

_ p(A" nB") _ 0,01

b(F) = p, (B

b

p(A7) 0,05
) _p(AnB7) _001
PG) = p,- () == s = =05,

d) Mit den bedingten Wahrscheinlichkeiten folgt aus der Vierfeldertafel hinsichtlich der beiden
Wahrscheinlichkeitbdume:
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Wahrscheinlichkeitsbaum (Merkmale: A (Ausgange A, A’), B (Ausgénge B, B'); zweistufig):

B Merkmale

09895 B> [p(AnB) = ][0.94]1
70.0105 B' | > [p(AnB) =]0.01]2

08B] > p(AnB) =]0.04/3
028 >|panB)=/0.01]4

Summe: |1

0.95

urcili

0.05 A

Wahrscheinlichkeitsbaum (Merkmale: B (Ausgange B, B'), A (Ausgénge A, A); zweistufig):

B A Merkmale
O.9592A| > ||p(ANB) = /0.94/1
0.98B il
| 0.0408 A'I > ||p(A'NB) =/0.04|2
||
| 0.5A| > ||p(ANB’) =/0.01/3
0.028 |
0.5 A'I > |[p(ANB) =/0.01/4
Summe: |/1

e) Es sind bedingte Wahrscheinlichkeiten auszurechnen. Die Bedingung, dass das Gerat defekt
ist, ist das Ereignis A~ U B~ mit p(A” U B™) = 0,06 laut der Aufgabenstellung. Daraus folgt fur
das Ereignis, dass der Defekt des Geréates durch die Komponente A verursacht wurde:

_p(A 0OB)nA)_ pA) _005_5
p(A"0B) p(A"OB7) 0,06 6

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Defekt des Gerates durch die Komponente B verursacht wurde,
ist mithin:

Pypp- (A7)

p(A"0B) p(A"OB7) 0,06 3

Dass die beiden errechneten Wahrscheinlichkeiten zusammen nicht 1 ergeben, erklart sich aus
der Tatsache, dass das Ereignis A” n B~ — beide Komponenten A und B sind defekt — die Wahr-
scheinlichkeit p(A™ n B™) = 0,01 besitzt; hier ergibt sich als bedingte Wahrscheinlichkeit

Py (B)= p(A"0B)nB) __ pB) _002_1

_ _ 1 5 1 1
(A-nB )= g so dass gemal dem Additionssatz fir Wahrscheinlichkeiten g +— —g

pA_DB_

(O8]

=1 folgt.
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