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Aufgabe: Ein idealer Wurfel mit den Augenzahlen 1 bis 6 wird 100 Mal geworfen. Es erscheint
dabei 18 Mal die Augenzahl ,6“.

a) Bestimme zur Sicherheitswahrscheinlichkeit § = 0,9 das exakte Vertrauensintervall.

b) Bestimme zur Sicherheitswahrscheinlichkeit B = 0,9 ndherungsweise das Vertrauensintervall.

Lésung: I. Vertrauensintervalle (Konfidenzintervalle) geben um eine aus einem Zufallsexperiment
sich ergebende relative Haufigkeit h (Punktschatzung) den Bereich [ps; p2] an, in dem mit einer
sog. Sicherheitswahrscheinlichkeit B die ,wahre” (meist unbekannte) Experimentwahrscheinlichkeit
liegt. Liegt ein Bernoulli-Experiment mit n, p-binomialverteilter ZufallsgréBe X und der Anzahl k der
Treffer vor, so lasst sich das Vertrauensintervall exakt bestimmen vermdége:

p(X<k) = 1 — /2 -> py als maximale Trefferwahrscheinlichkeit p
p(X2k) =2 1 — /2 & p(X<k-1) < B/2 -> p, als minimale Trefferwahrscheinlichkeit p.

Im Fall, dass n = 1000 oder 0,3 < h < 0,7 oder o = /np(1 - p) = 3 gilt, lasst sich das Konfidenzin-
tervall ndherungsweise bestimmen durch:

h(1—h)
n
h(1-h)
n

bei h = k/n und c als 1-p/2-Quantil der Standardnormalverteilung (u = 0, o = 1). Die relative Haufig-
keit h kann damit meist nicht als Wahrscheinlichkeit p angenommen werden.

Als Zusammenhang zwischen Quantil ¢ und Sicherheitswahrscheinlichkeit § kann angenommen
werden:

pi=h-c

P2 = h+c

Quantil ¢ Sicherheitswahrscheinlichkeit
1,04 0,7

1,28 0,8

1,44 0,85

1,64 0,9

1,96 0,95

2,58 0,99

3,29 0,999

Il. a) Wir berechnen das Vertrauensintervall exakt und haben mit dem Wurf eines idealen Warfels
ein Bernoulli-Experiment mit Versuchsanzahl n = 100 (und Trefferwahrscheinlichkeit p = 1/6). Mit
k = 18 ergibt sich die relative Haufigkeit fir den Wurf einer Sechs als: h = 18/100 = 0,18. Die Si-
cherheitswahrscheinlichkeit betragt B = 0,9; es gilt: /2 = 0,05 und 1 — /2 = 0,95. Wir bestimmen
das maximale p; mit p(X<18) = 0,95 und das minimale p, mit p(X<17) < 0,05 tabellarisch:
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p= | p(Xs18) = p= |P(X17) =

0 1 0 1
0.01 1 0.01 1
0.02 1 0.02 1
0.03 1 0.03 1
0.04 1 0.04 1
0.05| 0.999999 0.05| 0.999998
0.06 || 0.999993 0.06 || 0.999973
0.07| 0.99994 0.07| 0.99981
0.08 | 0.999662 0.08 | 0.999069
0.09| 0.998597 0.09| 0.996581

0.1/ 0.995419 0.1]] 0.989993
0.11| 0.98769 0.11| 0.975621
0.12| 0.971828 || -> p; = 0,12 0.12|| 0.948947
0.13 | 0.943646 0.13| 0.905784

0.14| 0.84373

0.15|| 0.763277
0.16 | 0.668085
0.17|| 0.564302
0.18| 0.45921
0.19| 0.359723

0.2 0.271189
0.21| 0.196784

Mit p; = 0,12 und p, = 0,25 lautet zur Sicher- 0.22|] 0.137501
heitswahrscheinlichkeit B = 0,9 das (auf zwei 0.23|| 0.09257
Nachkommastellen exakt berechnete) Ver- 0.24! 0.060085

trauensintervall [0,12; 0,25]. Die bekannte
Trefferwahrscheinlichkeit des Bernoulli-
Experiments p = 1/6 = 0,167 liegt im Intervall. 0.26|| 0.022748

0.25| 0.037626 | -> p2=0,25

b) Es liegt ein Bernoulli-Experiment mit Versuchsanzahl n = 100 und Trefferwahrscheinlichkeit
p = 1/6 vor, so dass hinsichtlich der Standardabweichung o = 1/100 E—lé—Gz— = 3,7268 = 3 qilt. Das

Vertrauensintervall kann ndherungsweise bestimmt werden. Mit k = 18 ergibt sich die relative Hau-
figkeit far den Wurf einer Sechs als: h = 18/100 = 0,18. Zur Sicherheitswahrscheinlichkeit B = 0,9
gehdrt laut obiger Tabelle das Quantil ¢ = 1,64. Wir berechnen die Unter- und Obergrenze des
Intervalls als:

p1 = 0,18—1,641/w =0,117 =0,12
100
p2= 0,18 +1,641/%E2’82 =0,243 = 0,24,

so dass zur Sicherheitswahrscheinlichkeit = 0,9 das (ndherungsweise bestimmte) Vertrauens-
intervall [0,12; 0,24] betragt.
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