Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Geometrie/Trigonometrie
> Dreieck (exakte Berechnung)

Aufgabe : Die rechtwinkligen Dreiecke ABC und ABD haben die Seite AB gemeinsam. Im Dreieck

ABC gilt: y = 30°, im Dreieck ABD: BD = 2e. AuRerdem halbiert die Seite AD den Winkel a an
der Ecke A des Dreiecks ABC.

Zeige ohne Verwendung gerundeter Werte, dass der Flacheninhalt des Dreiecks ADC sich mit der
Formel:

Aapc = 492\/§

berechnen lasst.

Losung : I. In einem rechtwinkligen Dreieck AABC mit den Seiten a, b, ¢ und den Winkeln a, B3, y
bei y = 90° heiBen a und b Katheten, ¢ Hypotenuse. Die Kathete, die gegenluber einem Winkel a
oder [ liegt, heil3st Gegenkathete (bei Winkel a Seite a, bei Winkel 8 Seite b), die Kathete, die an
einem Winkel a oder 3 liegt, heit Ankathete (bei Winkel a Seite b, bei Winkel B Seite a). Dann
gelten der Satz des Pythagoras:

c® =a® +b*> = c=+a’ +b* (Hypotenuse)
a’ =c?-b®> = a=+/c®* -b® (Kathete)
b? =c?-a®’ =>b=+c?—-a’ (Kathete)
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und die trigonometrischen Beziehungen (Sinus, Kosinus, Tangens):

. _a _ Gegenkathete _ b Ankathete _a _ Gegenkathete . .
sng=—=————,c0sq=—=——— , tang =—=—>———— (Winkel q)
¢  Hypotenuse ¢ Hypotenuse b Ankathete
sin 3 = b _ Gegenkathete cos /3 = a_ Ankathete tan 3 = b _ Gegenkathete (Winkel p)
Cc  Hypotenuse ¢ Hypotenuse a Ankathete
1

1
sing =cosf, cosag=snf, tana=——, tan [ = )
d d tan S o tan a

Mit den Dreieckswinkeln a, 8 und y = 90° gelten noch die Beziehungen:
a+B=90°a=90°-4,B=90°-a.
Mit den Seiten a, b, ¢ des Dreiecks errechnet sich dessen Umfang:
u=a+b+c.
Mit den Katheten a, b ermittelt sich der Flacheninhalt der Dreiecksflache:

Azlab.
2

Il. Die Formvariable e steht in der Geometrie und Trigonometrie fir eine beliebige reelle Zahl, die
die Grundlage einer geometrisch-trigonometrischen und daher exakten Formel bildet. Seitenlangen
sind dabei Vielfaches von e, Flachen Vielfaches von e?. Bei Anwendung von Trigonometrie und
Satz des Pythagoras treten dann Ausdriicke vom Typ

Jai/a= \/52 = a (Wurzel und Quadrat)
Jvae® = e\/a = ne\/a (teilweises Wurzelziehen)

und

e _e .
—==a (Ganzrationalmachen des Nenners)

a a

auf. Im Bereich der trigonometrischen Funktionen sind die exakten Werte von Sinus, Kosinus und
Tangens fir spezielle Winkel wichtig:

sin3 °=%, sin45°=%x/§, sin6 °=%\/§

cos30° :%\@, cos45° :%\/E, cos60° :%

1 43

tan30°=—:?, tan45° =1, tan60° = /3

NE

Zu beachten ist auch, dass ein 45°-Winkel in einem rechtwinkligen Dreieck auf ein gleichschenkli-
ges Dreieck hinweist, ein 30°- oder 60°-Winkel auf ein gleichseitiges Dreieck, dessen eine Halfte
das Dreieck mit dem 30°- oder 60°-Winkel ist.

lll. Im rechtwinkligen Dreieck AABC ist:
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a=90° -y =90°-30° =60°.
Der halbe Winkel ist — wegen der Winkelhalbierenden AD - damit a/2 = 30° grof3.

IV. Im rechtwinkligen Dreieck AABD ist: a/2 = 30°, BD = 2e. Wir errechnen die Kathete AB mit
Hilfe des Tangens und erhalten:

e — 2e 2e _ 6e 6€x/§_6e\/§:2€\/§.

tan[gj:£:>tan30°:=:>AB:—:—:—: -
2)” B AB

tan 30° @ J3 /333 3
3

V. Im rechtwinkligen Dreieck AABC ist wiederum: a = 60°, AB = 2e\/§, so dass wieder mit dem
Tangens die Gegenkathete BC bestimmt werden kann:

tana:%:tan60°:Ezﬁzze\@ﬂansm:%\@ﬂ/é:zem:ese.

2e\/3

VI. Der gesuchte Flacheninhalt des Dreiecks AADC ist die Differenz der Flacheninhalte der recht-
winkligen Dreiecke AABC und AABD. Letztere lassen sich tber die schon errechneten Katheten
ermitteln als:

1 — — 1
Ansc = - TABIAC :Eme\@ [Be = 6e°+/3

AABD%@@:%%@%:%Z@.

Der Flacheninhalt des Dreiecks AADC ist dann:

Anoc = Ansc — Angp = 692\/§ - 232\/§ = 462\/§ ,
was zu zeigen watr.
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