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Aufgabe: Berechne das Volumen zwischen Paraboloid und Ebene
2y = f(x,y) = X°+y?, 2, = 4

im dreidimensionalen reellen Raum.

1. Lésung: |. Wir identifizieren die Funktion z; = f(x,y) = x*+y® mit zwei Unbekannten x, y als Para-
boloid im dreidimensionalen reellen Raum (iber den Bereich x*+y” < 4:
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z = f(x,y) = X+, X2+y’<4

Der (Integrations-) Bereich ergibt sich dabei wegen z; = z, => x*+y” = 4 als Kreis der x-y-Ebene mit
Mittelpunkt M(0|0) und Radius 2 und damit als: x*+y? < 4.

Il. Wir verwenden im Folgenden die unbestimmten Integrale mit reellem a:

I a’ - x*dx Z%(x\/az -x*+a’ arcsin(z)j

a

J‘xz /az _deX:%(ZXS /az -2 —ax /az —xX +at arcsin(ﬁ)j.
a
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lIl. Das Volumenintegral ergibt sich gemaB dem Bereich x*+y® < 4 durch dreifache Integration ent-
lang xX?+y* <z <4, —/4-x* <y< 4-x*, -2<x<2als:
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2. Lésung: |. Der (Integrations-) Bereich ergibt sich dabei wegen z; = z, => x*+y? = 4 als Kreis der
x-y-Ebene mit Mittelpunkt M(0|0) und Radius 2 und damit als: x?+y? < 4. Folglich fiihrt die Trans-
formation von kartesischen in Zylinderkoordinaten auf:

xX=rcosg

y=rsing

7, =(rcos@)’ +(rsin@)’ =r’(cos’ @ +sin’ @) =r’
z, =4

flr 0<r<2 und 0<@<2Tr.

Il. Das Volumenintegral ergibt sich gem&B dem Bereich x?+y® < 4 durch dreifache Integration ent-
lang x*+y’<z<4,0<r<2,0<¢@<2mals:
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v=[] j dzdgrdr = j j (4-r?)dgrdr = j (4r-r) j dprdr = j @r =gl dr

= j(4r—r3)(2ﬂ—0)dr = 2ﬂj(4r—r3)dr = 27‘[[E2r2 —ir“} = 27‘[[(8—4—0) = 87T
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3. Lésung: Das zur z-Achse symmetrische Paraboloid z; = f(x,y) = x*+y? stellt einen Rotationskér-
per dar, dessen Volumen auch mit Hilfe der eindimensionalen Analysis berechnet werden kann. Es

rotiere dazu die Funktion: y = Jx, 0<x <4, um die x-Achse. Das Volumenintegral berechnet sich
als:
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