Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Vektorrechnung
> Beweis

Aufgabe : In einem Dreieck ABC ist M der Mittelpunkt der Seite AB. Der Punkt T teilt die Strecke

CM im Teilverhaltnis t, d.h. CT =t[OM . In welchem Verhaltnis teilt dann der Punkt T die Strecke
BD?

1. Lésung : Wir wenden die Methode des geschlossenen Vektorzugs auf das Dreieck ACDT an

und betrachten die Vektoren CD, IIST und 'I:C , fur die qilt:
CD+DT+TC =0 ().

Wir dricken die Vektoren CD DT und TC durch die Vektoren a CA und b CB aus und
erhalten:

CD=ra,

DT =sDB = S(CB— CD) = s(_b— r _a)

Tc=cT=cM-M=cM-——cm=em-L om=—Lem=—"L _(a+h),
t+1 t+1 t+1 t+1 2(t +1)

Letzteres auf Grund des Teilverhaltnisses CT =t EI'_M und: CT+T_M = CM , d.h. wegen:

{TM+TM =CM < (t+1)TM =CM < TM =—=CM =~ - (a+ b),
t+1 t+1 2

da M der Mittelpunkt der Seite AB ist. Laut (*) und wegen 'I:C = —CT muss gelten:

-> -> -> -> ->

ra+s(b-ra)- O *x
(b-ra) - =-(a+b) =0 (%),
Wir sortieren nach den Vektoren _a und _b und erhalten:
r-s-——t |at|s——t |p=0,
2(t+1) 2(t+1)

so dass sich wegen der linearen Unabhangigkeit der Vektoren a und b das folgende Glei-
chungssystem ergibt:
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t t
- =0, s- =
2(t+1) 2(t+1)
Aus der zweiten Gleichung des Gleichungssystems folgt:
-t
2(t+1)°
d.h.

t
2(t+1)
Fur das Teilverhéltnis entlang der Strecke DB erhalten wir aus:

TB = DB- DT = DB~ [3>B=[1— t j[STB A+ -top_ t+2 op

DT = DB

2(t+1) 2(t+1) 2(t+1) 2(t+1)
und damit aus [3?3 = M'I:I>3
+2
T=—"t pe=—t A Dp_ ' 1 oger TB="20T
2(t+1) 2t+1) t+2 t+2 t

, i L2 N } . . 212
woraus das Teilverhdltnis e folgt. Fir t = 2 z.B. betragt das Teilverhaltnis > =2.

2. Losung : Wir wenden die Methode des geschlossenen Vektorzugs auf das Dreieck ATMB an
und betrachten die Vektoren T_I\>/I , M>B und éfl' , fur die qilt:

T_|\>/I + M>IB+ éfl' = 5 *.

Wir driicken die Vektoren T_I\>/I , I\;I>B und B_>'>I' durch die Vektoren g = C_;A und _b> = C?B aus und

erhalten:

MB—%AB——(_b a),

CD:ra

BT—SBT s(CD CB) s(ra-b),

™ =—2CM=—2_(a+b),
t+1 2(t+1)

Letzteres auf Grund des Teilverhaltnisses éT =t EI'_M und: CET+T_M = C_M , d.h. wegen:
tTM+TM =CM & (t+1)(TM =CM < TM :t+1 M=t Gl(_a+_b),
da M der Mittelpunkt der Seite AB ist. Laut (*) muss gelten:

1 -> -> - > -> ->

2(t+1)( +h)+ (b a)+s(r a-b) =0 ().

-> ->

Wir sortieren nach den Vektoren a und b und erhalten:

( 1 —l+gjg+( 1 1 jb O
2t+nH 2 2(t+1) 2

so dass sich das folgende Gleichungssystem ergibt:
1 1 1 1
-4+ —
2t+) 2
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Aus der zweiten Gleichung des Gleichungssystems folgt:

1 1 1 t+1 t+2
S = +—= + = ,

2t+1) 2 2t+1) 2t+1) 2t+D

d.h.:
BT=—"2 pB

2(t+1)
Fir das Teilverhaltnis entlang der Strecke DB erhalten wir aus:

TD = DB- BT = DB-

' B

> > (42 55:(1— t+2]5B:2(t+1)—t—2DB_

2(t+1)
N 2(t t+ 1 ™

2t +1) 2(t+1)

und damit aus DB =

> t+2 [3?3— t+2 E2(t+1)T-|>3:t+2

BT=— - DB= ™,
2t +1) 2(t+1) t t

. . L2
woraus das Teilverhaltnis T folgt.
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T 2(t+))

08.2014 / Aufgabe 45



