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Aufgabe: Zeige: Zu einer Ebene E: ax; + bx, + cx3 = d (in Koordinatenform) haben die parallelen
Ebenen

Fio:ax; + bxo + cxg=d £ D-vJa’ +b* + ¢’
den Abstand D = 0 zur Ebene E.

Lésung: |. Zu einem P(p4|p2|ps) und einer Ebene E: ax; + bx, + cx3 = d im dreidimensionalen reel-
len Vektorraum ergibt sich der Abstand zwischen Punkt und Ebene aus der Hesseschen Normal-
form:

|ap, +bp, +cp, —d |

Va® +b* +¢?

d(P,E) =

a
Il. Die Ebenen E, F4, F, sind wegen desselben Normalenvektors n =| b | offensichtlich zueinan-
C

der parallel: F4 || E || F2. Um den Abstand zwischen den Ebenen E und F; bzw. E und F, zu be-
stimmen, gentigt es den Abstand zwischen einem Punkt PeF; bzw. PeF, und der Ebene E nach
der Hesseschen Normalform zu bestimmen, denn wegen der Parallelitét ist: d(E,F;) = d(E,P) bzw.
d(E,F.) = d(E,P). Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei dazu a # 0, so dass als Punkt P der
jeweilige Spurpunkt Sq; bzw. S, als Schnittpunkt der Ebene F; bzw. F, mit der x;-Achse gewahlt

werden kann. Mit Fy: ax; + bxz + cxs =d + D-/a® +b> +¢” errechnet sich der Spurpunkt S;; nach

. . d+D+a*+b* +¢’
Division der rechten Seite der Koordinatenform von F; durch a als Sy4( |0]0),
a

d-Dva’+b* +¢?
mit Fo: ax; + bXo + cx3 =d — D-va” +b> + ¢ als Sy ( aa < 10/0).

Anwendung der Hesseschen Normalform ergibt:

+DVa? +b* +¢°
|a|—_14 p +O+O_d|_|d+D[a2+b2+c2_d|_Dla2+b2+C2 _D
Va* +b* +¢? Va* +b* +¢? Va* +b* +¢*
—-DVa* +b* +¢*
|a|_/—4 p +O+O_d|_|d_D/a2+b2+C2_d|_D/a2+b2+c2 _D
Va* +b* +¢* Va* +b* +¢? Vat +b* +¢*

und damit den Abstand d(E,F;) = d(E,F,) = D.

d(E,Fy) = d(E,S+1) =

d(E,F2) =d(E,Sx») =

lIl. Mit Hilfe der Formel Fy,: ax; + bx, + cxg = d £ D-+/a’ +b” +¢” lassen sich mithin zwei zur
Ebene E: axy + bx, + cx3 = d parallele Ebenen mit Abstand D zur Ebene E konstruieren.
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