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Mathematikaufgaben 
> Vektorrechnung 
> Spiegelungen an Ebenen und Schnittgerade 
 

 
Aufgabe: Gegeben seien die Ebenen  

E1: x1 + x2 – 2x3 = 6, E2: 2x1 + x3 = 2  
sowie der Punkt P(2|-1|8).  
a) Spiegele den Punkt P an der Ebene E1, den Bildpunkt P‘ an der Ebene E2.  
b) Spiegele den Punkt P an der Schnittgeraden g der Ebenen E1 und E2.  
c) Die Bildpunkte des Punktes P gespiegelt an den beiden Ebenen bzw. an der Schnittgeraden 
sind identisch. Begründe, warum dies der Fall ist. 
 
 
Lösung: I. Im dreidimensionalen Vektorraum können Spiegelungen von Punkten, Geraden und 
Ebenen an Spiegelpunkten, -geraden und -ebenen durchgeführt werden. Kommen Punkte ins 
Spiel, so liegen einerseits Punktspiegelungen von Punkten, Geraden und Ebenen an Spiegelpunk-
ten F vor (Punktspiegelung als Drehung um 180 Grad); wird ein Punkt P an einer Spiegelgeraden 
oder -ebenen gespiegelt (Spiegelung eines Punktes), so liegt letztlich ebenfalls eine Punktspiege-
lung vor, und zwar am auf der Spiegelgerade oder -ebene liegenden Lotfußpunkt F. In jedem Fall 
gilt die Spiegelformel der Spiegelung eines Punktes P an dem Spiegelpunkt F mit gespiegeltem 
Bildpunkt P‘:   
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mit Lotfußpunkt F als Mitte der Strecke zwischen Urbildpunkt P und Bildpunkt P‘. 
 

   
Spiegelung von Punkt an Ebene bzw. Gerade 

 
II. a) Zur Spiegelung des Punktes P(2|-1|8) an der Ebene E1: x1 + x2 – 2x3 = 6 bilden wir die zur 
Ebene E1 orthogonale Lotgerade h1 durch den Punkt P als:  
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Wir lassen die Lotgerade mit der Ebene schneiden und erhalten den Lotfußpunkt F1:  
Lotgerade h1 -> x1 = 2+t, x2 = -1+t, x3 = 8-2t -> Ebene E1 -> 
(2+t) + (-1+t) – 2(8-2t) = 6  2 + t – 1 + t – 16 + 4t = 6  6t – 15 = 6  6t = 21  t = 3,5 -> 

Lotgerade h1 -> 
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1OF  -> Lotfußpunkt F1(5,5|2,5|1). 

 
Den Bildpunkt P‘ erhalten wir gemäß der Spiegelformel:  
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als P‘(9|6|-6).  
Der Bildpunkt P‘ ist nun an der Ebene E2 zu spiegeln. Die dazugehörige Lotgerade h2 durch den 
Punkt P‘ lautet:  

h2: 
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Als Lotfußpunkt F2 auf der Ebene E2 ergibt sich:  
Lotgerade h2 -> x1 = 9+2t, x2 = 6, x3 = -6+t -> Ebene E2 -> 
2(9+2t) + (-6+t) = 2  18 + 4t – 6 + t = 2  5t + 12 = 2  5t = -10  t = -2 -> 

Lotgerade h2 -> 

















−
=

















⋅−
















−
=

>−

8

6

5

1

0

2

2

6

6

9

2OF  -> Lotfußpunkt F2(5|6|-8). 

 
Der gespiegelte Bildpunkt P‘‘(1|6|-10) errechnet sich aus:  
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Damit wurde der Punkt P(2|-1|8) durch zweimaliges Spiegeln an den Ebenen E1, E2 auf den Bild-
punkt P‘‘(1|6|-10) abgebildet. 
 
b) Die Schnittgerade der Ebenen E1, E2 ist zunächst zu bestimmen. Der Richtungsvektor der 
Schnittgeraden kann durch das Kreuzprodukt der Normalenvektoren der Ebenen errechnet wer-
den:  

E1: x1 + x2 – 2x3 = 6 -> 
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E2: 2x1 + x3 = 2 -> 
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-> Richtungsvektor 
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Wir benötigen noch den Stützvektor der Schnittgeraden und setzen in die Ebenengleichungen E1, 
E2 die Koordinate x3 = 0, so dass ein lineares 2x2-Gleichungssystem:  
Ebene E1 -> x1 + x2 = 6, Ebene E2 -> 2x1 = 2   
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Entsteht, das als eindeutige Lösung noch x1 = 1, x2 = 5 hat. Ein Stützvektor der Schnittgeraden ist 

damit durch 
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 gegeben. Die Parametergleichung der Schnittgeraden g lautet: 

 

g: 
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Hinsichtlich der Spiegelung des Punktes P(2|-1|8) an der Schnittgeraden g ist zunächst eine zur 
Geraden g orthogonale Hilfsebene EH durch den Punkt P zu konstruieren. Der Richtungsvektor der 
Schnittgeraden ist der Normalenvektor der Hilfsebene, so dass   
EH: x1 – 5x2 – 2x3 = d  
mit: d = 2 – 5·(-1) – 2·8 = 2 + 5 – 16 = -9 (Einsetzen des Punktes P in EH), also:  
EH: x1 – 5x2 – 2x3 = -9  
gilt. Der Lotfußpunkt F auf der Schnittgeraden errechnet sich als Schnittpunkt von Gerade g und 
Hilfsebene EH:  
Schnittgerade g -> x1 = 1+t, x2 = 5-5t, x3 = -2t -> Hilfsebene EH -> 
(1+t) – 5(5-5t) – 2(-2t) = -9  1 + t – 25 + 25t + 4t = -9  30t – 24 = -9  30t = 15  t = 0,5 -> 

Schnittgerade g -> 
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OF  -> Lotfußpunkt F(1,5|2,5|-1). 

 
Es gilt die Spiegelformel:  
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mit P*(1|6|-10) als Spiegelpunkt. 
 
c) Es ist offensichtlich P‘‘ = P*, die Bildpunk-
te des Urbildpunkts P stimmen also überein. 
Dies ist nur dann der Fall, wenn die Ebenen 
E1 und E2 senkrecht aufeinander stehen. Die 
Orthogonalität der Ebenen folgt dabei aus 
dem Verschwinden des Skalarprodukts der 
Normalenvektoren:  
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Zusammen mit dem Richtungsvektor der 
Schnittgerade g bilden die Normalen-
vektoren ein Orthogonalsystem, d.h. je zwei 
der drei Vektoren stehen senkrecht aufei-
nander.  
Der Punkt P, die Bildpunkte und die Lotfuß-
punkte liegen alle auf der Hilfsebene EH, es 
gilt der Satz des Pythagoras:  
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