Michael Buhimann

Mathematik-Aufgabenpool
> Bruchgleichungen (p-g-Formel) Il

Einleitung: Gleichungen bestehen aus zwei durch ein Gleichheitszeichen verbundene Terme (linke, rechte Seite der
Gleichung; Term 1 = Term 2), von denen mindestens einer eine Variable (Unbekannte) x enthalt. Gleichungen kénnen
(gegebenenfalls) mit Gleichungsumformungen (mit Termumformungen) nach der Variablen umgeformt bzw. aufgeldst
werden.

Bruchgleichungen sind Gleichungen mit der Variablen x, die Briche enthalten. Bruchgleichungen einfacher Art kénnen
auf lineare Gleichungen zurlckgefihrt werden durch: 1) Definitionsbereich, Umstellen/Vereinfachen der Bruchgleichung
(Klrzen von Briichen, Addition/Division/Multiplikation von Zahlen), 2) Multiplikation der Bruchgleichung mit Nennern bzw.
Hauptnenner der vorkommenden Briiche, 3) Ausmultiplizieren der mit Nennern bzw. Hauptnenner malgenommenen
Terme (Summen, Differenzen), 4) Sortieren nach x und einfachen Zahlen, 6) Auflésen der so erhaltenen linearen oder
quadratischen Gleichung nach x.

Lineare Gleichungen sind innerhalb der mathematischen Algebra Gleichungen mit der Variablen x, die folgenden einfa-
chen Formen mit rationalen oder reellen Zahlen a, b, ¢, d gentigen:

1)ax=b & x=b/a->L = {b/a}

2)ax+b=c® ax=c-b = x=(c-b)/a->L ={(c-b)a}

)ax+b=cx+d® (a-c)x+ b =d & (a-c)x = d-b & x = (d-b)/(a-c) -> L = {(d-b)/(a-c)}

Die Lésung der linearen Gleichung ax + b = 0 ist fir a # 0 dann: x = —2 ; ist a = 0, so besitzt die Gleichung keine L6-
a

sung (L = {}; b#0) oder unendlich viele Lésungen (L = Q oder R; b=0) (L als Ldsungsmenge). Bei den Gleichungsumfor-
mungen gelten die algebraischen GesetzmaBigkeiten (Punkt- vor Strichrechnung, Auflésen von Klammern in Termen,
Vorzeichenregeln, Rechnen mit negativen und positiven Zahlen, Rechnen mit Briichen und Dezimalzahlen, Addition bzw.
Subtraktion, Multiplikation bzw. Division in Gleichungen u.a.).

Quadratische Gleichungen sind innerhalb der mathematischen Algebra Gleichungen mit der Variablen x, die letztlich der
Form: ax® + bx + ¢ = 0 mit reellen Zahlen a, b, ¢ gentigen. Ist b=0, so liegt eine rein quadratische Gleichung vor, ansons-
ten eine gemischt quadratische.

a) Bei einer rein quadratischen Gleichung ergeben sich als (keine bis zwei) Lésungen: ax’+c =0 & X, =E [ ——.
’ a

b) Bei einer gemischt quadratischen Gleichung (mit Koeffizient vor x* als 1) ergeben sich als (keine bis zwei) Losungen:

2

x2+px+q =0® x,= -P + P q (p-g-Formel).

’ 2 2
c) Bei einer gemischt quadratischen Gleichung vom Typ x2+px = 0 ergeben sich (eine bis zwei) Ldésungen: x4 = 0, X2 = -p
durch Ausklammern vermége x*+px = x(x+p) und nach dem Satz vom Nullprodukt.
Komplexere quadratische Gleichungen sind dann durch Term- (Auflésen von Klammern, binomische Formeln; Zusam-
menfassen von x2, x und Zahlen) und Gleichungsumformungen (Addition, Subtraktion von Summanden; Division, Multip-
likation von Faktoren) auf die vorerwahnten Grundformen der rein oder gemischt quadratischen Gleichung zu bringen,
so dass die oben genannten Vorgehensweisen greifen.

Aufgabe 1: Bestimme die Definitionsmenge und die Losungsmenge der folgenden Bruchgleichun-
gen.

15 2

a) —=3 b) =—4
2x x+1
+

0 S5x _5 d) 2x 3=3
2x+1 X

Vorgehensweise: Zur Ermittlung der Losung der jeweiligen Gleichung ist das in der Einleitung Gesagte zu beachten.

Lésungen:
a) E =3 | -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | -2x
2x

(Nebenrechnung: 2x =0 -> x = 0) ->
Definitionsmenge: D = R\{0}
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L(x+1)=—4(x+l)
x+1

2=-4x-4
6 = -4x
x=-15

Sx

c) =
2x+1

Sx

2x+1
5x=4x + 2
X=2

2x+3 _
X

d) 3

+
2x 3Dc=3x
X

2x+3 = 3x
3=x

2x+1)=212x+1)

(Kirzen, Zusammenfassen)

| :6
Lésungsmenge: L = {2,5}

| -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | -(x+1)

(Nebenrechnung: x+1 =0 ->x=-1) ->
Definitionsmenge: D = R\{-1}

(Karzen, Klammern auflésen)

| +4
| :(-4)

Lésungsmenge: L = {-1,5}

| -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | -(2x+1)

(Nebenrechnung: 2x+1 =0 -> 2x =-1 -> x =-0,5) ->
Definitionsmenge: D = R\{-0,5}

(Klrzen, Klammern auflésen)

| -4x
Lésungsmenge: L = {2}

| -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | -x

(Nebenrechnung: x = 0) ->
Definitionsmenge: D = R\{0}

(Karzen)

| -2x
Lésungsmenge: L = {3}

Aufgabe 2: Bestimme die Definitionsmenge und die L6sungsmenge der folgenden Bruchgleichun-

gen.

a)E=4x
X

x+5
x—4

C) =2x

b) —2%_ = 5x
x+3

d) 2—x= x—11
4x

Vorgehensweise: Zur Ermittlung der Losung der jeweiligen Gleichung ist das in der Einleitung Gesagte zu beachten.

Lésungen:
1
a)£=4x
by

EDc:4xD'c

X

16 = 4x°
4=x
X =12

b) =5x
x+3

2x

x+3

2x = 5x% + 15x
0 = 5x% + 13x
O=x2+2,6x

Michael Buhlmann, Mathematik-Aufgabenpool > Bruchgleichungen llI

(x+3)=5x(x+3)

| -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | -x

(Nebenrechnung: x = 0) ->
Definitionsmenge: D = R\{0}

(Kirzen, Zusammenfassen)

| :4
|V
Lésungsmenge: L = {-2; 2}

| -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | -(x+3)

(Nebenrechnung: x+3 =0 -> x = -3) ->
Definitionsmenge: D = R\{-3}

(Klrzen, Klammern auflésen)

| -2x
| :5
(p-g-Formel:p =2,6,q =0)



X, =-13+413°-0=-13%£13
x1=-1,83+1,3=0,%x=-1,3-1,3=-2,6
x+5

c) =2x

x—4

+
XS 4y =2x(x—4)
x—4
x+5 = 2x% — 8x
5 = 2x% — 9x
0=2-9x-5

0=x-45x-25

Lésungsmenge: L = {-2,6; 0}
| -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | -(x—4)

(Nebenrechnung: x-4 =0 -> x=4) ->
Definitionsmenge: D = R\{4}

(Klrzen, Klammern auflésen)

N o1 X

|
|
(p-g-Formel: p =-4,5, q = -2,5)

X, =225+ 2,257 +2,5=2,25+,/7,5625 =2,25+2,75

X1 =2,25+2,75 = 5, xo = 2,25-2,75 = -0,5
_x-11
4x

d) 2-x

2-xy@yr=>"1
X
8x—4x% = x— 11
-4y = -Tx — 11
0=4x—7x—11
0=x2-1,75x-2,75

4x

Lésungsmenge: L = {-0,5; 5}
| -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | -4x
(Nebenrechnung: 4x =0 -> x = 0) ->
Definitionsmenge: D = R\{0}
(Klrzen, Klammern auflésen)
-8x
+4x

4

} ,
|
(p-g-Formel: p =-1,75, q = -2,75)

x,=03875% 0,875 +2,75 = 0,875 £/3,515625 =0,875 +1,875

x1 = 0,875+1,875 = 2,75, x2 = 0,875-1,875 = -1

Lésungsmenge: L = {-1; 2,75}

Aufgabe 3: Bestimme die Definitionsmenge und die L6sungsmenge der folgenden Bruchgleichun-

gen.
a) Z:4x+3
X
o) x_3:_8x+9
x+3

b) 2x+3:M
X

d) 2x—1=25"%
x=-3

Vorgehensweise: Zur Ermittlung der Lésung der jeweiligen Gleichung ist das in der Einleitung Gesagte zu beachten.

Lésungen:
7

a) —=4x+3
by

ch=(4x+3)Dc
X

7 = 4x% + 3x
0=4x2+3x—7
0=x2+0,75x—1,75

| -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | -x

(Nebenrechnung: x = 0) ->
Definitionsmenge: D = R\{0}

(Karzen, Klammern auflésen)

| -7
| :4
(p-g-Formel: p = 0,75, q = -1,75)

x,=-0375% 0,375 +1,75 =-0,375 + {/1,890625 = -0,375 1,375

x1 =-0,375+1,375 =1, X2 = -0,375-1,375 = -1,75
4x+15

X

b) 2x+3=

(2x+3)Dc=4x+15

2x° + 3x = 4x + 15
2x*—x=15
2% —-x-15=0

Ok

Lésungsmenge: L = {-1,75; 1}
| -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | -x

(Nebenrechnung: x = 0) ->
Definitionsmenge: D = R\{0}

(Klrzen, Klammern auflésen)

| -4x
| -15
| :2
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x*—0,5x—7,5 (p-g-Formel: p =-0,5,q =-7,5)
X, =0,25%40,25% +7,5 =0,25%/7,5625 = 0,25+ 2,75

=0,25+2,75=3,x2=0,25-2,75=-2,5 Lésungsmenge: L = {-2,5; 3}
8x+9
c)x—-3=- | -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | -(x+3)
x+3
(Nebenrechnung: x+3 =0 -> x = -3) ->
Definitionsmenge: D = R\{-3}
(x=3)(x+3)=- 8x (Klrzen, 3. binomische Formel)
X — 9 = -(8x+9) (Klammern aufldsen)
X-9=-8x—9 | +8x
X +8x—9=-9 | +9
X +8x=0 (p-g-Formel:p =8, q=0)
X, =—4+4> -0=-4+4
Xt=-4+44=0,%x2=-4-4=-8 Lésungsmenge: L = {-8; 0}
d) 2x-1= 23 —3x | -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | -(x=3)
% —

(Nebenrechnung: x-3 =0 ->x=3) >
Definitionsmenge: D = R\{3}
23-x

Rx-D(x-3)= (x 3) (Kurzen, Klammern auflésen)
X~

2x° —BX— X + 3 =23 X | +x

2x° - 6x + 3 = 23 | -23

2x*-6x—-20=0 |2

X —3x-10=0 (p-g-Formel: p = -3, q = -10)

X, =15% V1,57 +10 =1,5+4/12,25 =1,5+3,5

x1=15+35=5x%=1535=-2 Lésungsmenge: L = {-2; 5}

Aufgabe 4: Bestimme die Definitionsmenge und die Losungsmenge der folgenden Bruchgleichun-
gen.

1 2x-13 13 S5x+3
a) x+2- = b) x+ =
x—-4 x-4 x+7 x+7
5x-9 3 2
C) 2x = +3 d 7x+—=8——
4x+3 5x 5x
Vorgehensweise: Zur Ermittlung der Losung der jeweiligen Gleichung ist das in der Einleitung Gesagte zu beachten.
Lésungen:
a) x+2- ! = 2x-13 | -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | -(x—4)
x—4 x—4

(Nebenrechnung: x-4 =0 -> x =4) ->
Definitionsmenge: D = R\{4}
2x-13

(x+2)(x—-4) - 1 1 (x—-4)= (x 4) (Klrzen, Klammern auflésen)
X - X =

X +2x —4x—8—1=2x—13 | -2x, (Zusammenfassen)

X —4x-9=-13 | +13

X —4x+4=0 (2. binomische Formel)

(x2)°=0 |V

x—2=0 | +2

X=2 Lésungsmenge: L = {2}

b) x + 13 = Sx+3 | -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | -(x+7)

x+7 x+7
(Nebenrechnung: x+7 =0 -> x = -7) ->
Definitionsmenge: D = R\{-7}
13 S5x+3 . "
x(x+7)+ (x+7)= (x+7) (Kirzen, Klammern auflésen)
x+7 X
X +7x+13=5x+3 | -5x
X +2x+13=3 |-3
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X +2x+10=0

X, ==1%1° =10 =1£+/-9

2x(4x+3)=5x_9(4x+3)+3(4x+3)
dx+3

8x2+6x=5x—9+12x+9
8x% + 6x = 17x
8x%—11x=0

11
x2-—x=0

8
11
x(x——)=0
( 8)

11

X1 =0, Xo= —

5x 5x

7xE5x+i[k=8E‘5x—iE‘5x
S5x S5x

35x° +3 = 40x — 2

35x% — 40x +3 = -2

35x2—40x+5=0

x2—§x+l=O
7
4 4V 1 4 [9 4 3
X,=—x =] —==—%,[—=—%=
7 7) 71 7 9 777
4 3 4 3 1
x1:_+_=1,x2:_—_:_
7 7 7 7 7

Aufgabe 5: Bestimme die Definitionsmenge und die L6sungsmenge der folgenden Bruchgleichun-

gen.
5 1 7
=L
2x x 2
)i+3:—+x
5x

Vorgehensweise: Zur Ermittlung der Losung der jeweiligen Gleichung ist das in der Einleitung Gesagte zu beachten.

Lésungen:

2x X
5+2=7x
7 =7xX

X =

(p-g-Formel:p=2,q=10)

(keine Lésung)

Lésungsmenge: L = {}

| -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | -(4x+3)

(Nebenrechnung: 4x+3 =0 -> 4x = -3 -> x = -0,75) ->

Definitionsmenge: D = R\{-0,75}
(Karzen, Klammern auflésen)

(Zusammenfassen)
| -17x
| :8

(Ausklammern)

(Satz vom Nullprodukt)

Lésungsmenge: L = {0; %}

| -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | -5x

(Nebenrechnung: 5x =0 -> x = 0) ->
Definitionsmenge: D = R\{0}

(Klrzen, Zusammenfassen)

| -40x
| +2
| :35

(p-g-Formel:p= ——,q=

<3| o
S| =

Lésungsmenge: L = {l ;1)
7

g 3 x
d) £+2x—3=£+x—3
5 S5x 3x  Sx

o) 20,412

| -Hauptnenner, d.h.: | -2x (Nenner: 2x, x)

(Nebenrechnung: 2x =0 -> x = 0) ->
Definitionsmenge: D = R\{0}

(Karzen)

(Zusammenfassen)
| .7
Lésungsmenge: L = {1}
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3x 3 X
@EB +— EB ZEB
3x X
20 + 4x = 36
4x =16
x=4
C)£+3=2+x

S5x 5

iE5x+3[”15x=2E5x+x|:ﬁ$x
S5x 5

8 + 15x = 9 + 5X°

8=5x2—6x

0= 5x —6x— 8

0=x -1,2x —

—06+\/062+1 =0,6+4196=0,6+14

=0,6+1,4=2 %=06-1,4=-08

x 2x-3 12 x-3
d —+ =—+

5 S5x 3x S5x
sy + 223 05,212 05, £ 73 g5y
5 S5x 3x S5x

3% + (2x=3)-3 = 60 + (x-3)-3
3x*+6x—-9=60+3x-9
3x% + 6x = 3x + 60

3x° + 3x = 60
3x*+3x—60=0

XX +x-20=0

X, ==0,5£40,5? +20 =-0,5+/20,25 =-0,5+

Xy = _0,5+4’5 = 4, Xo = -0,5—4,5 =-5

| -Hauptnenner, d.h.: | -3x (Nenner: 3x, 3, x)

(Nebenrechnung: 3x =0 -> x=0) ->
Definitionsmenge: D = R\{0}

(Kdrzen)
| -20

| :4
Lésungsmenge: L = {4}

| -Hauptnenner, d.h.: | -5x (Nenner: 5x, 5)

(Nebenrechnung: 5x =0 -> x = 0) ->
Definitionsmenge: D = R\{0}

(Kirzen, Zusammenfassen)
-15x
-8
5

|
|
(p-g-Formel: p = -1,2, g = 0,2)

Lésungsmenge: L = {-0,8; 2}

| -Hauptnenner, d.h.: | -15x (Nenner: 5, 5x, 3x, 5x)

(Nebenrechnung: 15x =0 -> x = 0) ->
Definitionsmenge: D = R\{0}

(Klrzen, Zusammenfassen)
(Klammern auflésen)

| +9

| -3x

| -60

| :3

(p-g-Formel: p =1, q =-20)

4.5
Lésungsmenge: L = {-5; 4}

Aufgabe 6: Bestimme die Definitionsmenge und die Losungsmenge der folgenden Bruchgleichun-

gen.

a) 2—§+1=10
X
2

C) —2+§:7
X X

o1sd 20
X X

d)E ? =2
x x-1

Vorgehensweise: Zur Ermittlung der Losung der jeweiligen Gleichung ist das in der Einleitung Gesagte zu beachten.

Lésungen:
)§+1_10
x

2
—chZﬂDcZ:loDcz
X

25 + x% = 10x°
25 = 9x%

25,
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| -Nenner = Hauptnenner, d.h.: | X

(Nebenrechnung: x° = 0 -> x = 0) ->
Definitionsmenge: D = R\{0}

(Karzen)

Lésungsmenge: L = {-

W |
W |



9 20
+ —_—

b) 1+—=
X x2
102+ 20 = Z?Dcz
X X
X + 9x = -20
XX +9x+20=0

| -Hauptnenner, d.h.: | S (Nenner: X, X)

(Nebenrechnung: x° = 0 -> x = 0) ->
Definitionsmenge: D = R\{0}

(Karzen)

| +20
(p-g-Formel: p =9, q = 20)

X, =—45% \J45° =20 =-4,5+,/025=-45%05

X1 =-4,540,5 = -4, x2 =-4,5-0,5=-5

2
7
5

——+ — +___+/ __+_
196

_—+_= R

X <
' 14 14 2T T4 14 7
10 9
—+

x x-1

d) =2

&x(x—1)+ix(x—l)=2x(x_1)
X x—1

10(x—1) + 9x = 2x(x—1)
10x — 10 + 9x = 2x° — 2x
19x — 10 = 2x% — 2x

-10 = 2x2 — 21x
0=2x*-21x+10
0=x*-105x+5

X, =5,254/525% -
=5,25+4,75 =10, x2 = 5,25-4,75 = 0,5

Lésungsmenge: L = {-5; -4}

| -Hauptnenner, d.h.: | -x (Nenner: X2, x)
(Nebenrechnung: X = 0 -> X = 0) ->
Definitionsmenge: D = R\{0}

(Karzen)

| -5x
| -2
|:7

)

(p-g-Formel: p = —é , Q= —g
7 7

Lésungsmenge: L = {—% ;11

| -Hauptnenner, d.h.: | -x(x-1) (Nenner: x, x-1)

(Nebenrechnung: x(x-1) =0 ->x=0,x-1=0->
x=0,x=1)->
Definitionsmenge: D = R\{0; 1}

(Karzen)

(Klammern auflésen)
(Zusammenfassen)

| -19x
| +10
| :2

(b-q-FormeI: p=-10,5,q9=5)

=5,25+4/22,5625 =5,25+ 4,75

Lésungsmenge: L = {0,5; 10}

Abkilrzungen: D = Definitionsmenge, L = Ldsungsmenge, R = Menge der reellen Zahlen.
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