Michael Buhimann

Mathematik-Aufgabenpool
> Grundaufgaben zur Vektorrechnung Il

Einleitung: Elemente der Vektorrechnung im dreldlmenswnalen reellen kartesischen Xi-X2-Xa- Koordlnatensystem sind
Punkte P(p1|pz|ps), Ortsvektoren p™ = OP™ = (ps p2 ps)', Differenzvektoren PQ =0Q~-OP~, Geraden g: x” =a~ + tu”
(PF, Stiitzvektor a~, reeller Parametert Rlchtungsvektoru ) Ebenen E: x” = b” + tv” + sw” (PF, Stiitzvektor b, reelle
Parameterr s, Rlchtungsvektoren v7,w?), E: n7(x7-p”) = 0 (NF, Normalenvektor n™), E: aX1+bX2+CX3—d (KF, Norma-
lenvektor n” = (a b c) ) Geraden und Ebenen sind Llnearkomblnatlonen aus Vektorvielfachen tp™ und Vektorsummen p’
“+q” mit Nullvektor 07 = (0 0 0 Gegenvektor P zu p~ oder Mitte 0,5(p”+q”). Vektoren haben Rlchtung und Lange,
der Betrag elnes Vektors ist: |p~ | (p17+p2"+p3”) ', der Elnheltsvektor berechnet sich als po” = p~/|p”|. Daneben sind fiir
Vektoren p~ = (p1 p2 ps)T und g~ = (g1 g2 q3)T das Skalarprodukt pP”-q” = p1g1+P202+P3qs, das Vektorprodukt (Kreuzpro-
dukt) p”xq~ = (P20s—Padz2 Padi—P1Gs P1d—P=q1)’ und das Spatprodukt (pxq”)-r” definiert.

Die Vektorrechnung kreist um die Konstruktion von Geraden und Ebenen, um die Lagebeziehungen zwischen Punkten,
Geraden und Ebenen (Schnittpunkte, Schnittgeraden, Schnittwinkel, Abstande), um Abbildungen (Verschiebungen von
Punkten, Geraden und Ebenen, Streckungen, Projektionen, Spiegelungen von Punkten, Geraden und Ebenen an Punk-
ten, Geraden und Ebenen u.a.).

Konstruktionen

Voraussetzung Konstruktion

Punkt A, Richtungsvektor u Stutzvektor _a :O_A Richtungsvektor u , Parameter t ->

Gerade: g: x—a+tu (PF)

Punkte A, B Stitzvektor _a = O_A, Richtungsvektor w= AB, Parameter t ->
Gerade: g: x= 0_A+tAB = a+iu (PF)

Gerade g;: _x> = Z+ S’Z (PF) Stiitzvektor a = OA, Richtungsvektor _u> = LZ , Parameter t ->

Punkt Alig Gerade: g: x =OA+1u = a+tu (PF)als zu g parallele Gerade
durch den Punkt A (g || g4)

Gerade g1: x =a,+su, (PF) Lotfquunkt Fag1 mit: AF[Lk =0, Stutzvektor a —OA Richtungs-

Punkt Alg vektor u = AF Parameter t -> Gerade: g: x =  =OA+tAF = a+tu

(PF) als zu g; senkrechte Gerade durch den Punkt A (g O g1)

->

Geraden g: x=attu | h: x=b+tu |Mite 0_5/1 :l(_a>+ };) -> Mittelparallele k: X=OM+1u (PF)
2

PF
*r) kllglih

Ebene E: x = b+ r v+sw (PF) bzw. Stitzvektor a = O_A, Richtungsvektor w=n , Parameter t ->

E: n(x—b) =0 (n = yxw) (NF) bzw. Gerade: g: x =OA+tn :_a>+t;1> (PF) als zu E senkrechte Gerade

- durch den Punkt A (g O E)
E: ax, +bx, +cx; =d (n=( b o)

(KF),Punkt A

Geradenkonstruktionen

Voraussetzung Konstruktion

-> e

Punkt A, Richtungsvektoren v, w Stitzvektor a :O_A, Richtungsvektoren u , _v Parameterr, s ->

Ebene: E: _x> :O_>A+r_v>+s;; (PF)
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Punkte A(a[az|as), B(bs[bz|bs), Stitzvektor a -OA Rlchtungsvektor v =AB, w=AC , Parameter
C(cilczlcs)
r,s->Ebene:E: x = 0A+rAB+sAC (PF);
a, + fa, +ja; =1
Lineares Gleichungssystem: ab, + fb, + b, =1 | ->
ac, + fe, + )65 =1
Ebene: E: ax, +bx, +cx, =d (KF, mit O(0|0|0)CE)
Gerade g: _; = _a>+ s ; (PF) Stltzvektor _a> = 0_;1 Richtungsvektor _v> = fi;’ , Parameter t ->
Punkt POg Ebene: E: x>— _a+s u>+t v (PF)

Gerade g: x =a+su (PF)
Punkt P

- => ->

Ebene: E: u(x—0P) =0 (NF) als zur Gerade g senkrechte Ebene
durch den Punkt P (E O g)

Gerade g1: x = a1+ su1 (PF),

Gerade gg: x :atz+tu2 (PF),
Schnittpunkt S (g; N g2 = {S}),
Punkte P(p+|p2|ps), Q(q1|d2lds)egs,
R(r1|r2|r3)€g2

Stitzvektor b = 0S, Richtungs-/Spannvektoren w s u,, Parameter

s, t-> Ebene: E: x—_b+su1+tu2 (PF);
ap, + fBp, +p; =1

LGS: aq, +ﬁq2 + 1y, =11 >
ar, + fr, + y; =1

Ebene: E: ax, +bx, +cx, =d (KF, mit O(0/0|0)CE)

Gerade gi: x =a,+ su1 (PF),
Gerade go: e =(,;z+tl/;2 (PF),
91119291 Ng2=1{}
Punkte P(p;|pz|ps),

R(rilr2|rs)eg2

Q(q1]92/as)91,

- >

Stiitzvektor p = al, Richtungs- /Spannvektoren u, } =a,-a,, Pa-

rameter s, t -> Ebene: E: x—b+su+tv
ﬂp1+ﬁpz+ms=1

LGS: | ag, + fg, +w, =1| >
ar, + B, + =1

Ebene: E: ax, +bx, +cx, =d (KF, mit O(0|0|0)CE)

E: ax, +bx, +cx; =d (KF)

Punkt P, Normalenvektor ; =(a b o)

- => ->

Ebene: F: n(x—0P) =0 (NF) als zur Ebene E parallele Ebene
durch den Punkt P (F || E)

E: ax, +bx, +cx; =d (KF)
Abstand D,

Normalenvektor n=(a b c)

->

n|D, F,: ax, +bx, +cx,

->

Fi: ax, +bx, +cx, =d — =d +|n|D

als zur Ebene E parallele Ebenen im Abstand D (F || F2 || E)

Ebene: E: _x =27+r_v+s_w (PF

> o> —> - > >

E: n(x-b)=0 (n =vxw) (NF) bzw.

), bzw.

E: ax, +bx, tcx; =d
Punkte A, B

(n=@ b o) (KF),

->

Normalenvektor n , Parametert, u ->

Ebene: F: _x = O_A+tfiB+u;1 als zur Ebene E senkrechte Ebene F
durch die Gerade g (F O E)

Ebene: E: x = b+rv+sw (PF), bzw.

E: n(x-b)=0 (n = yxw) (NF) bzw.

E: ax, +bx, +cx; =d
- > ->

Gerade: g: x =a+tu (PF)

(n=a b o) (KF),

->
Normalenvektor n , Parametert, u ->
-> ->

Ebene: F: _x —a+tutu _n als zur Ebene E senkrechte Ebene F
durch die Gerade g (F O E)

Ebenenkonstruktionen

- > -> - - -

- > > -> -> ->->

E: x—b+ru+sv (PF) -> n—vxw >E: n(x-b)=0 (NF)->E: n x = n b -> E: axq+bxp+cxs = d (KF)
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E: ax, +bx, +cx; =d (KF) ->LGS: X, =7 >E x=0|+tq 1 |+
Xy =S 0 0

ax, +bx, +cx, =d N % _% _%l
0 |(PF)
1

- > > ->-> ->->

E: n(x=b)=0 (NF)->E: n x = n b -> E: ax;+bx+cxs = d (KF)

E: ax, +bx, +cx, =d (n=@a b o) (KF)>E: @atbnten =d _, nF)

va* +b* +¢?

Ebene in Parameter-, Normalen-, Koordinatenform

Lagebeziehungen

Voraussetzung Spurpunkte, Lage der Geraden

Punkte P(p1|pz|ps), Q(q1]d2/qs) N
Abstand: d(P,Q) = PQ‘ =@ = p)* + (@ = p) + (g, - p,)*

Lage Punkt — Punkt

Voraussetzung Spurpunkte, Lage der Geraden
] - _ - > Xy=0->a;+tuy =0->t=1 =-a/u; -> S1(O|ag+t1u2|a3+t1u3)
Gerade g: x =a+ru (Spurpunkt mit x,-x3-Ebene, falls u;#0; kein Spurpunkt, falls u;=0)

Xo = 0-> a +tus = 0->t= o= 'ag/Ug -> Sg(a1+t2u1|0|a3+t2u3)
(Spurpunkt mit x4-x3-Ebene, falls u,#0; kein Spurpunkt, falls u,=0)
X3 = 0-> as +tug = 0->t= t3 = -a3/u3 -> Sg(a1+t3u1|a2+t3u2|0)
(Spurpunkt mit x4-xo-Ebene, falls us#0; kein Spurpunkt, falls u3=0)

u; =0 -> g || xo-x3-Ebene
uz =0 -> g || x4-X3-Ebene
us =0 -> g || x-X2-Ebene
U, =0, u3=0->g]|| x;-Achse
u; =0,u3=0->g]|| x>-Achse
u; =0,ux=0->g|| x3-Achse

Spurpunkte, Lage von Geraden

Voraussetzung Spurpunkte, Lage der Ebene

Ebene E: ax, +bx, +cx, =d S1(d/al0]0) (Schnittpunkt mit der x;-Achse
a%0. b#0, c#0 0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse

0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse
0]0|d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse
-> Ebene parallel zur x;-Achse

)

Saf )

S3(0]0|d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse)

Ebene E: bx, +cx, =d 22( )
b#0, c#0 3 )

Ebene E: ax, +cx, =d S1(d/al0]0) (Schnittpunkt mit der x4-Achse)
20 c#0 S3(0]0|d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse)
azy, ¢ -> Ebene parallel zur x,-Achse

Ebene E: ax, +bx, =d S4(d/a|0]0) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)
S,(0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
a#0, b#0
-> Ebene parallel zur x5-Achse

Ebene E: ax, =d S4(d/al0]0) (Schnittpunkt mit der x4-Achse)
a0 -> Ebene parallel zur x»- und x3-Achse
-> Ebene parallel zur x»-x3-Ebene

Ebene E: bx. =d S2(0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
2 -> Ebene parallel zur x;- und x3-Achse

b#0

-> Ebene parallel zur x4-x5-Ebene

Ebene E: cx, =d S5(0]0|d/c) (Schnittpunkt mit der x5-Achse)
40 -> Ebene parallel zur x;- und x,-Achse
c -> Ebene parallel zur x;-x,-Ebene

Spurpunkte, Lage von Ebenen
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Voraussetzung

Lage, Abstand

Gerade g+: _x> = c:+ szz (PF) a) Gleichsetzen der Geradengleichungen: c_zj+ szz = CZ+ tz,;z ->
Gorga = )| oo
b) Uberpriifung auf Parallelitat: IZ = kz;: -> 1 Lésung: g1 || 92,
keine Lésung: g1, g2 windschief
¢) Schnittwinkel (bei sich schneidenden Geraden):
g=cos' otz o ]|
Lage Gerade — Gerade
Voraussetzung Lage, Abstand
Punkt P(p1|_p>2|p3)_> > - a) Punktprobe: 519=Z+r;;+s_v> -> 1 Lésung: Peg; keine Lésung:

Ebene:E: x = b+rv+sw (PF) bzw.

E: ax, +bx, +cx; =d (KF)

POg
b) Punktprobe: p x, + p,x, + p,x, =d ->wahre Aussage: Peg;

falsche Aussage: Pg
c) Abstand: d(P,E) = d(P, F) mit F als LotfuBpunkt zu P auf Ebene

-> -> ->

E (Konstruktion des LotfuBpunkts Uber Lotgerade h: x = OP+tn

miti;:(a b o)

Lage Punkt — Ebene

Voraussetzung Lage, Abstand
- > > = a) Gleichsetzen von Ebenen- und Geradengleichung:
Ebene E: x = b+rv+sw (PF) bzw. > > > o> >
> o> > - > - b+rv+sw=a+tu (PF)bzw. Einsetzen der Geradenkomponen-

E: n(x-b)=0 (n =vxw) (NF) bzw.
E: ax, +bx, +cx, =d (ZZ(a b o) (KF)

Gerade: g: _x> = _a>+t _u> (PF)

ten x4, X2, X3 in die Ebene (KF, NF) -> unendlich viele Lésungen:
g O E, 1 Lésung: Schnittpunkt S mit g n E ={S}; keine Lésung:
gllE

b) Abstand (bei Parallelitdt von Gerade und Ebene): d(g,E) =
d(A,E) mit Punkt Aeg, z.B. mit & = OA

c) Schnittwinkel (bei sich schneidender Gerade und Ebene):

i )

Lage Gerade — Ebene

Voraussetzung

Lage, Abstand

Ei: x =b+rv,+sw, (PF)bzw.
Ei: ax, +bx, +cx; =d, (KF),
Ex: x =b,+tv,+uw, (PF)bzw.
Eo: ex; + fx, + gx; =d, (KF)

g =viXw, N, =V, Xw,

a) Gleichsetzen der Ebenengleichung in Parameterform:
Z,l)+ 7‘_’1>+ s V_Vj = 1;: +z\:: +u y_vz (PF) bzw. Einsetzen der Ebenen-
komponenten x4, Xp, X3 der Ebene E; in die Ebene E; (KF): bzw.
. _ ax, +bx, +cx; =d,
Lésen des linearen Gleichungssystems -
ex; + fx, +gx; =d,

> unendlich viele Lésungen (mit zwei Parametern): E; = E,,
unendlich viele Lésungen (mit einem Parametern):: Schnittgerade

gmit E, n E, =g ;keine Losung: E4 || E>

b) Abstand (bei Parallelitéat der Ebenen): d(E¢,Ez) = d(A,E) mit
Punkt AcE, (Hessesche Normalform)

c) Schnittwinkel (bei sich schneidenden Ebenen):

i

== =3

n (4,

Lage Ebene — Ebene
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Voraussetzung Lage

-> -> -> -> —>

Gerade:g: x =a+tu (PF) a) ulh =0 ->g||E
b) u=kn->g OE

Ebene E: x = b+rv+sw (PF) bzw.

E: n(x—b)=0 (n = vxw) (NF) bzw.

E: ax, +bx, +cx, =d (;z(a b o) (KF)

Orthogonalitat, Parallelitdt Gerade — Ebene

Voraussetzung Lage

-> -> -> ->

Ei: x =b,+rv,+sw, (PF)bzw.
Ei: ax, +bx, +cx; =d, (KF),

- > -> ->

Ex: x =b,+tv,+uw, (PF)bzw.
Eo: ex, + fx, + gx; =d, (KF)

- -
a) m =kn, >Ei |l Es
- =>

b) nlﬂzz =0 > E1 DEQ

- - —> - - >
n, =V Xw, n, =v,Xw,
Orthogonalitat, Parallelitat Ebene — Ebene
Geometrie
Formeln

AB # k AC fur jedes reelle k => Dreieck
AB # k BC fur jedes reelle k => Dreieck

BC # k AC fur jedes reelle k => Dreieck

c:ABsb=A_Caa:B_C (Seiten),u=A3+AC+

5c| (Umfang)

=> Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel a)

=> Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel B)

=> Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel y)

cosa’:me’ cosff=- ABLBC , cos y:ﬂ (Winkel)

->

AC

Winkelsumme:
a+B+y=180°

AB qyrc AB qm)c e
A;BDIC =0 => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel a)

AE%EI;C =0 => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel f3)
BCD&C =0 => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel y)

ha = d(A, ggc), hp = d(B, gac), he = d(C, gac) bzw.

ABXAC AB@BC#]
no=l L=l Ly =
BC AC|

4] usw. (Héhen)

AB

Erlauterung:
-> -> ->

gra: x =OP+t P
d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g

_ah, _bhy _ch pgy, o BCE(A gy) _ ACE(B.g,) _ ABE(C.g,,)

T2 2 2 2 2 2

bzw. 4 =% AB Acqcb; AB éaH ACT écwache)

Dreiecke
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Formeln

AB =k CD fir ein gewisses k => Trapez (1&;3 I C:>D )

BC =k AD fir ein gewisses k => Trapez (é>C I AD )

-> - - - D c c
a=|AB|> b=|BC|> ¢ =|CD|> d =|AD| (Seiten),
_ _ _ _ d h b
u =|AB| +|BC|+|cD|+|AD| (Umfang)
> > - - A a B
AB| CD , |BC|=|AD| => Trapez gleichschenklig
BC I AD _|AB| =|cD| => Trapez gleichschenklig
g g ) Winkelsumme:
cosa= 7>B]‘71>) s COSﬁ_ _ BC‘]?D ADID Wlnkel) a+B+y+d=360°
Sk e e
AB@A_C Erlauterung:
AB| €D =>h=d(C, gas) bzw. h _4] (Hohe) gra: x =é;’+t1;>Q
B -> d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g
AB
N BCXBDII . .
BC | AD =>h =d(D, gac) bzw. = #(Hohe)
BC
AB I cD => A= » (Flache)
BC||AD => o=2%4, (Flache)
ABDKA_C4] ACTX AD#]
A= + (Flache)
2 2
Trapeze
Formeln
1&1} = D_>C => Parallelogramm
B% = AD => Parallelogramm b
a=|AB|=|cD|s b=|BC|=|AD| (Seiten), , =2 AB|+2|Bc| (Umfang) S
- = > > . Winkelsumme:
COSG:LM,COSﬂ:_Lm usw. (Wlnkel) Q+B+Y+6=360°
= || - -> -> a+pB=180°y+06=180°
AB#]AD AB#]BC G-y, B=0
AB13A> XIE@& Erlauterung:
hy = d(C, gne) bzw. |, _ DF hy = d(C, guo) b2zw. |, _ #(Héhen) Gra x = OP+1PQ

a

&

g

d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g

A =ah, =bh, bzw. A=ABW(C,g,,)=ADEC, g,,)

bzw. 4 =

ABX AD

(Flache)
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Formeln

1&1} = D_>C , A;SDID =0 => Rechteck
B% = A_>D , A;SD;C =0 => Rechteck

AB|=|cD| b=|BC| = AB|+2

a =

AD| (Seiten), , =2

BC| (Umfang)

A

A=|AB bzw. 4 =

qfc

AmxAD| (Flache)

Winkel:

a=p=y=5=90°

Rechtecke

Formeln

-> ->

AB=DC, ABIAD =0, |A| =|pc| => Quadrat

BC=AD, ABBC =0, |op| =|pc| => Quadrat

AB|=|BC| =|cD| =

a =

AD| (Seiten), , =4

AB| (Umfang)

C

A

)2
A=|AB DZW.4 =

ABx Ap| (Flache)

Winkel:

a=p=y=5=90°

Quadrate

Formeln

a=AB’b=A_D’6=

AE| (Kanten); a=b=c (Wiirfel)

G = ab (Grundflache, Deckflache); G = a* (Wiirfel)
M = (2a+2b)c (Mantelflache)
O = 2G + M = 2(ab+ac+bc) (Oberflache); O = 6a® (Wiirfel)

V = abc (Volumen); V = a° (Wiirfel)

Quader (Wiirfel)

Formeln

G=1
2

gzmzqz: 1
2
> > 1 -> -> 1

AB@AS#]&Z AC@ASq}r2

O = G + M (Oberflache)

ABBB_C#: %

ACTX B‘E# (Grundflache)

m=1
2

BCIx 1;34] (Mantelflache)

h = d(S, Eagc) (H6he, Eapc als Grundebene, Hessesche Normalform)
V = Gh/3 (Volumen)

V= é (ABBX AC)TAS

Dreieckpyramiden

Formeln

a=fiB

. b=|Ap| (Grundkanten)

h = d(S, Eascp) (H6he, Eagcp als Grundebene, Hessesche Normalform)

2 2
j +h*s hi :(“J + 12 (Seitenhdhen)
2

o

2 2
52 =[“j )2 =(bj +1,2 (Seitenkanten)
2 R ’

| S
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G =

ABX AD (Grundflache)

ABE*AS#]‘

O = G + M (Oberflache)

M= ApxAs| (Mantelfiache)

V = Gh/3 (Volumen)
V= % (ABX AD)[AS

Spiegelungen

Parallelogrammpyramiden

Punktspiegelung

Spiegelung eines Punktes

Punktspiegelung eines Punktes P an Spiegelpunkt F
zum gespiegelten Punkt P*:

Punktspiegelung eines Punktes P an Spiegelpunkt F
zum gespiegelten Punkt P

Punktspiegelung einer Geraden g: _; = 0_39+t;4> an
Spiegelpunkt F zur (parallelen) gespiegelten Geraden

g x=0P+tu (9] g') vermdge der Punktspiegelung
des Punktes Peg (Stitzvektor der Geraden g) an
Spiegelpunkt F zum gespiegelten Punkt P’eg’ (Stiitz-
vektor der Geraden g):

Spiegelung eines Punktes P an Spiegelgerade

g: _x> = _a>+t_u> Uber den LotfuBpunkt Feg mit: 1;F1j4 =0
(Orthogonalitatsbedingung bei laufendem Punkt Fg,

Verfahren mit Hilfsebene Ey: u[x = u[OP) zum ge-
spiegelten Punkt P‘:
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Punktspiegelung einer Ebene E: ax;+bxo,+cx3 = d an  |Spiegelung eines Punktes P an Spiegelebene
Spiegelpunkt F zur (parallelen) gespiegelten E: axs+bxo+cx3 = d Uber den LotfuBpunkt FeE (als
E': axy+bx,+cxz = d (E || EY) vermdge der Punktspie-

gelung des Punktes P<E (Stiitzvektor der Ebene E) Schnittpunkt von Lotgeraden h: x = OP+1 n und Ebe-

an Spiegelpunkt F zum gespiegelten Punkt P’¢E' . |@
(Stitzvektor der Ebene E') und vermdge der Identitd- |ne E, Normalenvektor , =| ; |) zum gespiegelten
a
- > - > C

ten: nmp:d’ nl]?P'=d', Normalenvektor ;: b . Punkt P*:

c

Spiegelung: P -> F -> P’
Spiegelformel: O_P' = 0_P+ 2PF = 0_F+ PF = 20_F— O_P
Spiegelungen mit Punkten

2
Aufgabe 1: Der Punkt A(2|-1|3) liegt auf der Geraden g, die in Richtung des Vektors u =| -2

3
verlauft. Bestimme eine Geradengleichung.

Vorgehensweise: Stitzvektor der Geraden ist OA, Richtungsvekior u ; die Geradengleichung ermittelt sich als:

g: x = OA+tu mit Parameter t.

2 2
Lésung: Geradengleichungg: x =| 1 |+# —2|.
-3 3

Aufgabe 2: Die Gerade g verlauft durch die Punkte A(-4|5|-10), B(4|2|15). Bestimme eine Gera-
dengleichung.

Vorgehensweise: Stiitzvektor der Geraden ist O_A, Richtungsvektor _u = AB ; die Geradengleichung ermittelt sich als:

g: x =OA+tu mit Parameter t.
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-4 8

->
Losung: Geradengleichungg: x =| 5 |+¢ -3
-10 25

Aufgabe 3: Die drei Punkte A(5|1]1), B(5/5/4), C(1]1|4) bilden das Dreieck AABC.

a) Durch die Ecke A und den Mittelpunkt der Strecke zwischen B und C verlauft die Gerade g. Be-
stimme eine Geradengleichung.

b) Berechne Umfang und Flacheninhalt des Dreiecks AABC. Welche Besonderheit weist das
Dreieck auf?

Vorgehensweise: a) Mitte M mit: 0_5/1 :l(o_j“ 0_73) Gerade g durch A und M: g: _x = 0_A+tA_M ; b) Dreieck AABC
2

-> Differenzvektoren /;B, A_C, éC -> Seitenldngen A}g /TC I;C -> Gleichschenkligkeit oder Rechtwinkligkeit o.a.
des Dreiecks.
5 -2 0
Lésung: a) Mitte M(3|3|4) -> Geradengleichung: g: x =|1|+¢ 2 |; b) Differenzvektoren: AB=|4 |,
1 3 3
-4 -4
AC=| 0 |, BC=|—-4| -> Seitenlangen: A}g = 5, /TC =5, I;C = 42 -> Dreieck AABC gleichschenklig mit
3 0
Umfang: u = 2-|AB +BC| = 25 + 412 = 10 + 4V2 = 15,66 LE, mit Flacheninhalt: A = X|gcltam| =
2
%@ﬁwzg\/ﬁ ~ 11,66 FE.
5 0
P
Aufgabe 4: Gegeben ist die Gerade g: x =| 0 |+ 3 |. Zeige, dass der Punkt P(5|6|3) auf der
-1 2

Geraden liegt, der Punkt Q(5]-3|-5) hingegen nicht.

=-> -> -> -> ->

Vorgehensweise: Geradengleichung: g: _x :O_A+t;4 , Punktprobe -> Beziehungen O_P =OA+tu, OQ=0A+tu
fihren auf eine Lésung fir t (Peg) oder auf einen Widerspruch (Q[Ig).

5 5 0 5 5 0
Lésung: |6 |=| O |+# 3| >t=2->Peg;| =3 |=| O |+1] 3| ->5=5,t=-1,t=-2->Widerspruch -> Qg.
3 -1 2 -5 -1 2

Aufgabe 5: Liegen die Punkte A(-4|1|2), B(-2|0|4), C(2|-2|8) auf einer Geraden g?

Vorgehensweise: Stitzvektor der Geraden g ist OA, Richtungsvektor u = AB ; die Geradengleichung ermittelt sich als:
g: x =OA+ru mit Parameter t; Punktprobe von C bzgl. g beantwortet die Fragestellung. Alternativ gilt: Die Vektoren

AB, AC missen Vielfache voneinander sein.

-4 2 2 -4 2
->
Lésung: Geradengleichungg: x =| 1 |+¢ —1|, Punkiprobe | =2 |=| 1 |+¢ —1|->t=3->A, B, Ceg.
2 2 8 2 2
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1 0
Aufgabe 6: Wie liegen die Geraden g: _x>: 2 |+ r| 3| und h zueinander? Dabei gilt:
-1 4
1 2 1 0 0 0 0 4
a)h: x=|5]+s3];b)h: x=|5|+s|-6[;c)h: x=|0|+s| -3 [;d)h: x=|0]|+s3
3 0 3 -8 7 -4 7 0

Vorgehensweise: Lineares Gleichungssystem g¢ n & mit Parametern r, s als Variablen -> 1) unendlich viele

Lésungen: g = h, 2) eindeutige Lésung: Schnittpunkt, 3) keine Lésung, parallele Richtungsvektoren: parallele
Geraden, g # h, 4) keine Losung, keine Parallelitat: windschiefe Geraden g, h.

Lésung: a) Schnittpunkt S(1|5|3); b) g = h;c) g || h, g # h; d) g, h windschief.

4 -2 3 -3
Aufgabe 7: Die Geradeng: x =| 1 |+r] 3 |undh: x =|4 |+s| 3 | schneiden sich. Berechne
-2 3 2 2

Schnittpunkt S und Schnittwinkel ¢.

Vorgehensweise: Lineares Gleichungssystem g n 4 mit Parametern r, s als Variablen -> eindeutige Lésung ->

Schnittpunkt S; Schnittwinkel: cos(¢) = M mit Richtungsvektoren LZ , l,;: der Geraden g, h.
|, | Qu |
Lésung: Schnittpunkt S(0|7]4) (r = 2, s = 1), Schnittwinkel ¢ = 17,34°.
3 -4 2 3
Aufgabe 8: Zeige, dass sich die Geraden g: x =| 0 |[+r] 2 |und h: x =| 6 |+s| 4 | senkrecht
-2 1 3 4

schneiden.

Vorgehensweise: Lineares Gleichungssystem g n 4 mit Parametern r, s als Variablen -> eindeutige Lésung ->

Schnittpunkt S; Skalarprodukt: u, Lk, =0 -> Orthogonalitat mit Richtungsvektoren I/_ll , l,;z der Geraden g, h.

-4\ (3
Lésung: Schnittpunkt S(-1|2-1) (r=1,s=-1); | 2 4 | =0 -> Orthogonalitat.
1 4
) 6 -2
Aufgabe 9: Bestimme die Spurpunkte der Geraden g: x =| 2 |+¢ 1 | mit den Grundebenen
-1 1

des Xi-Xo-x3-Koordinatensystems.

-> -> ->
Vorgehensweise: Gerade g: x = QA+t u -> Geradenkomponenten xi = a1 + tu1, X2 = az + tup, X3 = as + tus -> je eine
Komponente Null setzen, t ausrechnen und Einsetzen in die Geradengleichung -> Spurpunkt S12, S13, S23 auf xq-Xo-, X3-
X3-, Xo-Xz-Grundebenen.

Lésung: Spurpunkte: x; = 0 -> t = 2 -> S23(0|5|2); x2 = 0 -> t = -2 -> S13(10|0]-3); x3 = 0 -> t = 1 -> S12(4/3]0).

Aufgabe 10: Gegeben sind die Punkte A(1|2|0), B(2|0]-4), C(0]-2|-3). Bestimme die Gleichung ei-
ner Ebene E, die die Punkte A, B, C enthélt.

Vorgehensweise: Stlitzvektor der Ebene ist O_A, Spannvektoren sind z;l = AB, 1;2 = AC; die Ebenengleichung ermit-

-> -> > >

telt sich als: E: x = OA+ru,+su, mit Parameternr, s.
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1 1 -1
-
Losung: Ebenengleichung E: x =| 2 |+7r| =2 |+ 5| —4 | (PF).

0 -4 -3
i -2 0
Aufgabe 11: Gegeben ist die Gerade g: x =| =1 [+r| 3 | und der Punkt P(-5|0|2).
3 -4

a) Zeige, dass der Punkt P nicht auf der Geraden g liegt.
b) Konstruiere eine zur Geraden g parallele Gerade durch den Punkt P.
c) Konstruiere eine Ebene E, die die beiden parallelen Geraden g und h enthalt.

Vorgehensweise: Geradengleichung: g: _x = 0_A+ r_u , Punktprobe -> Beziehung O_P = 0_A+ r_u fihrt auf einen Wider-

spruch (POg); Geradengleichung: g: x :0_A+r u , Punkt POg -> parallele Gerade h: x = OP+s u ; Geradenglei-

chung: g: _x> = O_j4+r_u>, Punkt P[g -> Ebenengleichung: E: _x> = 0_1>4+r_u>+s&°.
-5 -2 0 -5 0
Léosung: a) | O [=| -1 |+7r] 3 | -> -5=-2 -> Widerspruch -> P[g; b) h: _x> = 0 |+rl 3 | mtg] h;
2 3 -4 2 -4
-2 0 -3
c) Ebenengleichung: E: _x> =|=1|+r] 3 |+s 1 |(PF).
3 -4 -1

Aufgabe 12: Gegeben sind die Gerade g und die Ebene E mit:

i 0 1 i 1 -2 3
g:x=| 1 [+ 2|,E: x=|1]|+r] 2 |+s5 2
-1 0 0 3 -4

Zeige, dass sich Gerade g und Ebene E im Punkt S(2|5|-1) schneiden.

Vorgehensweise: Geradengleichung: g: _x = 0_A+t_u , Punktprobe -> Beziehung O_S = 0_A+t_u fihrt auf eine Lésung

fur t (Seg); Ebenengleichung: E: x = OB+ru,+su, , Punkiprobe -> Beziehung OS = OB+ru, +5L;2 fuhrt auf Losun-
gen firr, s (SeE).

2 0 1 2 1 -2 3

Lésung: | 5 |=| 1 [+# 2| >t=2->Seg; | 5 |=|1|+r] 2 |+ 2 | >r=1,s=1->SeE -> Sist
-1 -1 0 -1 0 3 -4

Schnittpunkt.

Aufgabe 13: Berechne den Schnittpunkt S von Gerade g und Ebene E mit:

) 1 5 ) 2 2 -2
g:x=| 2 |+ 1|,E:x=|-1|+r O |+s] 2
-3 1 -7 -1 1

Vorgehensweise: Lineares Gleichungssystem g n E mit Parametern r, s, t als Variablen -> eindeutige Lésung
-> Schnittpunkt S.
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1 5 2 2 -2
Lésung: Lineares Gleichungssystem: | 2 |+# 1 |=| —1|+rl O |+s| 2 |->r=-2,8=1,t=-1->Geraden-
-3 1 =7 -1 1
1 5 -4
gleichung g -> O_TS' =| 2 [+(=D[1|=| 1 | ->Schnittpunkt S(-4|1|-4).
-3 1 -4

1 1 2 4 1
Aufgabe 14: Zeige, dass die Gerade g: x =|8 |+ 2 | die Ebene E: x =| 3 |+ =1 |+5 -2

1 -1 -1 2 -3
senkrecht schneidet.

Vorgehensweise: Geradengleichung: g: _x :0_A+t;4 , Ebenengleichung: E: _x = O_B+r1;1+sz;2, Skalarprodukte:
- > - ->

u,[le =0, u,k =0 -> Orthogonalitat von Gerade und Ebene.

4 1 1 1
Lésung: Skalarprodukte:| —1 2 |1=4-2-2=0,|-2 2 |=1-4+3=0 >g0E.
2 -1 -3) (-1
. 2 -3 -2
Aufgabe 15: Berechne die Spurpunkte der Ebene E: x =| -4 |+ 2 |[+s] O
5 0 1

Vorgehensweise: Ebene E -> Komponenten/Koordinaten x1, x2, X3 mit jeweils zwei Komponenten als Null gesetzt -> drei
lineare Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen und den Ebenenparametern r, s -> jeweilige Losung r, s fihrt durch
Einsetzen in die Ebenengleichung E auf die Spurpunkte Sy, Sy, Ss.

Lésung: Ebenengleichung E -> xy = 2-3r-2s, X2 = -4+2r, x3 = 545 -> S4: X2 = 0, X3 = 0 =>r = 2, s = -5 => Spurpunkt
S1(6]0]0), S2: x1 = 0, x3 = 0 =>r = 4, s = -5 => Spurpunkt S2(0]4|0), Sz: X1 = 0, X2 =0 =>r = 2, s = -2 => Spurpunkt
S3(0/0]3).

-2 1 -1 0
Aufgabe 16: Zeige, dass sich die Geradeng: x =| 1 |+r 3 |undh: x =| =2 |+s| 3 | schnei-
1 -2 -5 2

den und bestimme eine Gleichung der Ebene E, die die zwei Geraden enthalt.

Vorgehensweise: Lineares Gleichungssystem g n & mit Parametern r, s als Variablen -> eindeutige Lésung ->

Schnittpunkt S -> Ebenengleichung E: x = OS+ru1+s1,;2 mit Richtungsvektoren z;l : 1;2 der Geraden g, h.

-1 1 0
Lésung: Schnittpunkt S(-1|4|-1) (r=1, s = 2) -> Ebenengleichung E: x =| 4 |+r| 3 |+ 3 |.
-1 -2 2
i 2 2
Aufgabe 17: Zeige, dass die Gerade g: x =| 1 |+r| 0 | den Mittelpunkt M der Strecke zwischen
3 -1

den Punkten A(-2|4|3) und B(2|-2|5) enthalt. Bestimme eine Gleichung der Ebene E, die die Gera-
de und die Strecke umfasst.
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Vorgehensweise: Punkte A, B -> Streckenmitte vermdge: 0_5/1 = 1(0_24. 0_;9) -> Punktprobe Meg ->
2

Lésung: Mitte zwischen den Punkten A und B als M(0|1]|4); Punktprobe Meg (r = -1) -> Ebenengleichung

-2 2 4
E: x=OA+ru+sAB ->E: x=| 4 |+rl0|+s| —6].
3 1 2

Aufgabe 18: Die drei Punkte A(3|-1]-1), B(6|2|-5), C(3|-2|4) bilden das Dreieck AABC.
a) Erganze das Dreieck AABC zu einem Parallelogramm ABCD.
b) Bestimme eine Gleichung der Ebene E, die das Parallelogramm ABCD enthélt.

3 5
c) Zeige, dass die Gerade g: x =| 0 |+ 1| die Ebene E innerhalb des Parallelogramms ABCD
-2 0

schneidet.

Vorgehensweise: Dreieck AABC -> Parallelogramm ABCD mit: O_D = 0_A+ éC; Punkte A, B, C -> Ebenengleichung

E: x= OA+rAB+sA_C mit DeE; lineares Gleichungssystem g n E mit Parametern r, s, t als Variablen -> ein-
deutige Losung r*, s*, t* -> Schnittpunkt S mit: Schnittpunkt innerhalb des Parallelogramms (0 < r*, s* < 1).

3 3 0
Loésung: a), b) Punkte A, B, C -> D(0|-5|8), Ebenengleichung E: _x> =|—-1|+rl 3 |+s| —1];c) Lineares Glei-
-1 -4 5
3 5 3 3 0
chungssystem: | O |+¢# 1 |=|—-1|+r 3 |+s —1|->r=0,5,s=0,2,t=0,3-> Schnittpunkt S(4,5|0,3|-2) liegt
-2 0 -1 -4 5
im Parallelogramm ABCD.
4 3
Aufgabe 19: Berechne den Abstand des Punktes P(18|-1|4) zur Geraden g: _x> =| 1|+ —-4].
2 1

->

Vorgehensweise: Orthogonalitatsbedingung P_Ft 0w mit laufendem Punkt Fieg und Richtungsvektor u der Gera-

den -> Parameter t -> LotfuBpunkt Feg -> Abstand d(P, g) = };;: .
—14+3¢t 3
Lésung: Geradengleichung g -> Punkte Fi(4+3t|1-4t|2+t) -> Orthogonalitédtsbedingung -4t -4(=0 >t=2
-2+t 1
8
-> LotfuBpunkt F(10]-7]4) -> Abstand d(P, g) =d(P, F) = || =6 | =+/8* + 6% =10 LE.
0
-2 1 -4 -2
> >
Aufgabe 20: Gegeben sind die Geradeng: x =| =2 |+r[ =2 |undh: x =| =3 |+s| 4
1 0 3 0

a) Zeige, dass die Geraden g und h parallel und nicht identisch sind.
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b) Bestimme den Abstand zwischen den zwei Geraden.

Vorgehensweise: Lineares Gleichungssystem g n A mit Parametern r, s als Variablen -> keine L6sung, paralle-
le Richtungsvektoren: parallele Geraden, g # h; Abstand d(g, h) = d(P, g) mit Peg und Orthogonaliatsbedin-

gung, d.h.: P_Fr Db_tl mit laufendem Punkt F,eg und Richtungsvektor ”_tl der Geraden g.

Lésung: a) Lineares Gleichungssystem -> g || h, g #h; b) Geradengleichung g, Punkt P(-4|-3|3)eh -> Orthogonalitatsbe-

2
dingung -> r = 0 -> LotfuBpunkt F(-2|-2|1) -> Abstand d(g, h) = d(P, g) =d(P, F) = 1 | =+ 22 +17 +2% =3LE.
-2
) 5 2 0
Aufgabe 21: Gegeben ist die Ebene E: x =| 2 |+r| =1 |+s| —4|. Bestimme zu den Punkten
-4 0 0

A(01]0]7), B(1]-5]-8) und C(-4|-2|0) jeweils den Abstand zwischen Punkt und Ebene.

Vorgehensweise: Im Falle der Parallelitat einer Ebene E zu einer der (x1-x2-, X1-X3-, X2-x3-) Grundebenen des Koordina-
tensystems ist der Betrag der Differenz der (xs-, xo-, x1-) Koordinaten von Punkt und Ebenengleichung der gesuchte
Abstand.

Lésung: Abstande: d(A, E) = |7-(-4)| = 11 LE, d(B, E) = |-8-(-4)| = |-4| =4 LE, d(C, E) = |0-(-4)| = |-4| = 4 LE.

3 2 0
Aufgabe 22: Gegeben seien die Ebene E: x =| 3 |+ | 1 |+s| 3 | und der Punkt P(1|6]0).
2 0 2
) 1
a) Zeige, dass der Vektor n =| —2 | senkrecht zur Ebene E steht.
3

b) Berechne den Abstand zwischen dem Punkt P und der Ebene E.

Vorgehensweise: Ebenengleichung: E: x —0A+ru +su2 , Skalarprodukte: u,[h =0, u,[h =0 -> Orthogonali-

-> -> ->

tat von Vektor und Ebene; Lotgerade I: x = OP+t n -> Schnittpunkt F zwischen Lotgerade | und Ebene E als LotfuB3-

punkt -> Abstand d(P, E) = d(P, F) = |pF .
2 1 0 1 .
Lésung: a) | 1 |]-2|=2-2+0=0, |3 |J]-2|=0-6+6=0 -> n O E; b) Punkt P(1|6/0) -> Lotgerade
0 2 3
L x=|6 +t{ -> lineares Gleichungssystem g n E ->t =1 -> LotfuBpunkt F(2|4|3) -> Abstand d(P, E) = d(P, F)
=17 +2% +3% =14 LE.
3
) -6 4 ) -8 -4
Aufgabe 23: Fir die Gerade g: x=| 17 |+¢ 1 | und die Ebene E: x =r| 1 |+s| 0 | ist deren
8 -3 0 1

Parallelitat festzustellen und deren Abstand zueinander zu bestimmen.
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Vorgehensweise: Linearkombination der Spannvektoren der Ebene E als Richtungsvektor der Geraden g -> g || E;

Stitzvektor der Geradengleichung O_P mit Punkt Peg, zur Ebene E orthogonaler Vektor ;1 -> Lotgerade I: _x = 0_P+t;1
-> Schnittpunkt F zwischen Lotgerade | und Ebene E als LotfuBpunkt -> Abstand d(g, E) = d(P, E) = d(P, F) = 15;: .
4 -8 -4 1
-
Lésung: Linearkombination | 1 |=101 1 |=30 O | -> g || E; Punkt P(-6|17|8)cg, orthogonaler Vektor n =| 8
-3 0 1 4
-6 1 -2
-
-> Lotgerade I: x =| 17 |+1| 8 | -> LotfuBpunkt F(-8|1|0) -> Abstand d(g, E) =d(P, E) =d(P,F) = || —16 | = 18 LE.
8 4 -8

Aufgabe 24: Die Punkte A(4|19]-17), B(-8|10|3), C(4|19|3) sind die Ecken des Dreiecks AABC.
a) Berechne den Umfang des Dreiecks AABC.

b) Zeige, dass das Dreieck AABC rechtwinklig ist, und berechne alle Winkel.

c) Berechne den Flacheninhalt des Dreiecks AABC.

Vorgehensweise: Dreieck: Differenzvektoren und deren Betrége als Seitenldngen a, b, ¢ -> Umfang u = a+b+c; Satz

- —=>

des Pythagoras a%+b? = c2; Winkelberechnung gemaB: cos ¢ = ﬂ fir Vektoren _a , 2) ; Flacheninhalt A = ab/2.
>
[\]b

=a =15 LE,

a

Lésung: a) AABC -> Differenzvektoren AB, A_C, BC -> EC IC =b =20 LE, A;B =c=25LE >

Umfang u = 60 LE; b) 15%420° = 257 -> rechter Winkel y bei C, Winkel a = 36,87°, B = 53,13°; ¢) Flacheninhalt A =
15-20/2 = 150 FE.

Aufgabe 25: a) Erganze das Dreieck ABC mit A(2|0|2), B(5]0|6), C(5|5|6) durch einen geeigneten
Punkt D zu einem Parallelogramm und zeige, dass dieses Parallelogramm ein Quadrat ist.

b) Das Quadrat ABCD ist die Grundflache einer quadratischen Pyramide, die den Punkt
S(9,5/12,5]-0,5) als Spitze hat. Zeichne die Pyramide in ein rechtwinkliges Xi-Xo-Xs-
Koordinatensystem ein.

c) Zeige, dass der Kérper ABCDS eine regelméaBige Pyramide ist. Berechne die Lange der Héhe
und der Seitenkanten der Pyramide. Berechne den Rauminhalt der Pyramide.

Vorgehensweise: Dreieck ABC -> Parallelogramm ABCD mit:
O_D:0_A+éC; Parallelogramm als Quadrat auf Grund eines
rechten Winkels z.B. bei der Ecke A und auf Grund zwei gleich
langer Seiten, die sich an der Ecke A treffen; Quadratmitte M,

Vektor A;IS senkrecht auf Quadrat; Pyramidenvolumen V = Gh/3
mit G als Grundflache und Héhe h.

Lésung: a) A, B, C -> D(2|5|2), Quadrat mit Seitenlange 5; c) Grund-
flachenmitte M(3,5|2,5|4), Vektor 1\;[?5' OGrundflache -> Pyramide
regelméBig, h = | 1\;13 | = 7,5LE, G =5%=25FE->V =62,5VE.

< b)

Abkurzungen: [0 = orthogonal, || = parallel, €, O = Element, nicht
Element von, FE = Flacheneinheiten, LE = Langeneinheiten, LGS
= lineares Gleichungssystem, PF = Parameterform, VE = Volu-
meneinheiten.
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