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Matrizen, Determinanten
Gegeben seien im Folgenden quadratische nxn-Matrizen von der Form:

a; &y . A
A= Ay Ay ... Ay,
anl a'n2 ann
fur eine natirliche Zahl n. Die Matrizen stellen auf einem reellen (komplexen) Vektorraum
Xy
X2

-

R" (C" als Menge n-dimensionaler Vektoren X =| X, | eine endomorphe Abbildung

f: R" (C") -> R" (C") dar. Die identische Abbildung i: R" (C") -> R" (C") wird durch die Ein-
heitsmatrix:

10 ..0

01 ..0
E =

00 .. 1

(mit den Hauptdiagonalelementen 1 und den sonstigen Komponenten als 0) definiert.

Die Determinante einer nxn-Matrix ist eine quadratische Tabelle, die der Matrix A einen
reellen (komplexen) Wert, namlich det(A) = |A|, zuordnet. Es gilt:
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(o0.a., Entwicklungssatz fir Determinanten).
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Eigenwerte, Eigenvektoren

Fur eine quadratische nxn-Matrix A und die nxn-Einheitsmatrix E heil3t A-AE die charakte-
ristische Matrix fur reelle (komplexe) A, det(A—AE) die Determinante der charakteristischen
Matrix, das charakteristische Polynom. Die Gleichung:

det(A—AE) =0 (*)
heil3t charakteristische Gleichung und hat reelle (komplexe) A als Lésungen; die Lésungen

A heil3en Eigenwerte. Fur Eigenwert A ist dann das folgende lineare Gleichungssystem der
charakteristischen Matrix erfullt:

> - > -
(A-AE)[(X =0 & AX=AX (*)
-
fur Eigenvektoren X, die unter der Matrix A als Abbildung um das A-Fache gestreckt wer-
den. Die Beziehungen (*) und (**) werden zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvek-
toren verwendet.

Es gilt noch:

a) Hat die Matrix A Diagonalgestalt, so sind ihre Eigenwerte die Diagonalelemente.

b) Hat die Matrix A Dreiecksgestalt, so sind ihre Eigenwerte die Diagonalelemente.

c) Die Menge aller (komplexen) Eigenwerte der Matrix A heil3t Spektrum o(A). Der maxi-
male Betrag eines Eigenwertes aus der Menge der Eigenwerte heil3t Spektralradius
P(A).

d) Die Spur der Matrix A Sp(A) ist die Summe ihrer Eigenwerte.

e) Die Determinante der Matrix A ist das Produkt ihrer (komplexen) Eigenwerte.

f) Eine symmetrische Matrix A mit A = AT (,A transponiert) hat nur reelle Eigenwerte.

g) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind voneinander linear unabhangig.

h) Tritt ein Eigenwert der Matrix A mit Vielfachheit k (1<k<n) auf, so gehdren zu ihm héchs-
tens k linear unabhangige Eigenvektoren.

i) Bei einer symmetrischen Matrix A stehen die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigen-
werten jeweils senkrecht aufeinander.

Die charakteristische Gleichung ist vom Typ:
A+a AN+ +ad+a, =0 (),

Die Polynomgleichung (***) ist — vom Grad des charakteristischen Polynoms abhéngig —
immer |6sbar fur Polynome vom Grad < 4, ansonsten theoretisch unterteilbar in Linear-
und (irreduzible) quadratische Faktoren (bei reellen Zahlen) bzw. in Linearfaktoren (bei
komplexen Zahlen; Fundamentalsatz der Algebra). Die Summe der Vielfachheiten aller
Nullstellen ergibt (im komplexen Fall) den Grad des charakteristischen Polynoms.

Ist A ein Eigenwert der Matrix A, so heil3t ein Vektor X, der die Gleichung (**) erflillt, Ei-
genvektor zum Eigenwert A. Eigenvektoren ergeben sich als Loésung des homogenen line-

-> ->

aren Gleichungssystems (**): (A— AE) [X = 0, das unendliche viele Lésungen (mit einem
oder mehreren Parametern) besitzt. Die Menge aller Vektoren, die die Gleichung (**) erfll-
len, ergeben den Eigenraum Eig(A, A) zum Eigenwert A. Der Eigenraum kann ein- bis
mehrdimensional sein.
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Beispiele:

4 5 4-A 5
a) Zur quadratischen Matrix A = [3 2} ist die charakteristische Matrix: A—AE = ( 3 5 )lj'

Wir bilden die charakteristische Gleichung und stellen sie nach A um:

3 2-A

A=3+y32+7=3+/16=3+4 © A=-1,A=7

Eigenwerte der Matrix sind: A = -1, A = 7. Zu den Eigenwerten bilden wir die Eigenvektoren wie
folgt:

4-) 5 ) )
det =0® 4-N2-N-15=0® N -6A+8-15=0> N —6A-7=0®

- > - > 5 5 -
A=-1: (A-AE)[( X =0 & (A+E)(x=0 & (3 3] [E:lj = 0 ergibt das lineare Gleichungssys-
2

tem: 5x;+5%; = 0, 3x;+3X; = 0 & X1+X, = 0 & X3 = -X, mit X, =t (als reeller Parameter), x; = -t und

- -1y (4 5 -1 1
daher die Eigenvektoren t mit: i =t .
1 3 2 1 -1

- > - = —3 5 X ->
A7 (A-AE)[(x=0 & (A-7TE)[(Xx =0 & ( 3 5} [Exl] = 0 ergibt das lineare Gleichungs-
- 2

system: -3x;+5%, = 0, 3x;—5%, = 0 & 3x;-5%, = 0 & 3%; = 5%, & X1 = 5x/3 mit x, =t (als reeller
- 53) (4 5 5/3 35/3
Parameter), x; = 5t/3 und daher die Eigenvektoren t 1 mit: i =t .

3 2 1 7
1 0 O
b) Die quadratische Matrix A= |0 -2 0| besitzt auf Grund ihrer Diagonalgestalt die Eigenwer-
0O 0 3
te: A=-2, A=1, A= 3. Die zu den Eigenwerten gehtrenden Eigenvektoren bestimmen sich als:
o 300 o ) 0
A=-2: (A+2E)[(Xx=0=>|0 0 O0|(x=0=> x=1|1
0 0 5 0
o 0 0 0y ) 1
A=1l: (A-E)(X=0=>|0 -3 0|x=0=>x=t/0
0O 0 2 0
DN -2 0 O o ) 0
A=3: (A-3E)(Xx=0=>| 0 -5 0|[x=0 => x=t| 0] (tals reeller Parameter).
0O 0 O 1
1)(0)(O
Bei Matrizen A in Diagonalgestalt sind also die Basisvektoren | O |,| 1 |,| O | des dreidimensionalen
0/l0/(1

Koordinatensystems Eigenvektoren. Die Eigenvektoren stehen jeweils senkrecht aufeinander, well
die Diagonalmatrix symmetrisch ist.
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2 01
c) Die quadratische Matrix A= | 0 2 3| besitzt auf Grund ihrer Dreiecksgestalt die Eigenwerte:
0O 0 6

A =2 (doppelt), A = 6 (einfach). Die zu den Eigenwerten gehérenden Eigenvektoren bestimmen
sich als:

o 001, . 1 0
A=2: (A-2E)[(Xx=0=>|0 0 3|[xk=0=>x=r0|+51
0 0 4 0 0
o -4 0 1) ) 14
A=6: (A-6E)[(Xx=0=>| 0 -4 3|[k=0 => x =t| 3/4| (mit reellen Parametern, s, t),
0O 0 O 1
1)(0) (14
mithin als: | 0 |,| 1 |,| 3/4 |. Der Eigenraum Eig(A, 2) ist zwei-, der Eigenraum Eig(A, 6) eindimensi-
0/(0) 1

onal; die Eigenrdume entsprechen den Lésungsmengen der linearen Gleichungssysteme
(A-2E)[(Xx =0 bzw. (A-6E)[(Xx =0.

d) Die quadratische Matrix A = ( j hat keine reellen Eigenwerte, da gilt:

-1 4-)
A=15++1>-5=15+/-4=15+2i & A=1,5-2i, A\=1,5+2i (i = V-1 als komplexe Einheit).
Die komplexen Eigenwerte lauten hier also: A = 1,5-2i, A = 1,5+2i, das Spektrum belauft sich auf:

o(A) = {1,5-2i; 1,5+2i}, der Spektralradius auf: p(A) = |1,5-2i| = |1,5+2i| = {15 +2* =/225+4=,/625
=2,5.

-2-4 13 , ,
det =0 (2-N(@4-N)+13=0 N -2A-8+13=0 N -2A+5=0 %
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