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Grundlagen

In der Vektorrechnung (analytischen Geometrie) wird eine Gerade g durch eine Gleichung
I - a,
in Parameterform definiert. Es gilt mit x =| x, | Stitzvektor a =| a, |, Richtungsvektor
X3 as
- h
r =| r, | und reellem Parameter s:
r

g:x=atsr

Da durch zwei Punkte A(ai|az|as), B(bi|bz|bs) genau eine Gerade g lauft, lasst sich Letzte-
re konstruieren als:

g: x = OA+5AB
a
mit dem Ortsvektor _a>= a, | des Punktes A als Stutzvektor und dem Differenzvektor
as
b, —a,

—>

r =|b,—a, | zwischen A und B als Richtungsvektor (Geradenkonstruktion). Auf der

b; —a,
Grundlage von Stiitz- und Richtungsvektor lasst sich jede Gerade g in einem dreidimen-
sionalen Koordinatensystem einzeichnen, insbesondere Uber die eventuell vorgegebenen

Punkte A und B:
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Geraden sind Punktemengen im dreidimensionalen Vektorraum. Fir jeden reellen Para-
meter s = g ist P(ai+sori|az+sorz|as+soers) ein Punkt auf der Geraden g (PLIQ):

‘a/Fh

Ef15)

t=-1)

7

Der Nachweis, ob ein Punkt P auf einer Geraden g liegt, W|rd Punktgrob genannt. Einset-

zen des Punktes P(p+|p2|p3) in die Geradengleichung g: x = a+ s r fohrt auf:

D a h Py =a, T
- - -
OP—a+sr | Py |=T|ay TS| | & Py, =a, TS,
Ps as; r Dy = a; tsn

also auf ein lineares Gleichungssystem; im Fall der Lésbarkeit (s = sp) liegt der Punkt auf
der Geraden (PLIg), bei einem Widerspruch ist dies nicht der Fall (PLIg).

Spurpunkte

Spurpunkte sind Schnittpunkte einer Geraden mit den Grundebenen des dreidimensiona-
len Koordinatensystem (xi-X2-, X1-X3-, Xo-X3-Ebene). Zur Ermittlung der Spurpunkte einer

L% h
Geraden g: x =| a, |+ r, | als Schnittpunkte der Geraden mit den Grundebenen des Xi-
a; n
xo-Xg-Koordinatensystems sind die einzelnen Komponenten (Koordinaten) der Gera-
den(gleichung) jeweils gleich Null zu setzen und aus den drei entstehenden Gleichungen

jeweils, falls moglich, der Geradenparameter t zu berechnen. Einsetzen der berechneten
Parameter in die Geradengleichung fuhrt zu den Spurpunkten. Im Einzelnen gilt:

a I
- 1 1

Gerade g: x =| a, |+s| r, | -> Geradenkomponenten X; = a; + Sry, X2 = @z + Sfa, Xo = @p + SfUp ->

as g
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Spurpunkt Sy3 auf der xo-x3-Grundebene des Koordinatensystems:

= a p h
Xi=a;+SrH=0®sri=-a; ®s=-airy > 0S,,=|a, |- r, |=
n
as r

Spurpunkt Sy3 auf der x;-x3-Grundebene des Koordinatensystems:

a h
->
_ _ _ _ _ a
Xe=8+8=0®Sh=-p@s=-A/->0F5 =|q, |-2|r |=
r
a; 3

Spurpunkt Sy, auf der x;-xo-Grundebene des Koordinatensystems:

a, n
= = = - = - - e a
Xz=az+Sr3=0 < sr3=-az; & s =-as/3 >0512=a2 _3 r, |=
r
a, r

0
a,
a2 __r2
n
a,
a3 __r3
n
a
2
a, ——n
T
0
a
_ a4
a; —— 13
r
a
-3
a n
n
a,
a, ——1n
I3
0

-> Sg3 (r1#0)

-> Sy3 (r2#0)

-> Sy2 (rs#0)

Der jeweilige Spurpunkt existiert nicht, wenn im Richtungsvektor der Geraden ry=0, r=0
oder r3=0 gilt. Die Gerade liegt dann parallel zu (oder auf) der Grundebene des X{-X2-X3-
Koordinatensystems, hinsichtlich der die Gerade keinen Spurpunkt besitzt. Spurpunkte,
deren Komponenten mehr als eine Null enthalten, sind Spurpunkte auf den Achsen oder

der Ursprung O(0]0|0) des x1-x2-x3-Koordinatensystems.

Beispiele
2 1

->

a) Mit Ortsvektor _a>= -1 | und Richtungsvektor r =| 1 | ergibt sich die Geradengleichung:

3 -2
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i 2 1
g x=|-1|+s 1
3 -2

b) Mit den Punkten A(2|-1]|2) und B(4|3|1) folgt fir die Gerade g, auf der die Punkte liegen:

) 2 4 2 2 2
g: x=|—-1|+s||3|-|-1||=|—-1|+s] 4
2 1 2 2 -1
i 2 1
c) Auf der Geradeng: x =| —1|+s| 1 | liegtder P(5|2|-3), denn die Punktprobe ergibt:
3 -2
5 2 1 5=2+s 3=ys 3=ys
2 |=|-1j+s 1 | & {2=-1+s5 ; &3 3=s & 13=sy,
-3 3 -2 -3=3-2s —-6=-2s 3=s

also eine eindeutige Losung ohne Widerspruch: PLIg. Hingegen liegt der Punkt Q(0]|0|7) nicht auf
der Geraden g wegen:

0 2 1 0=2+s -2=5 -2=5
O(=|-1[|+s| 1 | 0=-1+s; & 1=5 &3 1=s5s ¢+ ¥
7 3 -2 7=3-2s 4=-2s -2=y5
und des Widerspruchs bei den errechneten Werten fiir den Parameter s: QU g.
5 0
d) Zur Geraden g mit: g: _x> =| =2 |+t 4| sollen die Spurpunkte bestimmt werden. Wir zerlegen
4 1
5 0
die Gerade g: _x> =| =2 |+¢| 4| in die einzelnen Komponenten:
4 1
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X1=5
Xo =-2 + 4t
X3=4+t

und bestimmen die Spurpunkte wie folgt:

Spurpunkt So3: Nullsetzen der x;-Komponente der Geraden g fihrt auf die Gleichung:

X1 = 5= O,

die keine Lésung hat, weil der Richtungsvektor der Geraden in seiner 1. Koordinate 0 ist. Smotz
gibt es keinen Geradenspurpunkt auf der xo-x3-Ebene.

Spurpunkt Sy3: Nullsetzen der x,-Komponente der Geraden g fuhrt auf die Gleichung bzw. die
Gleichungsumformungen:

Xo=-2+4t=0&-2+4t=04t=21t=05.

Einsetzen des gefundenen Parameters t=0,5 in die Geradengleichung von g ergibt:

) 5 0 5
g->0S,;=|-2|+0504 [=]| 0 | ->S;(5/014,5).
4 1) (45

Spurpunkt Sy,: Nullsetzen der x;-Komponente der Geraden g fuhrt auf die Gleichung bzw. die
Gleichungsumformungen:

X3=4+t=04+t=01=-4.
Einsetzen des gefundenen Parameters t=-4 in die Geradengleichung von g ergibt:

) 5 0 5
g-> 0S, =| -2 |-404 |=| -18 | -> S;x(5-18]0).
4 1 0

Die Spurpunkte der Geraden g als Schnittpunkte der Geraden mit den Grundebenen des Xi-Xo-Xs3-
Koordinatensystems lauten also:

Spurpunkt auf der xo-x3-Grundebene: kein Spurpunkt Sx3
Spurpunkt auf der xy-xs-Grundebene: S;3(5/0|4,5)
Spurpunkt auf der x;-x.-Grundebene: Si»(5/-18]0).

Damit gilt grafisch der folgende Sachverhalt:
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Lagebeziehungen

Im Folgenden werden zwei Geraden g und h betrachtet. Dann gilt hinsichtlich der Lagebe-

ziehungen zwischen zwei Geraden g: _x = _Cll+S_rl und h: _x> = a>2+t_r2
a) Geraden sind identisch.

b) Geraden schneiden sich im Schnittpunkt S.

c) Geraden schneiden sich nicht und sind parallel.

d) Geraden schneiden sich nicht und sind windschief.

Es ergeben sich folgende zwei Vorgehensweisen:

Vorgehensweise 1:

|. Schnittpunktberechnung (g N h): Gleichsetzen der Geradengleichungen von gy und g, fihrt zu
einem linearen Gleichungssystem mit drei Gleichungen und zwei Unbekannten (s, t). Es gilt:

a) Das Gleichungssystem ist mehrdeutig I6sbar: Die Geraden sind identisch (g=h).

b) Das Gleichungssystem ist eindeutig I6sbar mit den Lésungen s=s, t=ty: Die Geraden schneiden

-> -> -> -> ->

sich im Schnittpunkt S mit OS = a1+s, r1 =a2+t, r».
c) Das Gleichungssystem ist nicht I6sbar: Die Geraden schneiden sich nicht; weiter mit 1.
Il. Untersuchung der Geraden auf Parallelitdét (g|lh): Im Falle der Parallelitdt muss gelten:

_l"l = k_l”z oder _l”z = k_rl fr ein gewisses reelles k. Es ist also ein lineares Gleichungssystem
mit drei Gleichungen und einer Unbekannten (k) zu l6sen. Es gilt:

a) Das Gleichungssystem ist eindeutig l6sbar mit der Lésung k=ko: Die Geraden sind parallel
(gllh).

b) Das Gleichungssystem ist nicht I6sbar: Die Geraden sind windschief.

Vorgehensweise 2:

l. Untersuchung der Geraden auf Parallelitét (g||h): Im Falle der Parallelitdt muss gelten: r1 =k r»
oder r2 =k r1 flr ein gewisses reelles k. Es ist also ein lineares Gleichungssystem mit drei Glei-
chungen und einer Unbekannten (k) zu l6sen. Es gilt:
a) Das Gleichungssystem ist eindeutig I6sbar mit der Lésung k=ko: Die Geraden sind parallel
(g]lh); weiter mit II.
b) Das Gleichungssystem ist nicht I6sbar: Die Geraden sind nicht parallel; weiter mit IIl.
[Il. FOr einen Punkt Q auf der Geraden h etwa mit OQ = a» wird eine Punktprobe hinsichtlich der
Geraden g durchgefiuhrt. Es gilt:
a) Der Punkt Q liegt auch auf der Geraden g (QLIg): Die Geraden sind identisch (g=h).
b) Der Punkt Q liegt nicht auf der Geraden g (Q[Llg): Die Geraden sind (,echt) parallel, aber nicht
identisch (g||h, g#h).
[ll. Schnittpunktberechnung (g N h): Gleichsetzen der Gleichungen der zueinander nicht parallelen
Geraden g1 und g, fiihrt zu einem linearen Gleichungssystem mit drei Gleichungen und zwei Un-
bekannten (s, t). Es gilt:

a) Das Gleichungssystem ist eindeutig I6sbar mit den Lésungen s=s, t=t;: Die Geraden schneiden

-> -> -> -> ->

sich im Schnittpunkt S mit OS = ai1+s, r1 =ax+t, r».
b) Das Gleichungssystem ist nicht I6sbar: Die Geraden schneiden sich nicht und sind damit zuei-
nander windschief.

Die eben dargestellten Vorgehensweisen gelten fir die Lagebeziehungen zwischen zwei
Geraden, die weiter oben angesprochen Punktprobe ermittelt die Lage zwischen einem
Punkt und einer Geraden.
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Beispiele
) 2 2
a) Zu der Geraden g: x =|—1|+s| 4 | lasst eine zu g parallele Gerade h durch den Punkt
2 -1

Q(-1]-1|7) konstruieren (Parallelenkonstruktion), indem einfach der Stitzvektor der Geraden g
durch den zum Punkt Q gehérenden Ortsvektor ersetzt wird. Es ist damit:

-1 2
h: _x> =|-1|+s| 4
7 -1
) 1 0 R 0 1
b) Wir untersuchen die Lage der zwei Geraden g: x>= O|+s|—=1|und h: x=|0|+¢ 1| zuei-
0 2 1 0
nander:
I. Untersuchung auf Schnittpunkt (g N h): Gleichsetzen der Geradengleichungen ergibt:
1 0 0 1 0 -1 -1

O|+s|—-1[=|0|+t|1 | s|—1|+1]-1|=| O | & -t=-1,-5-1=0, 2s=1 & t=1, s=0,5, -1,5=0 &
0 2 1 0 2 0 1

Die Geraden schneiden sich wegen des Widerspruchs nicht.

Il. Untersuchung auf Parallelitdt (g||h): Fur die Richtungsverktoren in den Geradengleichungen
muss im Fall der Parallelitat fir ein gewisses reelles k gelten:

0 1
—1|{=kl 1|« k=0,k=-1,0=2 ¥
2 0

Auf Grund des Widerspruchs sind die Geraden also nicht parallel und windschief zueinander.

1 -2 -3 1
c) Fur die Geraden g: x =|—=2|+s] 1 | und h: x=| 0 |+¢# —3| und deren Lagebeziehung
0 1 2 2
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zueinander ergibt sich durch das Gleichsetzen der Geradengleichungen:

1 -2 -3 1 -2 -1 -4
—2|+s| 1 |=| 0 |+ -3 1 [+f 3 |=| 2 | = -25t=-4,s+3t1=2,82t=2¢&
0 1 2 2 1 -2 2

-2s-t=-4,5=2-3t (2-3)-2t=2 & -25-t=-4,5s=2-3t, -5t =0 & -2s-t = -4, s = 2-31, t=0 &

-2s=-4, s=2, t=0 <~ s=2, 1=0

Die Geraden schneiden sich also, der Schnittpunkt S errechnet sich entweder durch Einsetzen von
singodervontinh z.B. als:

(-3 1 -3
0S=| 0 |+00-3|=| 0 [, also S(-30]2).
2 2 2

1 2 3 -3
d) Wir untersuchen die Lage der zwei Geraden g: x =|2 |+s|/ 2| und h: x =| 4 |+ =3 | zuei-
1 4 5 -6

nander. Gleichsetzen der Geradengleichungen ergibt:

1 2 3 -3 2 3 2

20+ 2 (=4 |+t -3 | 5|2+ 3|=|2| = 25+3t=2,25+3t=2,4s5+6t =4 & 2543t =2
1 4 5 -6 4 6 4

Das lineare Gleichungssystem ist offensichtlich mehrdeutig I6sbar, die Geraden g und h sind somit
identisch (g=h).
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