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Konstruktionen

Voraussetzung

Konstruktion

Punkt A, Richtungsvektor _u>

->

Stitzvektor a :C_)A, Richtungsvektor u, Parameter t ->

Gerade: g: _; :;+t11> (PF)

Punkte A, B Stitzvektor a :C_)A, Richtungsvektor u= AB, Parameter t ->
Gerade: g: _x = 6A+t AB = :'31+t_u (PF)

Gerade g;: _): = ;;Z+ Sl_Jz (PF) Stiitzvektor a = OA, Richtungsvektor U= L_jz , Parameter t ->

Punkt Alg; Gerade: g: x =OA+tu = a+tu (PF) als zu g; parallele Gerade
durch den Punkt A (g || 91)

e e e - => - ->
Gerade g:: X =a,+su, (PF) LotfulRpunkt Feg; mit: AF[U =0, Stitzvektor a = OA, Richtungs-
Punkt Allg, vektor u = AF , Parameter t -> Gerade: g: X = OA+t AF = a+t U

(PF) als zu g; senkrechte Gerade durch den Punkt A (g O gy)

Geraden g: _x =_a+tIJ | h: _x =_b+t_u
(PF)

Mitte OM =1(Z+ _b>) -> Mittelparallele k: x =OM+tu (PF)
2

Ebene E: _; = _b>+r_v>+ s;/; (PF) bzw.

E: n(x-b)=0 (n = vxw) (NF) bzw.

E: ax, +bx, +cx, =d (n=@b §") (KF),
Punkt A

(k1lgllh)
Stitzvektor a :(3A, Richtungsvektor u=n , Parameter t ->

Gerade: g: _; = (STAH _r; = ;+t _r; (PF) als zu E senkrechte Gerade
durch den Punkt A (g O E)

Geradenkonstruktionen

Voraussetzung

Konstruktion

- e

Punkt A, Richtungsvektoren v, w

Stitzvektor a :(3A, Richtungsvektoren u , _v Parameterr, s ->

Ebene: E: ; :(52\+r _v>+ s;/\>/ (PF)

Punkte A@|azlas), B(b|bz|bs), Stiitzvektor a = OA, Richtungsvektor v = AB, w= AC , Parameter
C(01|CZICS) -> > -> ->
r,s -> Ebene: E: x =0OA+r AB+sAC (PF);
aa, + fa, + o, =1
Lineares Gleichungssystem: ab + fo, + )b, =1| ->
ac, + i, + )¢, =1
Ebene: E: ax, +bx, +¢cx, =d (KF, mit O(0[0|0)E)
Gerade g: _; = ;+ S_J (PF) Stutzvektor _a = (5A, Richtungsvektor _v = AP, Parameter t ->
Punkt POg Ebene: E: x = a+su+tv (PF)
Gerade g: _): = Z+ SG (PF) Ebene: E: E(;—(SE) =0 (NF) als zur Gerade g senkrechte Ebene
Punkt P durch den Punkt P (E O g)

Gerade g;: x = ai+su, (PF),

Gerade gy X= é;+tL_Jz (PF),
Schnittpunkt S (g: N g, = {S})),

Punkte P(p:|p2|ps), Q(d1d2|d3)egs,
R(ra|rz|rs)eg.

Stitzvektor _b> = (3>S Richtungs-/Spannvektoren |:|Z (JZ Parameter
s, t -> Ebene: E: _x = _b+ Sl_J1+tl_Jz (PF);
ap, + f5p, +4p; =1
LGS: | ag, + B4, + W, =1| >
ary + B, +y; =1
Ebene: E: ax, +bx, +¢cx; =d (KF, mit O(0[0|0)CE)
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Gerade g: ;:Zﬁ_ SC'Z (PF), Stitzvektor b a1 Richtungs-/Spannvektoren _u> C_ é: éz Pa-
Gerade g;: ;:é;u]z (PF), rameter s, t -> Ebene: E: x __b>+ s_u>+t_v>

911192,9: N g2 ={} ap, + Bp, +)p; =1

Punkte P(p1|p2|ps), Q(d1]d2|ds)€g:, LGS: | ag, + A, + 0, =1| >

R(r1|r2|r3)eg2
ar, + fr, + =1

Ebene: E: ax, +bx, +¢cx, =d (KF, mit O(0[0|0)CE)

E: ax +hx, +¢x; =d (KF) Ebene: F: _ri(_;—éls) =0 (NF) als zur Ebene E parallele Ebene
Punkt P, Normalenvektor n = @b o durch den Punkt P (F || E)

—>| —>|

E: ax, +bx, +cx, =d (KF) n[D, Fy: ax, +bx, +ox, =d +|n|D

Fioax, +bx, +cx; =d -

Abstand D,
Normalenvektor _n> =(a b o als zur Ebene E parallele Ebenen im Abstand D (F, || F; || E)
Ebene: E: X = b+r v+sw (PF), bzw. |Normalenvektor n, Parameter t, u ->

E: n(x b)=0 (n = vxw) (NF) bzw. Ebene: F: x =OA+t AB+un als zur Ebene E senkrechte Ebene F

. durch die Punkte A, B (F O E)
E: ax, +bx, +cx, =d (n:(a b Q") (KF),

Punkte A, B
Ebene: E: X = b+r v+sw (PF), bzw. |Normalenvektor n, Parameter t, u ->
E: _n(_x _b) 0 (n = vxw) (NF) bzw. Ebene: F: x =a+tu+un als zur Ebene E senkrechte Ebene F

durch die Gerad FOE
E: ax1+bxz+CX3=d(n=(aqu)(K|:), urch die Gerade g ( )

-> ->

Gerade: g: x =a+tu (PF)

Ebenenkonstruktionen

> > - -> - > > ->->  ->->

E: x=b+ru+sv (PF)-> n=vxw ->E: n(x b) 0 (NF)->E: n x=nb ->E: ax;+tbx,+cxs = d (KF)

ax, +bx, +cx, =d N % ‘% ‘%\

E: ax, +bx, +cx, =d (KF) -> LGS: X, =T >E x={ 0|+ 1 [+ O |(PF)
Xy =S 0 0 1

- =-> - =>

E: n(x b) 0 (NF)->E: n x=nb ->E: ax;tbx,+cx; = d (KF)

ax, +bx, +cx; —d

va® +b? +c?

E: ax, +bx, +cx; =d (_r;:(a b Q") (KF) ->E: =0 (HNF)

Ebene in Parameter-, Normalen-, Koordinatenform

Lagebeziehungen

Voraussetzung Abstand

Punkte P(p1|p2|p3)v Q(Q1|Q2|Q3) P_Q = d(P!Q) = \/(ql - p1)2 + (q2 - p2)2 + (q3 - p3)2

Abstand zwischen zwei Punkten
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Voraussetzung

- -> ->

Geradeg: X =a+tu,
Punkt P(p1|p2|ps)

Abstand
LotfuBpunktverfahren, Hilfsebenenverfahren ->
N ux (OP- a)
d(P,g) =d(P,F) = |PF| bzw.d(P,g)=1 |
u

. [or-alu
mit Feg als LotfuBpunktund OF = g+~ ¢

52 Cu
ul
- > - -> > > 1d(g,h) =d(P,g) = d(P,F
Geradeng: x =a+tu,h: Xx=Db+tu (@h) =d gl E> )
gllh mit Peh und OP = b und Feg als LotfuBpunkt
Abstand zwischen Punkt und Gerade, zwischen paralle  len Geraden

Voraussetzung

Ebene E: n)x, +N,X, + X, =d (KF),
Punkt P(pq|p2[ps)

Abstand
Hessesche Normalform ->
- >
n [OP- d‘
n.p, +n +n -d
d(P,E) - - :| lpl 22p2 - 323 |
n JN +n; +ng

Ebene E: n)x, +n,X, + ;X =d (KF),

Geradeg: X =a+tu,g|E

d(9,E) = d(P.E)
mit Peg und 6?3 = ;

Ebenen E: n)x, +Nn,X, + NyX; =d (KF),
F:mX, + X, + mx; =e (KF),E||F

d(F,E) = d(P,E) bzw. d(F,E)= [d _ e

T

n

mit PeF

> > > - > >

Geraden g: x = a+tl_J1 ,h: X =Db+tu,
g, h windschief

(Uxu,) (b~ a)

d(h,g) = d(h,Ey) = d(P,Ey) bzw. d(g,h) =

-> -

u,xu,

mit Hilfsebene E: (L]:x L]Z)[_;— ;} =0, g auf Ey, Peh

Abstand zwischen Punkt und Ebene, zwischen Gerade u

nd Ebene, zwischen parallelen Ebenen,
zwischen windschiefen Geraden

Voraussetzung Winkel
Kosinus-Formel ->

Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren _>E_b>
- - cosg = alb (spitzer, stumpfer Winkel)
aund b -> #f

a|lb
Schnittwinkel ¢ zwischen zwei sich -> >
schneidenden Geraden u, [,

- > -> - -> | cosg = (spitzer Winkel)
g X=ai+susundgy X=ax+tu: S¢ L_,I> E‘lf
1 2
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Schnittwinkel ¢ zwischen zwei sich
- =>
schneidenden Ebenen E;: N1 X =d;
- >

(NF)und Ex: n2 x =d, (NF)

nl th
cosp = =T (spitzer Winkel)
r.ll 2

Winkel zwischen je zwei Vektoren, Geraden, Ebenen

Voraussetzung

Schnittwinkel ¢ zwischen einer Geraden
-> > ->

g: X =a+tu und einer Ebene
- >

E:nx=d (NF)

Winkel

Sinus-Formel ->
- ->
ulh

(spitzer Winkel)

z.]}i

Winkel zwischen Gerade und Ebene

Voraussetzung

Spurpunkte, Lage der Geraden

-> -> ->

Geradeg: X =a+tu

X1 = 0-> a; + tUl =0->t= tl = 'allul -> 81(0|a2+t1U2|a3+t1U3)
(Spurpunkt mit x,-x3-Ebene, falls u;#0; kein Spurpunkt, falls u;=0)
Xo = 0-> a, + tU2 =0->t= t2 = 'ﬂz/Uz -> Sz(al+t2U1|0|a3+t2U3)
(Spurpunkt mit x;-x3-Ebene, falls u,#0; kein Spurpunkt, falls u,=0)
X3=0->a;+tuz=0->t=t3= 'a.3/U3 -> Sg(a1+t3u1|a2+t3u2|0)
(Spurpunkt mit x;-X>-Ebene, falls us#0; kein Spurpunkt, falls uz=0)

u; = 0 -> g || Xo-xs-Ebene
u, = 0 -> g || X;-Xs-Ebene
us = 0 -> g || X;-Xo-Ebene
u, =0, u3=0->g || Xx;-Achse
u; =0, u3=0->g || Xx,-Achse
u; =0, u,=0->g || xs-Achse

Spurpunkte, Lage von Geraden

Voraussetzung Spurpunkte, Lage der Ebene
Ebene E: ax, +bx, +cx, =d S,(d/a|0]0) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)
a#0. b0 c#0 S,(0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)

S3(0]0]d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse)

Ebene E: bx, +cx, =d
b#0, c#0

S,(0|d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
S3(0|0]d/c) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)
-> Ebene parallel zur x;-Achse

Ebene E: ax, +¢cx; =d
a#0, c#0

S;(d/a]0]0) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)
S3(0]0]d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse)
-> Ebene parallel zur x,-Achse

Ebene E: ax, +bx, =d
a#0, b#0

S,(d/a|0]0) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)
S,(0|d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
-> Ebene parallel zur xs-Achse

Ebene E: ax, =d
a#0

S;(d/a]0]0) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)
-> Ebene parallel zur x,- und x3-Achse
-> Ebene parallel zur x,-x5-Ebene

Ebene E: bx, =d
b#0

S,(0|d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
-> Ebene parallel zur x;- und x3-Achse
-> Ebene parallel zur x;-xs-Ebene

Ebene E: Cx, =d
c#0

S3(0]0]d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse)
-> Ebene parallel zur x;- und x,-Achse
-> Ebene parallel zur x;-x,-Ebene

Spurpunkte, Lage von Ebenen
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Voraussetzung

Lage, Abstand

Punkt P

-> -> ->

Gerade: g: X = a+tu (PF)

a) Punktprobe: C_)TD = ;+t11> -> 1 LOsung: Peg; keine Losung: POg
- >

b) Abstand (LotfuBpunktverfahren): Feg mit: PF[LI =0,

d(P.g) = |PE

- => ->

c) Abstand (Hilfsebenenverfahren): Hilfsebene E.: u(x— p) =0 mit

_5 = (5?3 Schnittpunkt F von Hilfsebene E, und Gerade g als Lot-
fuBpunkt (Einsetzen der Geradenkomponenten X;, X,, X3 in die

PF

->

Ebene -> t*) fur errechnetes t* mit OF = a+t*u ,d(P,g) =

/

e) Abstand (Abstandsfunktion): Fy(a;+tu;|a,+tu,|as+tus) €g als ,lau-

PF

d) Abstand (Kreuzproduktformel): d(P,g) = _ux((SP— _a) _u

fenden“ Punkt -> Abstandsfunktion d(t) = -> Minimum der

Abstandsfunktion (d‘(t)=0) bei t* -> LotfuBpunkt OF = a+t* u,

d(P.g) = d(t*) = |PF

Lage Punkt — Gerade

Voraussetzung Lage, Abstand
-> -> -> -> -> -> ->
Gerade gi: X =a,+su, (PF) a) Gleichsetzen der Geradengleichungen: a,+su, =a,+tu, ->
> - -> unendlich viele Losungen: g; = g,, 1 Losung: Schnittpunkt S mit
Gerade g,: x = az+tu, (PF)

0, N g, ={S}: keine Losung: Geraden parallel oder windschief

b) Uberpriifung auf Parallelitét: l_Jl = kl]2 -> 1 Lésung: g || 9o,
keine LOosung: g1, g> windschief
c¢) Abstand (bei parallelen Geraden): d(g1,9,) = d(A2,g9;) mit Punkt

AseQ,, z.B. mit é; :o_,>A2
d) Abstand (bei windschiefen Geraden, LotfuRBpunktverfahren):
I:JLQL

e) Abstand (bei windschiefen Geraden, Hilfsebenenverfahren):

->

PLeg:, Qiege mit: B.Q [, =0, P.Q [, =0, d(91,92) =

- => ->

Normalenvektor n = l]lxljz , Hilfsebene E: n(x-a,) =0 (NF)

mit Ey || g2, d(01.02) = d(Az, Ex) mit Asggy, z.B. mit &, = OA, (Hes-

-l

f) Schnittwinkel (bei sich schneidenden Geraden):

i

=3

sesche Normalform); Formel: d(g:,9;) = n

- —>

U1,

—>|

U
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Voraussetzung Lage, Abstand
Punkt P(p1|p2|ps) > P27
L L a) Punktprobe: OP= b+ru+SV -> 1 Losung: Peg; keine Losung:

Ebene: E: X = b+r v+ sw (PF) bzw.

E: ax, +hx, +cx, =d (KF)

POg

b) Punktprobe: ap, +bp, +cp;, = d -> wahre Aussage: Peg; fal-
sche Aussage: Pg

c¢) Abstand (Hessesche Normalform):

_ |ap, +bp, +cp; — d|

- =>

d(P.E) = |nOP-d /
Va? +b? +¢?
Lage Punkt — Ebene
Voraussetzung Lage, Abstand
> > > > a) Gleichsetzen von Ebenen- und Geradengleichung:
Ebene E: X = b+r v+sw (PF) bzw. > -
> o> > - - b+r v+sw a+tu (PF) bzw. Einsetzen der Geraden-

E: n(x-b)= 0(n—v><w)(NF)bzw
E: ax, +bx, +cx, =d (n=(a b 9") (KF)

Gerade: g: _; :;+t11> (PF)

komponenten x;, X,, X3 in die Ebene (KF, NF) -> unendlich viele
Losungen: g [ E, 1 Lésung: Schnittpunkt S mit g n E={S};

keine Losung: g || E
b) Abstand (bei Parallelitat von Gerade und Ebene): d(g,E) =

d(A,E) mit Punkt Aeg, z.B. mit _e: :50\ (Hessesche Normalform)
¢) Schnittwinkel (bei sich schneidender Gerade und Ebene):

e

Lage Gerade — Ebene

Voraussetzung

Lage, Abstand

-> -> -> ->

Ei: X=b+rv,+sw, (PF)bzw.
Ei ax, +bx, +cx, =d,; (KF),

-> -> ->

Ex x=Db +tv2+uw2 (PF) bzw.
Ex: ex + fx, + gx, =d, (KF)

- s - -> - =>

N =ViXwW, Ny, =V XW,

a) Gleichsetzen der Ebenengleichungen Ei, E, (PF):

-> -> ->

b+rv,+sw, = b, +tv2+uw2 bzw. Einsetzen der Ebenen-

komponenten x;, X,, X3 der Ebene E; (PF) in die Ebene E, (KF)
bzw. Lésen des linearen Gleichungssystems der Ebenen E,, E,

+bx, +cx, =d

(KF): ax 2 3 1

ex + fx, +gx, =d,
zwei Parametern): E; = E,, unendlich viele Lésungen (mit einem
Parameter): Schnittgerade g mit E, n E, =g keine L6ésung:
E: |l E.
b) Abstand (bei Parallelitat der Ebenen): d(Ey,E,) =
Punkt AcE, (Hessesche Normalform)

¢) Schnittwinkel (bei sich schneidenden Ebenen):

e i

j -> unendlich viele Losungen (mit

d(A,Ey) mit

Lage Ebene — Ebene

Voraussetzung

Gerade: g: X = a+t u (PF)
-> -> -> ->
Ebene E: X = b+r v+sw (PF) bzw.

- =-> => - =>

E: n(x—-b) = O(n—vxw)(NF)bzw.

E: ax, +bx, +cx; =d (n:(ab 9") (KF)

Lage
a) uh=0->g| E
b) u=kn ->gOE
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Voraussetzung

Lage

- > -> ->

Ei: X =b+rv,+sw, (PF)bzw.
Ey: ax, +bx, +cx; =d, (KF),

- > -> ->

Ex Xx=b,+tv,+uw, (PF)bzw.
Ex ex, + X, + gX; =d, (KF)

> > > -> - >

Ny =V XW, Ny =V, XW,

-> ->
a) n, =kn, > Ei || E;
-> ->

b) n,th, =0 > E; OE,

Spiegelungen

Orthogonalitat, Parallelitdét Ebene — Ebene

Voraussetzung

Spiegelung

Punkt A(a;|as|as), Ursprung O(0|00) ->

Bildpunkt A'(-a|-as|-a3)

Gerade g: Xx=attu (PF),
Ursprung O(0]|00) ->

Punkt A(a;|az|az) mit C_)TA = ;, Bildpunkt A‘(-ay|-az|-az) ->
gespiegelte Gerade: g": _; = (576\'+t_u> (PF)mitg'|l g

- => ->

Ebene: E: n(x-a)=0 (NF),
Ursprung O(0]|00) ->

Punkt A(a;|az|az) mit C_)TA = ;, Bildpunkt A‘(-ay|-az|-az) ->

gespiegelte Ebene: E": n(x—OjA') =0 (NF)mitE'|| E

Spiegelungen am Ursprung

Voraussetzung

Spiegelung

Punkt A(a;|as]as), X;-Achse ->
Punkt A(a;|as]as), Xo-Achse ->
Punkt A(a;|as]as), Xz-Achse ->

Bildpunkt A": A'(as|-a,]-as)
Bildpunkt A*: A'(-a;|a,|-as)
Bildpunkt A": A'(-a,|-az|as)

Gerade g: x =a+tu (PF),
A(azlaz|as)eg, B(bs|b2|bs)eg ->
X1-Achse

Xo-Achse

X3-Achse

Blldpunkte A’, B A'(a1|-a2|-a3), B’(bll'bzl'b3)
Bildpunkte A’, B: A'(-az|a,|-as), B'(-bs|by|-bs)
Bildpunkte A’, B: A'(-ay|-az|as), B'(-bs|-b,|bs)

-> Bildgerade: g ; :C;A'H A_>B

Ebene: E: _; :;+r _v>+ s;/\>/ (PF),
A(a;|az|az)eE, B(by|b,|bs)eE,
C(cilco|cs)eE >

x1-Achse Bildpunkte A’, B', C': A'(ay|-a2|-as), B'(b1|-bz|-bs), C'(ca|-c2|-C5)
X,-Achse Bildpunkte A’, B', C': A'(-a1|az|-as), B'(-by|bz|-bs), C'(-ca|c2|--C5)
xz-Achse Bildpunkte A’, B’, C": A'(-ay|-az|as), B'(-b1|-b2|b3), C’(-C1|-C2|Ca)
-> Bildebene: E: x =OA+r AB+sAC'
Spiegelungen an Koordinatenachsen
Voraussetzung Spiegelung

Punkt A(a;|as|as), X1-X-Ebene ->
Punkt A(a;|as|as), X1-Xs-Ebene ->
Punkt A(a;|as|as), Xo-xs-Ebene ->

Bildpunkt A*: A'(as|as|-as)
Bildpunkt A*: A'(as|-a,|as)
Bildpunkt A*: A'(-a(|as|as)

Gerade g: ; = ;+t _u> (PF),
A(ai|az|as)eg, B(by[by|bs)eg ->
X1-Xo-Ebene

X1-X3-Ebene

Xo-X3-Ebene

Bildpunkte A’, B': A'(a;]|az|-as), B'(b;|by|-bs)
Bildpunkte A’, B': A'(a;]-a;]|as), B'(bs]-b,|bs)
Bildpunkte A’, B: A'(-a;|az|as), B'(-by|b,|bs)

-> Bildgerade: g’ _; :(570\'+t A_>B
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Ebene: E: X = a+r V+sw (PF),
A(ay|az|asz)eE, B(bi|by|bs)eE,
C(cilco|cs)eE ->

X1-Xo-Ebene B?Idpunkte A, B, C A'l(as]azl-as), B'(bs[bz|-bs), C'(ci|ca|-c3)
X1-X3-Ebene B!Idpunkte A, B, C' A'(aul-azlas), B'(bs|-by|bs), C'(c4|-co|-C3)
Xo-X3-Ebene Bildpunkte A’, B', C": A'(-as|az|as), B'(-b1|b|bs), C'(-c4|c;|C3)
-> Bildebene: E": x =OA+r AB+sAC'

Spiegelungen an Koordinatenebenen
Voraussetzung Spiegelung
Punkt A(a1|a2|a3), Bildpunkt _>.: -> -> b _>.= -> > b -> . iy
Spiegelpunkt F(f,|f,lf5) p OA'=OA+ 2[AF bzw. OA' = OF + AF bzw. OA'=20F - OA

-> Blldpunkt A‘(2f1—a1|2f2-a2|2f3-a3)

Gerade g: Xx=attu (PF),
Spiegelpunkt F(f3f,|fs)

Punkt A(a;|az|az) mit C_)TA = ;, Bildpunkt A*(2f;-a;|2f,-a,|2f3-a3) ->
gespiegelte Gerade: g" ; = C3,>6\'+t_u> (PF)mitg'|l g

-> => ->

Ebene: E: n(x-a) =0 (NF),
Spiegelpunkt F(f1f,|fs)

Punkt A(a;|az|az) mit C_)TA = ;, Bildpunkt A*(2f;-a;|2f,-a,|2f3-a3) ->

gespiegelte Ebene: E": n(x—O,>N) =0 (NF)mitE' || E

Punktspiegelungen

Voraussetzung

Spiegelung

Punkt A(a;|as]as),
Spiegelpunkt F(f1f,|fs)

Bildpunkt OA'= OA+2TAF bzw. OA'= OF + AF bzw. OA'= 20F - OA
-> Blldpunkt A‘(Zfl-a1|2f2-a2|2f3-a3)

Punkt A(a;|as]as),

Spiegelgerade gs: X = a_ls+t l]s (PF)

LotfuBpunkt Fegs mit A_j:m]; =0 (LotfuBpunktverfahren) bzw.

-> ->

LotfuBpunkt Fegs mit Hilfsebene: E: L]; _)Z =ug DA (KF),
E,, n g5 ={F} (Hilfsebenenverfahren) ->

Bildpunkt OA' = OA+ 2[AF bzw. OA'= OF + AF bzw. OA'= 20F - OA
-> Blldpunkt A‘(2f1—a1|2f2-a2|2f3-a3)

Punkt A(a;|as]as),
- >

Spiegelebene Es: N[X =d; (KF)

LotfuBpunkt FEEs mit Hilfsgerade: h: _; = (5jo\+t ﬁ; (PF),
Es n h={F} (Hilfsgeradenverfahren) ->

Bildpunkt OA' = OA+ 2[AF bzw. OA'= OF + AF bzw. OA'= 20F - OA
-> Blldpunkt A‘(2f1—a1|2f2-a2|2f3-a3)

Spiegelung von Punkten

Voraussetzung

Spiegelung

Gerade g: _; = ;+t _u> (PF),
Spiegelpunkt F(f|f>|f3)

Punkt A(a;|as|az) mit (3?0\ = ;, Bildpunkt A'(2f;-a;|2f>-a,|2f3-a3) ->
gespiegelte Gerade: g": _; = (576\'+t_u> (PF)mitg'|l g

Gerade g: Xx=attu (PF),

Spiegelgerade gs: _x =ag+tu
gllgs

(PF),

>
S

Punkt A(az|azjas) mit C_)TA = ;, Punkt Fegs ->
Blldpunkt A‘(2f1—a1|2f2—a2|2f3—a3) ->

gespiegelte Gerade: g" ; :C;A'H_J (PF)mitg'|l g

Gerade g: x=a+tu (PF),

Spiegelgerade gs: x = ag+t u; (PF),
9n9s={3

-> ->

Punkt Peg, P#S, mit PRI, = 0 (Lotfupunktverfahren) bzw.

- -> - >

LotfuBpunkt Fegs mit Hilfsebene: E: ug x = u,[OP (KF),
E,, n gs ={F} (Hilfsebenenverfahren) ->

Bildpunkt OP' = OP+2[PF bzw. OP' = OF + PF bzw. OP'= 20F - OP ->
gespiegelte Gerade: g" X =0S+t P (PF)
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Gerade g: _; = ;+t _u> (PF),

Spiegelgerade gs: X = a_ls+t ljs (PF),

g n g5 ={S} oder: g, gs windschief

Punkte P, Qgg, P, Q#S, mit P_EPEE; =0, Q]%m]; =0 (LotfuBpunkt-
verfahren) bzw.
FuBpunkt Fregs mit Hilfsebene: Ep: L_l; ; = l];[ap (KF),

- => -> ->

E. n gs ={F.}, FuBpunkt Foegs mit Hilfsebene: Eq: ug x = u [0
(KF), E;ngg = {FQ} (Hilfsebenenverfahren) -> Bildpunkte

OP' = OP+2[PF, bZW. OP' = OF,+ PF, bZW. OP'= 20F,-OP,
0Q' = 0Q+2@F, bzw. 0Q' = 0Q+QF, bzw. 0Q'= 20F,-0Q ->

gespiegelte Gerade: g": X = OP'+t P:Z’\)' (PF)

Gerade g: x=a+tu (PF),
- >

Spiegelebene Es: NX=d; (KF),
gllEs

Punkt A(a;|as|az) mit (3?0\ = ;, Punkt FeEg ->
Blldpunkt A‘(2f1—a1|2f2—a2|2f3—a3) ->

gespiegelte Gerade: g": _; :(570\'+th> (PF)mitg'|l g

Gerade g: x=a+tu (PF),
- >

Spiegelebene Es: X =d; (KF),
9nEs={S

Punkt Peg, P#S, h: x =OP+tn,, hn E, ={F}
(Hilfsgeradenverfahren) -> Bildpunkt OP' = OP+2[PF bzw.
OP'= OF + PF bzw. OP'= 20F-OP -> gespiegelte Gerade:
g ; = (5>S+t S_I>D (PF)

Spiegelung von Geraden

Vorauss etzung

Spiegelung

Ebene: E: n(x-a)=0 (NF), Punkt A(a|as|as) mit OA = a, Bildpunkt A'(2f1-a,|2f,-8[2fs-as) ->
Spiegelpunkt F(fy|fa[fs) gespiegelte Ebene: E* _n>(_>Z—O_,>A') =0 (NF)mitE' || E

Ebene: E: n(x-a) =0 (NF),

Spiegelgerade gs: X = E;S+t l]s (PF),

Punkt A(az|az]as) mit C_)TA = _z;, Punkt Fegs ->
Bildpunkt A'(2f;-a;|2f,-a,|2f3-a3) ->

-> => ->

gespiegelte Ebene: E: n(x—0A) =0 (NF) mitE' || E

Ellgs
Ebene: E: _n>(_>z— ;) =0 (NF),

Spiegelgerade gs: X = E;S+t l]s (PF),

Engs={S

Punkt P, Q¢E, P, Q#S, P_FF,E_JS =0, Q_FQE_JS =0 (LotfuRpunktver-

- => -> ->

fahren) bzw. LotfuBpunkt Fpegs mit Hilfsebene: Ep: ug x = u,[OP
(KF), E, n gs ={Fs}

LotfulRpunkt Foegs mit Hilfsebene: Eq: J; ; = J; gD_Eg (KF),

E, n gs ={F,} (Hilfsebenenverfahren) -> Bildpunkte

OP' = OP+ 2[PF, bzW. OP' = OF,+ PF, bzw. OP'= 20F,-OP,
o_é':o_fyzm_EQ bzw. O_é':o_>Q+Q_|;Q bzw. 00’ = ZO_EQ—0_>Q ->

-> ->

gespiegelte Ebene: E': x = OS+r SP'+ SS_(>D' (PF)

Ebene: E: n(x-a) =0 (NF),

Spiegelebene Es: NX=d; (KF),
E ||l Es

Punkt A(a;|as|az) mit (3?0\ = ;, Punkt FeEg ->
Blldpunkt A‘(2f1—a1|2f2—a2|2f3—a3) ->

- => ->

gespiegelte Ebene: E: n(x—0A) =0 (NF) mitE' || E

Ebene: E: n(x-a) =0 (NF),

Spiegelebene Es: NX=d; (KF),

EnEg=g: ;:O_A+t_u>

Punkt P€E, POg, h: x :(5P+tr_15, hn E; ={F}
(Hilfsgeradenverfahren) -> Bildpunkt OP' = OP+2[PF bzw.
OP'= OF + PF bzw. OP'= 20F-OP -> gespiegelte Ebene:

> -

E:x =OA+tu+sAP' (PF)

Spiegelungen von Ebenen
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Geometrie

Dreieck ABC in der Ebene: E: ; :6j0\+r Ai3+sA_\E: (PF), Seiten als Diffe-
renzvektoren: KB , AE: , B:E: , Winkel an den Ecken A, B, C: q, B, v.

KB #k AE: fur jedes reelle k => Dreieck
KB #k B:E: fur jedes reelle k => Dreieck
B_E: #k AE: fur jedes reelle k => Dreieck

->

AB

>

AC

]

AB

Seiten: ¢ =|AB . b=|AC|. a=|BC|. Umfang: y =|AB|+|AC|+|BC

ARl =|AC| => Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel o)

AB =|BC| => Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel B)

BC| = | Ac| => Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel y)

Winkel: ___ ABIAC ABLBC ACIBC Winkelsumme:

a+f+y=180°

ABDAC 0 => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel a)
ABDBC =0 => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel B)
BCD&C =0 => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel y)

Hoéhen: h, = d(A, ggc), hp = d(B, gac), he = d(C, gac) bzw.
ABXx AC ABxBC ACx BC
usw
h, =——7—
BC

= =
AC AB

Erlauterung:

gro: X =OP+1PQ

d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g

Flé'lChe: A:% :% :ﬂ
2 2 2
bzw. A= BCLd (A, ch) — ACLd (B, gAC) - ABLd(C, gAB)
2 2 2

bzw. A:;ABX AC :% ABx BC

=1lacxeC
2

Dreieck

Trapez ABCD in der Ebene: E: X = OA+r AB+SAC (PF) mit DeE, Seiten

als Differenzvektoren: A_é BC CE) AD , Winkel an den Ecken A, B, C,
D:a,B,y, 0

KB = k(fE) fur ein gewisses k => Trapez (A_:B ||cfE) )

BC =k AD fir ein gewisses k => Trapez (B_(>: I AD )

Seiten: a=|aBl, b=|BCl: c=|CD|. d=|AD,

Umfang: y =| Al +|BC| +|CD| + | AD

AB||CD . |BC| =|AD| => Trapez gleichschenklig

=3
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E:(>3 [ AE) , A|>3 = éE) => Trapez gleichschenklig
) > > > = > > Winkelsumme:
ABE* AC Erlauterung:
Hohe: AB||CD =>h =d(C, gag) bzw. | _ 4] gro: X =OP+tPQ
B -> d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g
AB
L BCIXBD
bzw. BC||AD =>h=d(D, gsc) bzw. | _ 4]
BC
Flache: AB|ICD => A=27Ch bzw. A=|ABx AC|+|ACx AD
. -> -> _ b+ d —-> —-> —> ->
bzw.: BC||AD => A= h bzw. A=|ABx AC|+|ACx AD
Trapez
Parallelogramm ABCD in der Ebene: E: ; = C_)jA+r ATS+SA_\E: (PF) mit
DeE, Seiten als Differenzvektoren: KB B:E: (EIS AI>D Winkel an den
Ecken A, B, C,D: a, B, v, 0.
- b
AB = DC => Parallelogramm
éC = A|>D => Parallelogramm S
Seiten: g =lcpl. b=|BC| =|AD|, Umfang: = 2/ ABl + 2BC
) -> -> Winkelsumme:
Winkel: _ ABEBC usw. a+B+y+ 5= 360°
-> a+B=180°y+d=180°
C a=y,B=0
Erlauterung:

AE%

Héhen: h, = d(C, gag) bzw. hy, = d(C, gap) bzw.

h n=—r

gro: X =OP+1PQ
d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g

Flache: A=ah, =bh, bzw. A= Aism(c, Ops) = Abm(c, 9u0)

bzw. A=|ABx AD

Parallelogramm

Raute ABCD als Parallelogramm mit gleich langen Seiten in der Ebene:
E: _x :(3A+r AB+SA_\C (PF) mit DeE, Seiten als Differenzvektoren: KB
é(>3 CE) , AD , Winkel an den Ecken A, B,C, D: a, B, v,

AB=DC, |AB|=|gc| => Raute
BC = AD, |AB| = |B¢| => Raute
Seiten: 5 =|AB|=|BC| =|cD| = |AD|. Umfang: | = 4 AB
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Winkelsumme:

Winkel: _ ABDQ\D , _ AB[BC usw. a+PB+y+5=360°
- a+B=180° y + & = 180°
C a=y,p=5
ABI:* A>D Erlauterung:

Hohe: h = d(C, gas) = d(C, gao) bzw. | _ 4] Gro! X =OP+tPQ

-

d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g

AC q];a o
Flache: o=l | bzw. o =|aABx AD
2
Raute
Rechteck ABCD als rechtwinkliges Parallelogramm in der Ebene:
E: _x :(3A+r AB+SA_\C (PF) mit DeE, Seiten als Differenzvektoren: KB D C
B;(>3 CE) , AD , Winkel an den Ecken A, B, C, D: a, B, v,
AB = DE: , ATBD&D =0 => Rechteck d b
éC = AI>D , AI>3EI§C =0 => Rechteck
. X > > > > X -> > A a B
Seiten: a3 =|AB|=|CD|. b=|BC| =|AD|. Umfang: y = 2 AB|+ 2BC
. i -> -> -> -> Winkel:
Flache: A =|aB #BC bzw. A =|ABx AD a=B=y=5=90°
Rechteck
Quadrat ABCD als rechtwinkliges Parallelogramm mit gleich langen Sei-
ten in der Ebene: E: x = OA+r AB+sAC (PF) mit DeE, Seiten als Diffe- D c
renzvektoren: KB BC CE) AI>D , Winkel an den Ecken A, B, C, D: q, B,
Y, 0.
AB=DC, ABLAD =0, |AB| = |BC| => Quadrat q a
BC = AD, ABIBC =0, |ag| =|g¢| => Quadrat
A a B
Seiten: g =|AB| =|BC| =|cD| =|AD|, Umfang: y = 4 AB
B |2 s s Winkel:
Flache: A=|aB bzw. A=|ABx AD a=B=y=5=90°
Quadrat
Quader (Wirfel) ABCDEFGH mit Rechteck ABCD als Grund-, Rechteck
EFGH als Deckflache und rechten Winkeln. H &
AR b=|Abl, c=|AH (Kanten); asb=c (wirfel) . I
F
Grundflache, Deckflache: G = ab; G = a° (Wiirfel) D c
Mantelflache: M = (2a+2b)c; M = 4a” (Wiirfel)
Oberflache: O = 2G + M = 2(ab+ac+bc); O = 6a° (Wirfel) b
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Volumen: V = abc ; V = a° (Wiirfel)

Quader (Wirfel)

Spat ABCDEFGH mit Parallelogramm ABCD als Grund-, Parallelogramm
EFGH als Deckflache.

a=|AB|: b=|AD|, c=

AE| (Kanten)

Grundflache, Deckflache: G =|ABx AD

Mantelflache: \ =2 #]A_:Bx A|>5

+2 #]A_\Dx AE

Oberflache: 0 =2G + M

Volumen (Spatprodukt): v/ =|(ABx AD) [AE
Spat
Dreieckpyramide ABCS mit Grundflachendreieck ABC und Spitze S.
6= B« Az:q]:; ABx Esz:q]:; ACK Esz:qj (Grundfache) s
1 -> -> 1 -> -> 1 -> -> M Iﬂ h
M ==| ABx AS[+ = |ACx AS[J+ =|BCx BS[1(Mantelflache)
2 2 2
C

O =G + M (Oberflache)

h = d(S, Eagc) (HOhe, Eppc als Grundebene, Hessesche Normalform) ->

(A>Bx AE)) D(E

Volumen: V = Gh/3 (Volumen) bzw. v =
6

Dreieckpyramide

Parallelogrammpyramide ABCDS mit Grundflachenparallelogramm ABCD
und Spitze S.

Grundkanten: 3 =|Agl, b=|AD

Héhe: h =d(S, Eagcp) (Eascp als Grundebene, Hessesche Normalform)

2 2
SeitenhGhen: p? =(2j +h?, h? =[2j +h?

2 2
Seitenkante: g2 :[aj +h? =(bj +h?
2 2

Grundflache: g = A>Bx AE)

Mantelflache: p =

ABX K# "

ADx A#
Oberflache: O =G + M

(AI>3>< A_\E)) DA_\I>E

Volumen: V = Gh/3 bzw. v =
3

HNF = Hessesche Nornalform, KF = Koordinatenform, LGS = lineares Gleichungssystem, Lsg. = Lésung(en), NF =

Normalenform, PF = Parameterform, u.v.L = unendlich viele Lésungen

Parallelogrammpyramide
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